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Figure 1 – Sectorisation observée dansdes populations de bactéries, dans le cadre de l’expérience
présentée dans [17]. Les couleurs rouges et vertes représentent deux souches de bactéries ne différant
que par leur fluorescence. Source : [17]

1 Motivations

1.1 Motivations biologiques

En biologie, les expansions de population constituent un phénomène générique qui recouvre un
grand nombre de situations, de l’écologie à la cancérologie en passant par l’épidémiologie. L’étude
de leur impact sur la diversité génétique à l’intérieur d’une population peut permettre entre autres
de reconstruire l’historique d’une expansion[31, 19], ou par exemple d’optimiser le traitement des
tumeurs cancéreuses[20, 24, 32, 6, 21, 28]. De façon générale, il est connu que la diversité génétique
est décroissante dans la direction d’expansion de la population, du fait d’événements de fondation
successifs : les premiers individus partis sont les premiers à pouvoir se reproduire. Par exemple, c’est
de cette façon qu’il est possible de retrouver la direction des expansions humaines hors d’Afrique [31].
Quid de la direction transverse à l’expansion ? Dans l’article [17] est présentée une expérience dans
laquelle deux souches de bactéries ne différant que par la couleur de leur fluorescence sont introduites
ensemble dans le même milieu de croissance. L’expansion de la colonie fait apparaître une sectorisation
de la population. Au niveau du front de propagation, certaines zones sont peuplées uniquement de
bactéries d’une couleur, d’autres de bactéries de l’autre couleur. Si l’une des souches de bactéries est
avantagée sélectivement, seule la forme des secteurs change. Si l’origine stochastique de ce phénomène
est claire, la loi du nombre de secteurs, l’évolution de la frontière entre deux secteurs successifs, et le
lien avec les paramètres démographiques de la population sont encore mal compris.

1.2 Motivations mathématiques

Les approches déterministes pour les populations en expansion sont utilisées depuis longtemps, et
impliquent souvent l’équation de Fisher-KPP [15], qui permet de modéliser l’expansion d’une popu-
lation en toutes dimensions. Cependant, l’expérience des deux souches de bactéries fluorescentes [17]
nous montre que la stochasticité joue un rôle essentiel dans l’apparition de la sectorisation. Ce type de
phénomène ne peut donc pas être compris avec des modèles déterministes. L’équation de Fisher-KPP
ne possédant un équivalent stochastique qu’en dimension 1, il est nécessaire de construire de nouveaux
modèles stochastiques, particulièrement pour traiter le cas des dimensions 2 et plus. En effet, d’un
point de vue biologique, les dimensions supérieures à 3 ne présentent que peu d’intérêt. De plus, il
n’est pas possible de définir des modèles de reproduction en dimension 2 en partant d’une approche
individu-centrée sans rajouter d’interactions locales entre les individus. Cet effet est connu sous le nom
de pain in the torus [14].
A ces difficultés à modéliser les processus de reproduction se rajoute les problématiques liées à l’étude
des expansions. En effet, l’étude de la diversité génétique peut par exemple nécessiter de suivre les
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descendants d’un groupe d’individus. Le comportement reproductif dépendant de leur position par
rapport au front, il faudra suivre à la fois leur position et celle du front de population. De même, une
autre approche de mesure de la diversité génétique d’un échantillon consiste à au contraire remonter
dans le temps et à suivre les positions des ancêtres. Ceci nécessite de trouver un moyen d’inverser
le sens du temps pour le front de population aussi - ou de développer des approches permettant de
contourner ce problème.
En d’autres termes, l’étude des populations en expansion est aussi un problème mathématiquement
riche. Beaucoup de questions d’intérêt restent encore à traiter. Ainsi, comment peut-on modéliser
la vague d’invasion ? Où sont situés les individus faisant avancer le front ? Quelle est la forme des
généalogies au niveau du front, et plus en arrière ?

2 Le modèle de Moran

2.1 Définition

Présentons un modèle sans structuration spatiale, qui sera ensuite adapté pour les populations en
expansion. Il s’agit d’un modèle classique en génétique des populations : le modèle de Moran, introduit
par Patrick Moran en 1958 [27].
Dans celui-ci, nous suivons une population vérifiant les hypothèses suivantes, notées (H) dans la suite :

— la population est constituée de N individus, pouvant être de deux types différentes, notés dans
la suite 0 et 1 (hypothèse de taille finie).

— la population est panmictique, c’est à dire qu’un individu donné a autant de chances de se
reproduire avec n’importe lequel des autres membres de la population, ceci indépendamment
de leurs types ou de la distance entre eux (hypothèse de panmixie)

— les types sont neutres sélectivement, c’est à dire que la loi du nombre de descendants d’un
individu donné ne dépend pas de son type (hypothèse de neutralité)

Point biologique 1 - Les types mentionnés dans la définition du modèle de Moran, correspondent,
d’un point de vue biologique, aux différents allèles d’un gène. Un gène peut être défini grossièrement
comme une unité indivisible et héritable d’information génétique, les allèles étant les différentes ver-
sion possibles pour ce gène.
Point Biologique 2 - Pour être plus précis d’un point de vue biologique, nous supposons que les
individus sont haploïdes, c’est à dire qu’ils ne portent qu’une seule copie de chaque gène. Par exemple,
les humains sont diploïdes, portent deux copies de chaque gène, et ne transmettent que l’un des deux
à leur progéniture. De même, les amateurs d’huitres du bassin d’Arcachon auront entendu parler des
controversées huitres triploïdes, qui quant à elles portent trois copies de chaque gène.
L’intérêt de l’étude des populations haploïdes est double : de cette façon, chaque individu n’a qu’un
seul parent, et de plus, les cas multiploïdes peuvent etre ramenés à des cas haploïdes.

Le modèle de Moran se définit alors de la façon suivante.

Définition 1. Soit une population de N individus satisfaisant les hypothèses (H). Nous dirons que
la population se reproduit selon le modèle de Moran si son processus de reproduction est le suivant.
Soit (Πt)t≥0 un processus de Poisson d’intensité

(N
2
)
. A chaque instant de saut du processus, une paire

d’individus est tirée dans la population. L’un d’entre eux est choisi pour être le parent, l’autre étant
alors l’enfant. Le parent donne alors son type à l’enfant.

La quantité d’intérêt est la proportion d’individus de type 1 dans la population, notée (uNt )t≥0.
L’indice N permet de rappeler la dépendance en la taille de la population. Nous disposons alors d’une
limite grande population pour la densité :

Théorème 1. Soit (ut)t≥0 le processus de générateur infinitésimal :

Af(x) = 1
2x(1− x)f ′′(x)

Alors, (uNt )t≥0 converge vers (ut)t≥0 en distribution lorsque N −→ +∞.
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Une preuve de ce résultat figure dans le livre [13], qui constitue de façon plus générale une intro-
duction aux divers modèles utilisés en génétique des populations, et contient les principaux résultats
connus.
Pour rappel, le générateur infinitésimal A d’un processus markovien (Xt)t≥0 à valeurs dans Rn est
défini pour toute fonction f : Rn −→ R dans le domaine de définition de A par :

Af(x) = lim
t→0

Ex[f(Xt)]− f(x)
t

Cet objet permet souvent de caractériser le processus associé et son comportement, sous certaines
conditions liées entre autres à son domaine de définition. Le générateur obtenu est très classique en
génétique des populations. Il s’agit en effet de celui de la diffusion de Wright-Fisher, décrivant l’évo-
lution de la fréquence d’un allèle dans une population infinie respectant les hypothèses du modèle de
Moran (panximie, taille finie, neutralité).
Point biologique - La diffusion de Wright-Fisher modélise le phénomène biologique connu sous le
nom de dérive génétique, dans lequel la fréquence d’un allèle neutre sélectivement varie sous l’effet du
hasard. L’allèle en question peut en particulier être perdu ou se fixer dans la population.
Vu comme processus stochastique, (uNt )t≥0 est un exemple de processus de saut. Il s’agit d’une ca-
tégorie de processus stochastiques constants par morceaux, évoluant par sauts d’amplitude aléatoire
pouvant dépendre de l’état du système, lors d’instants eux aussi aléatoires. Il s’agit de plus d’une
martingale : pour 0 ≤ s ≤ t, l’espérance de uNt sachant (uNs′ )s′≤s est égale à celle de uNs .

Point mathématique - Comme le processus est défini sur une durée infinie, nous devrions plutôt
parler de martingale locale, c’est à dire de processus auquel peut être associé une série de temps
d’arrêts tendant vers l’infini, chacun d’entre eux rendant le processus une martingale. Cependant,
l’ensemble des théorèmes et résultats que nous présenterons supposent, dans leur énoncé ou dans leur
preuve, que nous nous restreignons à un intervalle de temps borné. Dans la suite, nous parlerons donc
tout le temps de martingale par abus de langage.
Introduisons quelques définitions supplémentaires.

Définition 2. Soit (Xt)t≥0 un processus stochastique. X est dit à variation finie si sa variation est
presque sûrement bornée sur tout intervalle de temps fini.
Il est alors possible de calculer la variation quadratique du processus. Si (Xt)t≥0 est un processus de
saut, alors sa variation quadratique sur l’intervalle [0, t] est la somme des carrés des amplitudes des
saut réalisés sur cet intervalle de temps.

Définition 3. Si (Xt)t≥0 est une martingale, alors son crochet (< X >t)t≥0 est l’unique processus à
variation finie tel que X2

t− < X >t est une martingale.

2.2 Définition alternative via les processus ponctuels de Poisson

Il est possible de redéfinir le modèle de Moran en adoptant un point de vue différent. En effet, pré-
cédemment, nous avions défini le processus en tirant les temps auxquels se produisent des événements,
puis la nature de chaque événement. Mais il est aussi possible d’adopter une autre représentation, en
associant à chaque paire ordonnée parent-enfant un processus de Poisson de paramètre 1

2 . Alors, pour
une paire donnée, à chaque temps de saut du processus de Poisson associé, le parent donne son type
à l’enfant.
Notons alors (ξit)1≤i≤N les types des N individus au temps t, et T > 0 un instant. Il est possible
d’écrire le type de l’individu 1 ≤ i ≤ N au temps T à partir des types de chacun des autres individus,
en utilisant des processus ponctuels de Poisson.
De façon générale, un processus ponctuel permet de modéliser la répartition aléatoire de points dans
un espace E. Il s’agit d’une mesure aléatoire P sur cet espace, pouvant s’écrire presque sûrement sous
la forme :

P =
∑
i∈X

δxi

où X ⊂ N et (xi)i∈X est un ensemble de points de E.
Les processus ponctuels de Poisson sont un cas particulier de processus ponctuels.
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Définition 4. Processus ponctuel de Poisson
Soit E un espace métrique localement compact, et µ une mesure sur E finie sur tout compact, sans
atomes. Alors, le processus de Poisson sur E d’intensité µ, noté P , est un processus ponctuel sur E
vérifiant :

— Pour tout compact B ∈ E, P (B) est une variable aléatoire de Poisson de paramètre µ(B)
— Pour tous n ≥ 1, (B1, ..., Bn) compacts disjoints de E, les variables aléatoires P (B1), ..., P (Bn)

sont indépendantes.
De plus, lorsque l’intensité du processus est de la forme αdl avec α > 0 et dl la mesure de Lebesgue,
nous dirons que le processus est de taux α

Une présentation plus complète des processus ponctuels de Poisson peut être trouvée dans [1].
Dans le cas particulier du modèle de Moran, les processus ponctuels de Poisson utilisés seront définis
sur l’espace R+, à partir de la mesure 1

2dt où dt représente la mesure de Lebesgue.
Notons donc, pour tous 1 ≤ i, j ≤ N , PN(i,j) un processus ponctuel de Poisson sur R+ de taux 1

2 . Alors,
pour 1 ≤ i ≤ N :

ξIT = ξi0 +
∑
j 6=i

∫ T

0
(ξjs − ξis)dPN(i,j),s

2.3 Ajout de la sélection

Grâce au formalisme des processus ponctuels de Poisson, il nous est maintenant possible de modifier
le modèle de Moran de façon à rajouter de la sélection naturelle. L’un des deux types se reproduira
plus souvent que l’autre - par convention, le type 1. D’un point de vue biologique, ceci peut être
interprété de deux façons :

— soit le type 1 a un avantage sélectif sur le type 0
— soit le type 0 correspond à l’absence d’individus, N étant alors le nombre total d’individus que

peut accueillir le milieu
Ceci peut être intégré à notre modèle précédent en considérant qu’une paire ordonnée (i, j) est impli-
quée dans un événement de sélection à taux θsN , où sN dépend de la taille totale de la population.
Lors d’un tel événement, j ne prend le type de i que si i est de type 1.

Point biologique A priori, la deuxième interprétation proposée pour les types peut paraître assez
absurde. Cependant, il ne faut pas perdre de vue que les événements de reproduction dans lequel un
individu 1 prennent le type d’un autre correspondent en fait à une mort de l’individu en question,
suivie de la colonisation de l’espace qu’il occupait par un nouvel individu. Un événement "parent 0 -
enfant 1" modélise en fait la mort de l’individu de type 1, non suivie d’une recolonisation. Enfin, les
événements "parents 0 - enfant 0", qui ne correspondent à rien d’un point de vue biologique, sont en
fait introduits pour permettre de tirer des événements de reproduction potentiels, indépendamment
du type des individus.

Chaque paire (i, j) se voit donc associer un nouveau processus de Poisson P̃N(i,j) sur R+ de taux
θsn. L’équation donnant le type de l’individu i an temps T devient :

ξiT = ξi0 +
∑
j 6=i

∫ T

0
(ξjs − ξis)dPN(i,j),s +

∑
j 6=i

∫ T

0
ξjs(ξjs − ξis)dP̃n(i,j),s

Dans la suite, les événements générés par les processus de Poisson P̃N(·,·) seront appelés événements de
sélection, et ceux générés par PN(·,·) événements de vote. Cette nomenclature est liée à celle utilisée en
théorie des systèmes de particules en interaction.
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3 Ajout d’une structuration spatiale

3.1 Présentation du modèle

Le modèle de Moran modifié qui vient d’être introduit ne permet pas de rajouter de structure spa-
tiale. Ceci est lié à l’hypothèse de panximie sous-tendant le modèle. A cause de celle-ci, un individu a
autant de chances de se reproduire avec un voisin proche qu’avec un individu éloigné. Il va donc être
nécessaire de modifier la loi de reproduction, afin qu’elle prennent en compte la distance entre deux
individus formant une paire.
L’approche utilisée dans l’article [10], que nous exposons ici, permet de traiter le cas à une dimen-
sion dans lequel la population est répartie le long d’une ligne. L’interprétation des types choisie sera
que le type 0 correspond à des individus potentiels. Ceci permettra de supposer une population in-
finie tout en ayant toujours une interprétation biologique. La ligne est divisée en sous-unités de lar-
geur constante 1

Ln
, appelées dèmes et contenant Mn individus. Les positions de chacun des dèmes

seront notées ω, et prennent leurs valeurs dans L−1
n Z. Un individu sera représenté sous la forme

x := (ω, i) ∈ L−1
n Z× {1, ...,Mn}.

Chaque individu (ω, i) ne pourra interagir qu’avec des individus dans les dèmes ω − 1 et ω + 1, et
interagira avec même probabilité avec l’ensemble de ces individus. Le formalisme des processus ponc-
tuels de Poisson peut alors être utilisé pour décrire le processus de reproduction.
Chaque paire ordonnée (x, y) d’individus séparés par un seul dème peut être affectée par deux types
d’événements. Le processus ponctuel de Poisson générant les événements de vote, noté P x,yn,· , est de
taux rn, tandis que celui générant les événements de sélection, noté P̃ x,yn,· , est de taux θ

Rn
.

Point mathématique - La population est ici infinie, et une infinité de changements potentiels d’état
se produit à chaque instant. Il est donc nécessaire de vérifier que le processus de reproduction est bien
défini, dans le sens suivant :

— les changements de type doivent mettre un certain temps à se propager. En d’autres termes,
l’état d’une particule pendant une durée ε finie ne doit dépendre que de celui de voisins assez
proches.

— un ensemble fini fixé de particules ne doit changer d’état qu’un nombre fini de fois pendant une
durée finie ε.

Ceci permet de s’assurer qu’à presque tout instant, l’état du système est bien défini. Le livre [25]
présente les conditions exactes à vérifier pour que le processus soit bien défini, et introduit les outils
permettant d’analyser de façon plus générale les systèmes de particules en interaction.

Notons ξt(x) le type de la particule x := (ω, i) ∈ L−1
n Z × {1, ...,Mn} au temps t. Notons de plus,

pour y ∈ L−1
n Z×{1, ...,Mn}, y ∼ x si x et y sont voisins. Comme précédemment, pour T > 0, le type

de la particule en (ω, i) est égal à :

ξT (x) = ξ0(x) +
∑
y∼x

∫ T

0
(ξs(y)− ξs(x)))dP x,yn,s

+
∑
y∼x

∫ T

0
ξs(y)(ξs(y)− ξs(x))dP̃ x,yn,s

La quantité dont nous cherchons à calculer la limite est cette fois-ci la densité en individus de type 1
dans chaque dème (unt )t≥0 définie par :

∀t ≥ 0, unt : ω 7→ 1
Mn

Mn∑
i=1

ξt(ω, i)

prolongée à R par interpolation.
L’existence d’une limite nécessite les conditions suivantes sur la convergence des paramètres :

rnMn

L2
n

−→
n→+∞

α ∈ (0,∞)

Mn

Rn
−→

n→+∞
β ∈ [0,∞)
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rn
Ln

−→
n→+∞

γ ∈ [0,∞)

Ln −→
n→+∞

+∞

LnRn −→
n→+∞

+∞

Sous ces conditions, nous disposons alors d’un résultat de convergence pour unt . Ceci nous renseigne
entre autres sur la vitesse d’expansion, et sur la forme du front. Mais plutôt que de présenter ce
résultat, nous en exposerons un plus général, permettant de suivre les descendants d’un sous-groupe
de la population. Les applications de cela sont nombreuses : il est par exemple possible de mesurer la
diversité génétique à l’intérieur du front, ou encore de d’estimer la localisation par rapport au front
des individus l’ayant généré.
Pour ce faire, nous pouvons utiliser la méthode des traceurs, introduite entre autres dans [18], qui
consiste simplement à introduire un nouveau type, noté 1∗, transmis de la même façon que le type 1.
En d’autres termes, lors d’un événement de sélection, le parent ne transmet son type que si il est de
type 1 ou 1∗.
Nous modifions alors quelque peu nos notations, unt devenant la densité en individus de type 1 ou 1∗.
Introduisons de plus la notation lnt pour la densité en individus de type 1∗. Nous disposons alors d’un
résultat de convergence pour le couple (unt , lnt )t≥0.

Théorème 2. Supposons que les hypothèses précédentes de convergence des paramètres sont vérifiées,
et que (un0 , ln0 ) −→ (f0, g0) dans C[0,1](R). Alors, (unt , lnt )t≥0 converge en distribution vers (ut, lt)t≥0
continu à valeurs dans C[0,1](R)× C[0,1](R) solution faible de l’EDS :

δtu = α∆u+ 2θβu(1− u) + |4γl(1− u)|
1
2 Ẇ 0 + |4γ(u− l)(1− u)|

1
2 Ẇ 1 (1)

δtl = α∆l + 2θβl(1− u) + |4γl(1− u)|
1
2 Ẇ 0 + |4γl(u− l)|

1
2 Ẇ 2 (2)

et de conditions initiales :
(u0, l0) = (f0, g0) (3)

W 0, W 1 et W 2 étant des bruits blancs espace-temps indépendants sur [0,∞)× R.
De plus, il y a unicité de la solution si γ ≥ 0.

3.2 Idée générale de la preuve

Nous présentons maintenant les grandes étapes de la preuve, et les différents outils utilisés classi-
quement pour résoudre ce type de problème.
Point mathématique - Il s’agit d’une présentation extrêmement succinte de la preuve. Toutefois, la
démarche générale de la preuve est classique, et se retrouve dans de nombreux articles sur des thèmes
similaires ([8, 7]). La connaissance des étapes de la preuve permet donc de traiter beaucoup de cas
différents, dont les preuves ne diffèrent que dans les calculs techniques.
L’approche utilisée est présentée dans [8]. Le livre [26] explique aussi cette approche, et donne plusieurs
exemples d’application.

Etape 1 - Ecriture du problème de martingale approché A partir de la formule donnée pour
ξt(x), par intégration par parties en utilisant une fonction test adaptée φt(ω), il est possible d’obtenir
l’équation en formulation faible suivante pour ut(x) :∫ t

0
< uns , ∂sφs > ds =< unt , φt > − < un0 , φt >

− 1
MnLn

∑
x∈Λn

∑
y∼x

∫ t

0
(ξns−(y)− ξns−(x))φs(x)dP x,yn,s

− 1
MnLn

∑
x∈Λn

∑
y∼x

∫ t

0
(ξns−(y)− ξns−(x))φs(x)dP̃ x,yn,s

Le but est de réécrire les différents termes afin de faire apparaître des quantités ressemblant à des
quantités connues :
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— un terme correspondra à un mouvement brownien
— un terme correspondra à un laplacien, en mettant en évidence son équivalent discret
— un terme correspondra à un terme de sélection/reproduction, de la forme constante×u(1−u).

Point biologique - La forme du troisième terme peut être interprétée de la façon suivante : l’effet de
la sélection ne se fait sentir que lorsque les deux parents potentiels sont de type différents.
Les processus de Poisson compensés seront utilisés pour isoler une composante déterministe et une
composante stochastique. La partie déterministe correspond à la moyenne du nombre de points ti-
rés par le processus ponctuel de Poisson, et la partie stochastique aux fluctuations autour de cette
moyenne. Il s’agit d’une martingale, dont le crochet caractérisera la limite. En particulier, si le crochet
tend vers 0 lorsque n −→ +∞, alors la composante stochastique disparaît à la limite.
Les processus de Poisson compensés se construisent en retirant au processus de Poisson initial l’inté-
grale entre 0 et t de son intensité au temps s, ce qui permet d’obtenir une martingale.

Définition 5. Soit α > 0. Alors, le processus de Poisson compensé associé au processus de Poisson
(Pt)t≥0 d’intensité αds, noté (P̃t)t≥0 est défini par :

∀t ≥ 0, P̃t = Pt −
∫ t

0
αds = Pt − tα

Plus précisément, l’association des termes à des quantités connues se fait en supposant que ceux-ci
convergent lorsque n −→ +∞, et en conjecturant ce qu’est alors cette limite. Le but du reste de la
preuve est de montrer qu’il y a bien convergence, et ce vers la limite voulue.
Le cas de lt(x) se traite exactement de la même façon.

Etape 2 - Choix de la fonction test Il est possible de prendre une fonction test adaptée qui
permet de faciliter les calculs dans les étapes suivantes. Ici, le choix adapté est celui des fonctions de
Green, définies de la façon suivante.

Définition 6. Soit (Xn
t )t≥0 la marche aléatoire simple sur L−1

n Z de taux de saut 2L2
n, qui converge

vers le mouvement brownien dans R à taux 2 lorsque n→ +∞. Notons pnt (ω) := LP(Xn
t = ω|Xn

0 = 0)
sa probabilité de transition, (Pnt )t≥0 son semi-groupe et pt(ω) la densité de transition du mouvement
brownien à taux 2. La fonction de Green associée et adaptée à notre problème, notée φt,zn,s(ω) est définie
par :

φt,zn,s := pnαn(t−s)(ω − z)

si s ∈ [0, t]et φt,zn,s = 0 sinon.

L’intéret du choix de cette fonction test est qu’elle permet de "remonter dans le temps" dans la
diffusion générée par la marche aléatoire décrite. Ceci permet de simplifier l’équation en formulation
faible, en supprimant les termes impliquant des laplaciens et des dérivées en temps, grâce au résultat
suivant.

Proposition 3.
∂sφ

t,z
n,s = −αn∆Lnφt,zn,s

Etape 3 - Tension La troisième étape consiste à s’assurer de la tension de (un, ln)n≥1, c’est à dire
que toute sous-suite possède une sous-suite convergente. Ceci nous assure de l’existence de limites
potentielles, et la dernière étape consistera à montrer qu’une seule limite est possible.
Ici, nous aurons besoin d’un critère un peu plus précis que celui de la tension, appelé critère de C-
tension. Il permet d’obtenir à la fois la tension de la suite et la continuité en espace des limites. Ce
critère s’énonce de la façon suivante.

Définition 7. Soient (fn)n≥1 ∈ D(R+×C[0,1](R)) et T > 0. La séquence (fn)n≥1 est C - tendue dans
D([0, T ], C[0,1](R)) si ∀η > 0, ∀t ≥ 0 rationnel, il existe un compact Γη,t ⊂ C[0,1](R) tel que :

inf
n∈N

P(fn(t) ∈ Γη,t) ≥ 1− η
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et si de plus, pour tout ε > 0,

lim
δ→0

lim sup
n→+∞

P
(

sup
t1−t2<δ
0≤t2≤t1

||fn(t1)− fn(t2)|| > ε
)

= 0

où ||.|| est la norme définie par ∀f ∈ C[0,1](R),

||f || =
+∞∑
k=1

2−k sup
|x|≤k

|f(x)|

Dans cette définition, D(R+ × C[0,1](R)) représente l’ensemble des fonctions càdlàg (continues à
gauche, limitées à droite) de R+ à valeurs dans C[0,1](R), et est aussi appelé espace de Skorokhod. Le
livre [4] constitue une bonne référence sur ce type d’espace et les problématiques associées.
La première condition, appelée critère de weak compact containment, provient de ce que les densités
sont bornées par 1, et du choix de la norme choisie. La deuxième se démontre en majorant les moments
d’ordre p pour p ≥ 1, et ce pour chacun des termes intervenant dans l’équation en formulation faible.
Le choix effectué pour la fonction test des probabilités de transition d’une marche aléatoire simple
permet d’utiliser tous les résultats connus sur ces probabilités de transition, rappelés dans [10]. Pour
les termes de martingale, un résultat permet de passer d’inégalités sur le supremum à des inégalités
sur l’espérance du crochet de la martingale, qui peut être calculé ou majoré facilement : l’inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy.

Théorème 4. Soit (Xt)t≥0 une martingale locale partant de 0. Notons < X >t sa variation quadra-
tique lorsqu’elle est définie, et X∗t son supremum sur [0, t]. Soit p entier naturel, et supposons que X∗
admet un moment d’ordre p. Il existe alors des constantes cp, Cp telles que, pour tout temps d’arrêt
τ :

cpE[< X >
p
2
τ ] ≤ E[(X∗τ )p] ≤ CpE[< X >

p
2
τ ] (4)

Etape 4 - Unicité de la limite Une fois l’existence de limites montrée, il reste à prouver qu’une
seule limite est possible. Ceci se fait grâce à un outil présenté dans le paragraphe suivant.

3.3 Dual et unicité de la solution

L’outil nécessaire pour montrer l’unicité de la solution est un outil classique en génétique des
populations, appelé dual. L’idée générale est de suivre les ancêtres d’un échantillon d’individus, afin
de reconstruire son arbre généalogique. De cette façon, l’arbre généalogique des individus et l’origine
géographique des ancêtres sont retrouvés. Ceci peut par exemple permettre d’estimer la diversité géné-
tique dans l’échantillon : les mutations portées par une partie seulement des individus ne peuvent être
apparues qu’après le dernier ancêtre commun à l’ensemble de l’échantillon. De même, si la répartition
initiale des types des individus n’est pas homogène en espace, connaître la localisation potentelle de
l’ancêtre d’un individu permet d’estimer la probabilité qu’il soit d’un type fixé.
Dans le modèle le plus classique, respectant les mêmes hypothèses que le modèle de Moran (population
de taille finie fixée, panximie, pas de sélection), l’objet obtenu est un arbre composé initialement de
N branches, dans lequel chaque paire de branches fusionne indépendamment à taux

(N
2
)
. Il s’agit du

coalescent de Kingman
Point biologique - Le terme coalescent est utilisé car sous ces hypothèses, un échantillon d’individus
finit toujours par se retrouver un ancêtre commun. Cet objet apparaît comme limite des généalogies
dans beaucoup de modèles de reproduction, y compris certains dans lesquelles les hypothèses du coales-
cent de Kingman sont a priori violées. Souvent, les généalogies se comportent comme un coalescent de
Kingman à condition de considérer comme taille de la population une "taille de population effective"
encodant différents effets.
Lorsqu’une structuration spatiale est ajoutée, il n’y a plus forcément coalescence de l’ensemble des
lignées à la limite. Le cas le plus simple étant celui de deux îles isolées l’une de l’autre : deux lignées
situées sur deux îles différentes ne se trouveront alors jamais d’ancêtre commun. Dans des situations
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similaires à notre modèle, dans lequel les individus sont identifiables par leur position et ne se re-
produisent qu’avec leurs plus proches voisins, il est possible de repérer les ancêtres par leur position
géographique dans l’espace. Les lignées ancestrales se comportent alors à la limite comme des mouve-
ments browniens, et deux individus se trouvent un ancêtre commun lorsque les mouvements browniens
ont passé un certain temps en la même position, au sens des temps locaux, définis de la façon suivante.

Définition 8. Soit X une semimartingale continue, et soit a ∈ R. Le temps local de X en a, noté
(Lat (X))t≥0, est le processus croissant à valeurs dans R+ vérifiant les trois identités suivantes :

|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t

0
sgn(Xs − a)dXs + Lat (X)

(Xt − a)+ = (X0 − a)+ +
∫ t

0
IXs>adXs + 1

2L
a
t (X)

(Xt − a)− = (X0 − a)− −
∫ t

0
IXs≤adXs + 1

2L
a
t (X)

Plusieurs propriétés utiles des temps locaux figurent dans [23].
Il est nécessaire d’utiliser les temps locaux car lorsque le mouvement brownien atteint un point, il y
reste un temps nul. Il n’est donc pas possible de sommer directement les temps de séjour consécutifs.
Les temps locaux permettent d’obtenir un équivalent de la durée de séjour.
Enfin, dans le cas où de la sélection est présente, les événements de reproduction associés sont ca-
ractérisés par la présence de deux parents potentiels. Seule la connaissance de leurs types permet de
conclure. Or, l’un des objectifs de la construction d’un dual est justement d’estimer le type d’un indi-
vidu. Il est donc nécessaire de suivre les deux parents potentiels, ce qui se traduit par un branchement
du mouvement brownien associé à la position de l’ancêtre. Cette idée est une adaptation de l’Ancestral
Selection Graph [22, 29], définit sous des hypothèses de reproduction similaires à celles du modèle de
Moran.
Lorsque la population est localement finie, donc hors de la limite n −→ +∞, le dual est défini en
utilisant la théorie des représentations graphiques, développée dans [16]. Chaque individu se voit as-
socier un tuyau, les événements de reproduction correspondant à des connexions établies entre eux.
Dans le cas d’un événement de sélection, le tuyau du parent est connecté à celui de l’enfant, de façon
à ce que tout fluide circulant dans le tuyau du parent passe dans celui de l’enfant. Dans le cas d’un
événement de vote, le tuyau de l’enfant est de plus bouché juste avant la connexion. A partir de cette
construction, le dual est obtenu en injectant du fluide au temps présent dans les tuyaux correspon-
dant aux individus dont nous voulons connaître les généalogies. L’unicité du dual, que nous noterons
dans la suite ζn, est claire. La figure 2 présente un exemple de construction du dual à partir de la
représentation graphique.
La limite de ce dual, dans le cadre du modèle avec structuration spatiale que nous avons introduit,
est la suivante.

Théorème 5. Sous les conditions énoncées précédemment pour les limites des paramètres quand
n → +∞ et si γ > 0, ζn converge en distribution vers une limite dans laquelle les particules bougent
selon des mouvements browniens sur R, branchants à taux θβ. Chaque paire de particules coalesce
lorsque le temps local en 0 de la différence entre leurs positions devient supérieure à ατ

γ , où τ ∼ Exp(1)
est indépendante du mouvement des particules.
Dans le cas particulier où γ = 0, les particules ne coalescent plus, mais le reste de la limite reste
inchangé.

Une preuve de ce résultat peut se trouver dans l’article [11].

4 Perspectives

4.1 Une autre approche du problème : le processus Λ-Fleming Viot spatial

L’approche que nous avons présentée précédemment n’est pas la seule permettant de modéliser les
populations en expansion. Nous présentons maintenant rapidement un autre modèle, qui peut servir
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Figure 2 – Construction du dual à partir de la représentation graphique. Le sens d’écoulement du
temps est de gauche à droite si nous considérons le dual, et de droite à gauche pour le processus
de reproduction. La zone hachurée représente les localisations des ancêtres potentiels pour l’individu
considéré, situé initialement sur la deuxième ligne en partant du bas.

de base à l’étude des populations en expansion : le processus Λ-Fleming Viot spatial avec sélection,
introduit dans [12]. Il s’agit d’une variante du processus Λ-Fleming Viot spatial (sans sélection) défini
dans [2].
Nous travaillons cette fois-ci dans un espace de dimension d quelconque. Les individus sont toujours
de deux types 0 et 1, où 1 est avantagé sélectivement et où 0 peut représenter des individus potentiels.
Cette fois-ci, la population sera supposée de taille infinie en chaque point, afin de pouvoir travailler
avec des densités. Notons, pour t ≥ 0 et x ∈ Rd, ωt(x) pour la densité d’individus de type 0 en x au
temps t - il est ici plus simple de suivre la densité en individus de type 0 que de type 1, pour des
raisons qui apparaitront plus tard.
La stratégie utilisée pour définir le processus de reproduction consiste à travailler de façon événement-
centrée. Un événement de reproduction va affecter une boule de centre x et de rayon r. Il est caractérisé
par un paramètre d’impact u, qui représente la proportion des individus dans la boule qui va être
affectée par l’événement, une position z du parent qui va remplacer cette portion de la boule par ses
descendants, et une deuxième position parentale z′ qui servira pour les événements sélectifs. Chaque
événement est de plus neutre avec une probabilité 1 − s, et sélectif avec une probabilité s. Dans ce
deuxième cas, le parent en z ne se reproduit que si il est de type 1. Sinon, c’est le parent en z′ qui se
reproduit.
Si nous notons τ et τ ′ les types de deux parents, les densités évoluent alors de la façon suivante :

— lors d’un événement de reproduction neutre : ∀y ∈ Bx(r), ωt(y) = (1− u)ωt−(y) + uIτ=0
— lors d’un événement de reproduction sélectif : ∀y ∈ Bx(r), ωt(y) = (1− u)ωt−(y) + uIτ=τ ′=0

Les événements de reproduction sont générés à partir d’un processus ponctuel de Poisson, défini sur
R×Rd×R+× (0, 1] et d’intensité dt⊗dx⊗µ(dr)νr(du) où νr dépend du r tiré par µ. Les positions des
parents potentiels et le type de l’événement sont tirés au cas par cas après la génération de l’événement.
Sous l’échelle sn = log(n)

n , l’objet le plus facile à étudier pour mesurer la diversité génétique dans un
échantillon est le dual, qui se comporte à la limite comme un système de mouvements browniens
branchants, ne coalesçant jamais. Afin de présenter ce résultat, notons Pn(p) l’évolution des positions
des ancêtres de l’individu situé en p, et B(p, V ) un mouvement brownien branchant à taux V partant
de p. Pour ε > 0 et T > 0, définissons les événements suivants :

Dn(ε, T ) = {∀l ∈ Pn(p), ∃l′ ∈ BBM(p, V ) : sup
t∈[0,T ]

|l(t)− l′(t)| ≤ ε}
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D′n(ε, T ) = {∀l ∈ BBM(p, V ),∃l′ ∈ Pn(p) : sup
t∈[0,T ]

|l(t)− l′(t)| ≤ ε}

Le résultat suivant est alors démontré dans l’article [12].

Théorème 6. Soient T ≤ ∞, p ∈ R2. Alors, ∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀n ≥ Nε, il existe un couplage entre
BBM(p, ε) et Pn(p) tel que :

P(Dn(ε, T ) ∩D′n(ε, T )) ≥ 1− ε

4.2 Questions ouvertes

L’étude de la diversité génétique dans les populations en expansion est, comme nous l’avons vu
en introduction, une problématique d’importance. Il y a grand besoin de modèles explicatifs pour les
patterns observés, mais aussi d’outils statistiques liés.
Dans les deux cas, il reste encore beaucoup à faire. Ainsi, les modèles construits ne correspondent pas
toujours à ce qui est observé expérimentalement. Par exemple, la tentative de Durrett de construire un
modèle permettant d’expliquer les patterns de diversité intratumorale a échoué, prédisant des secteurs
trop petits pour être observés par biopsie [9]. De même, la construction d’outils statistiques est en
plein développement, permettant pour l’instant de traiter le cas sans expansion de population. Citons
par exemple les articles [3, 30] pour l’inférence des paramètres démographiques d’une population dans
le cadre du processus de Λ-Fleming Viot spatial. Il reste de plus beaucoup de situations plus complexes
que celles déjà étudiées à aborder. Le cas de variations de l’avantage sélectif des individus, causées
entre autres par un environnement hétérogène, a commencé à être exploré dans [5].
Enfin, une autre question d’intérêt est l’influence des paramètres démographiques sur l’apparition et la
taille des secteurs pouvant être observés dans des conditions similaires à l’expérience sur les bactéries
fluorescentes.
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