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Résumé

Si G est un groupe abélien localement compact et T le tore R/Z,
alors Hom(G, T) muni de la topologie de la convergence compacte est
un groupe abélien localement compact. On définit ainsi une dualité
dans la catégorie des groupes abéliens localement compacts : la dua-
lité de Pontryagin. Dans cet exposé, nous démontrons le théoréme de
Pontryagin qui affirme que l'application canonique de G dans son bi-
dual est un isomorphisme de groupes topologiques. Pour ce faire, nous
montrons que la dualité de Pontryagin est compatible, en un sens que
nous préciserons, avec les produits, les extensions de groupes, les li-
mites inductives, les limites projectives et qu’a partir de groupes dit
élémentaires, on peut obtenir par ces opérations tous les groupes abé-
liens localement compacts.

1 Groupes abéliens localement compacts

On appelle catégorie des groupes abéliens localement compacts la catégo-
rie dont les objets sont les groupes abéliens localement compacts (et donc par
définition séparés) et les morphismes sont les morphismes de groupes conti-
nus. On la notera €. Nous noterons multiplicativement la loi de ses objets et e
désignera, sauf mention explicite du contraire, leur unité. Les isomorphismes
de € sont les morphismes de groupes bicontinus. On a une caractérisation
simple des sous-objets de € :

Proposition 1. Soit G un objet de €. Un sous-groupe H de G est un sous-
objet de G si et seulement si H est fermé dans G.

Démonstration. Si H est fermé dans G et si V' est un voisinage compact de
I'unité dans G, alors V N H est un voisinage compact de 'unité dans H et
par conséquent H est localement compact.

Réciproquement, si H est localement compact, alors H est fermé dans G
car d’aprés le corollaire 1 du paragraphe 3.3 du chapitre 3 de [3|, un groupe



localement compact est complet (pour la structure uniforme donnée par les
voisinages de l'unité). O

Dans le reste de I'exposé, les groupes quotients sont munis de la topologie
quotient et on a :

Proposition 2. 57 G est un objet de € et H est un sous-objet de G, alors
le groupe quotient G/H est lui-méme un objet de €.

Démonstration. H étant fermé, G/H est séparé. Le reste suit. O

Introduisons la notion de morphisme strict qui permet d’exprimer sa com-
patibilité avec la topologie quotient :

Définition 1. Soit GGy et G5 deux groupes topologiques, f un morphisme
de G dans G5. On dit que f est strict si la topologie de f(G1) induite par
celle de G2 est la topologie quotient sur G/ ker f, c’est-a-dire si f(G) est
isomorphe & G/ ker f en tant que groupe topologique.

On remarque qu’un morphisme ouvert ou fermé est strict.

2 Caractéres, dual et bidual

Soit G un objet de €. On note T I’ensemble des nombres complexes de
module 1 et on appelle caractére de G un morphisme de groupe continu
de G dans T. L’ensemble des caractéres Hom(G, T) est naturellement muni
d’une structure de groupe. Nous le munissons également de la topologie de
la convergence compacte dont une base de voisinages de 1'unité est donnée
par les voisinages (K, V) = {x; x(K) C V} ou K est un compact de G et
V' un voisinage de 1 dans T. Cette topologie fait de Hom(G,T) un groupe
topologique que I'on notera G : cest le dual de Pontryagin de G.

Proposition 3. 5i G est un objet de € alors G est également un objet de €.

Rappelons tout d’abord le théoréme d’Ascoli (corollaire 3 du paragraphe
2.5 du chapitre 10 de [4]) :

Proposition 4 (Ascoli). Soit X un espace topologique localement com-
pact, Y un groupe topologique séparé et H un sous-ensemble de [’ensemble
Hom(X,Y') des fonctions continues de X dans Y muni de la topologie de
la convergence compacte. Si H est équicontinu et H(x) = U,cgih(x)} est
relativement compact dans 'Y pour tout x dans X, alors H est relativement
compact dans Hom(X,Y).

La proposition 3 résulte du lemme suivant :

Lemme 1. Si K est un voisinage compact de e dans G alors (K,V) est
relativement compact dans G pour V' assez petit.



Démonstration. D’aprés le théoréme d’Ascoli, il nous suffit de montrer que
Q(K, V) est équicontinu en e pour un V bien choisi (car 2(K,V)(G) est re-
lativement compact par compacité de T), c’est-a-dire que pour tout voisinage
W de 1 dans T, il existe un voisinage L de e dans G tel que x(L) C W pour
X € K, V).

Choisissons V' contenu dans I’ensemble des éléments de T de partie réelle
strictement positive. On a (., Ve = {1} avec Vj, = {z € T; 2¥ € V}. Par un
argument de mesure, cela entraine qu'’il existe n > 0 tel que (Nycpe, Vi C W.
Si 'on prend alors L tel que L™ C K, on a pour k compris entre 1 et n,
X(L*) = (x(L))¥ € V donc x(L) C V}, et L est bien un voisinage de e tel que
Q(K,V)(L) CcW. O
Proposition 5. Si G est un objet de € compact (respectivement discret)
alors G est discret (respectivement compact).

Démonstration. Si G est compact et si V' ne contient pas de sous-groupes
propres alors 2(G,V) = {é} et G est discret.
Si G est discret alors 2({e},V) = G qui est compact pour un V' bien
choisi d’aprés le lemme précédent. O
La proposition 3 affirme que € est stable par passage au dual. On peut
ainsi introduire le biduAal de G que I'on notera é . On a alors une application
canonique de G dans G donnée par

v G — G
z — (x> (z,x)) avec (z,x) = x(z)
Nous démontrerons au paragraphe 7 le théoréme de Pontryagin :

Théoréme (Pontryagin). Soit G un objet de €. Alors ¢ est un isomor-
phisme entre G et son bidual.

On se contente pour 'instant du résultat suivant :

Proposition 6. Soit G un objet de €. L’application canonique ¢ de G dans
son bidual est un morphisme.

Démonstration. ¢ est clairement un morphisme de groupes. Montrons qu’il
est continu. Il suffit de trouver un voisinage X de 'unité dans G' qui soit
contenu dans ¢~ (Q(K,W)) = {z € G; K(x) C W} pour tout compact K
dans G et tout voisinage V' de 1'unité dans T.

Pour ce faire, donnons-nous K un voisinage compact de 'unité dans G et
V un voisinage de 1 dans T tel que V2 C W. Par compacité de f(, on peut
choisir un nombre fini de d; tel que K C (Ja; (K, V). La continuité des d;
nous assure l’existence d’un voisinage X de l'unité dans G contenu dans K
tel que | Ja;(X) C V. On a alors pour tout # € K, #(X) C V2 C W et X est
donc le voisinage recherché. O



On dira qu’un objet de G vérifie le théoréme de Pontryagin si ¢ est
un isomorphisme entre G et son bidual. Afin de prouver le théoréme de
Pontryagin, nous allons montrer qu’il est compatible avec les produits, les
extensions de groupes, les limites projectives et les limites inductives. Nous
commencons par les produits et les extensions.

3 Produits, sous-groupes et quotients

Proposition 7. Si Gy et Gy sont deuz objets de € alors (G X GQ)Aet le Xég
sont isomorphes.

Démonstration. Soit e; et e les éléments neutres respectifs de G et Go. Les
applications

¢ GixGy — (G xGy)
(X1 x2) = ((@,9) = xu(@)x2(y))
et N R R
v o (G xGs) — G x Gy
X = (x( e2), x(er, )
sont des morphismes de groupes réciproques. Pour conclure, il suffit de mon-
trer la continuité de ¢ et 1. Or

P((K1, V) x 2(Ky,V)) C (K, x Ky, V?)

et
Il)(Q(KI X KQ,V)) - Q(Kl,V) X .Q(KQ,V)

O

Ainsi, si deux objets G| et GGy vérifient le théoréme de Pontryagin, il en
est de méme de G X G5. Afin de démontrer la compatibilité du théoréme de
Pontryagin avec les extensions de groupes, nous introduisons les définitions
suivantes :

Définition 2. Soit G un objet de €. Deux éléments x € G et x € G sont
dit orthogonaux si (z,x) = 1. Un élément x de G est dit orthogonal & un
sous-groupe H de G s'il est orthogonal a tous les éléments de H. L’ensemble

des éléments orthogonaux & H est un groupe appelé sous-groupe orthogonal
de H dans G et est noté H*.

Définition 3. Soit f : G — G’ un morphisme de €. On appelle transposée
de f le morphisme f obtenue par application du foncteur Hom(—,T) a f :
f: G — G

X' — (xrz=(f(2),x)



Proposition 8. Soit G un objet de € et H un sous-objet de G. La transposée
p de la projection canonique p : G — G/H induit un isomorphisme entre

(G/HY et H-.

Démonstration. En effet, p est un morphisme strict injectif d’image H* :

Il clairement injectif car si x et x’ sont deux caractéres de G’ tels que
xop=x opalors Yy = x’' par surjectivité de p.

Par ailleurs, si x appartient a (G/H), alors, pour tout = de H,

pOO(x) = (p(x), x) = (0,) =0

et donc p(x) appartient & H'. Réciproquement, si y appartient & H*, il est
constant sur chaque classe modulo H et par conséquent ' : p(z) — x(z) est
un caractére de G/H dont 'image par p est x.

Il suffit maintenant de montrer que la restriction de p a son image est
ouverte. Soit un compact K’ de G/H, c’est I'image par p d’'un compact K
de G et

PR(K',V)) = Q(K,V)NnH*

est un ouvert de H=L. O

On rappelle que :

Proposition 9. Un groupe abélien divisible G est injectif. Autrement dit, si
pour tout x dans G et tout entier n, il existe y dans G tel que ny = x, alors
pour tout groupe G et tout sous-groupe G de Gs, tout morphisme f de Gy
dans G se prolonge en un morphisme f de G dans G.

Démonstration. Soit x dans G5 privé de Gy. S’il n’existe pas d’entier d tel
que dx soit dans (G, alors f se prolonge trivialement a G; + Nz. Sinon,
choisissons d minimal. Par hypothése, il existe un élément u dans G tel que
du = f(dz). On prolonge alors f en posant f(z 4+ nz) = f(z) + nu pour
tout entier n et tout z de Gy. f est bien défini par minimalité de d et par
principalité de Z. On conclut par le lemme de Zorn. O

Proposition 10. Soit G un objet de € et H un sous-groupe ouvert de G.
La transposée i de l’injection canonique i : H — G induit un isomorphisme
entre G/H* et H.

Démonstration. i est clairement de noyau H+.

Par ailleurs, il est surjectif. En effet, T est injectif car c’est un groupe
abélien divisible, donc tout caractére y de H sétend en un caractére Y de
@, la continuité du prolongement étant assurée par le fait que H est ouvert
dans G. D’ou i(x') = x.

Enfin, on montre qu’il est strict en utilisant le lemme suivant :



Lemme 2. Un morphisme continu de groupes topologiques f : G — G’ qui
envoie un voisinage compact de 'unité U sur un voisinage de ['unité est
ouvert.

Démonstration. Soit V' un voisinage de 'unité. Donnons-nous un voisinage
symétrique de Punité W tel que W2 C V. {u.W },er est alors un recouvre-
ment de U dont I'image par f recouvre le compact f(U). On en extrait un
sous-recouvrement fini {u}.f(1W)};c;. Comme f(U) est un voisinage de l'unité
dans G', {u}.f(W)}er est d’intérieur non vide et par conséquent, f (W) aussi.
Alors € est intérieur a f(V') car si # est un point intérieur a f(W) alors, par
symétrie de f(W), 27! est intérieur & f(W); d’ou €' appartient au carré de
I'intérieur de f(W), lui-méme contenu dans l'intérieur de f(V'). Ainsi f(V)
est un voisinage de 'unité dans G’ : f est ouvert. U

Alors, si on prend pour K un voisinage compact de 'unité dans H (donc
dans G puisque H est ouvert) on a, d’aprés le lemme 1 que Qg(K,V) est
relativement compact pour V' assez petit, donc il est inclus dans un compact
K. Or i(Qa(K,V)) = Qu(K,V). Donc i(K) contient 25 (K,V) : K est un
voisinage compact de l'unité envoyé sur un voisinage de 1'unité. O

On peut maintenant montrer que le théoréme de Pontryagin est compa-
tible avec les extensions de groupes :

Corollaire 1. Soit G un objet de € et H un sous-groupe ouvert compact
de G. Si H et G/H vérifient le théoréme de Pontryagin alors G le vérifie
également.

Démonstration. On a une suite exacte
1—H-5G6-25G/H—1

ou les morphismes sont stricts. D’aprés les deux propositions précédentes, la
suite duale ) A

1— (G/H LG5 H—1
est également exacte avec des morphismes stricts. Pour appliquer ceci une
deuxiéme fois nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3. Soit G un objet de € et H un sous-groupe de G. St H est compact
(respectivement ouvert) alors H* est ouvert (respectivement compact).

Démonstration. En effet, quitte a prendre V un voisinage de 1 dans T qui
ne contient pas de sous-groupes propres, on a H+ = ((H, V). Donc si H est
compact, H' est bien ouvert.

On suppose maintenant H ouvert. Comme G est localement compact, il
existe un voisinage compact de 'unité K inclus dans H. D’apreés le lemme 1,



on peut choisir V' assez petit pour que (K, V) soit relativement, compact :
il reste donc a montrer que Q(H, V') est fermé puisque 2(H,V) C (K, V).

On peut supposer V fermé (quitte a prendre W C V). Soit x ¢ Q(H,V),
il existe h dans H tel que x(h) ¢ V. Puisque V est fermé, il existe un ouvert U
de T disjoint de V' tel que x(h) € U ; par continuité de x et compacité locale
de G, il existe alors un voisinage compact K’ de h qui vérifie x(K') C U.
Ainsi, 2(K',U) est un voisinage de x disjoint de (2(H, V') qui est donc bien
fermé. O

Nous allons maintenant utiliser le premier point du lemme. Le deuxiéme
point n’est pas nécessaire ici mais servira par la suite, notamment pour la
proposition 14.

Ainsi (G/H) ~ H* est ouvert puisque H est compact et on peut prendre
le dual de la suite précédente et on obtient par fonctorialité le diagramme
commutatif & lignes exactes

1 H——G—2>G/H 1
LwH Lwc l@G/H
1 AH———aG (G/H) 1

ou ¢y et pg/y sont des isomorphismes. On en déduit que ¢ est un isomor-
phisme. O

4 Limites projectives et inductives

Le but de ce paragraphe est de montrer que le théoréme de Pontryagin est
compatible avec les limites projectives et inductives. Pour cela, on commence
par énoncer les deux résultats suivants sur les limites projectives de groupes :
Proposition 11. Soit (G, u;j); un systéme projectif de groupes topologiques.
Si les w; sont des morphismes stricts, surjectifs, a noyauz compacts, alors
les projections canoniques f; : LiLnGj — G le sont également.

Proposition 12. Soit G un groupe localement compact et (H;); une famille
filtrante de sous-groupes compacts de G, dont ['intersection ne contient que
I’élément neutre. Alors lapplication canonique de G dans @(G/Hz) est un
1somorphisme de groupes topologiques.

On peut maintenant en déduire les relations entre les limites d’objets de
¢ et les limites de leurs duaux :

Proposition 13. Soit I un ensemble d’indices filtrant. Soit (G, wij); un
systéme projectif de € tel que les u;; soit des morphismes stricts, surjectifs,
a noyauxr compacts et que G = liHmGz- soit un objet de C.
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Alors (éi,ﬂij)f est un systeme inductif, G est isomorphe @ L&né,, les

G, sont isomorphes a des sous-groupes ouverts de G et les applications ca-
noniques des G; dans G sont les transposées des projections canoniques f;

Démonstration. Pour tout ¢ < j < k, le diagramme commutatif

induit le diagramme commutatif

A g ~
1
G

par transposition. Le premier point en résulte.

D’apreés la proposition 11, les f; sont stricts, surjectifs et a noyaux H;
compacts. On peut alors appliquer la proposition 8 a G; : G; ~ Hi- est
ouvert dans G.

De plus, G = U; H:-. En effet, soit y € G et V un voisinage de 1 dans
T sans sous-groupes propres. Il existe alors un voisinage U de 1'unité dans G
vérifiant x(U) C V. On peut supposer que U est de la forme f;~'(V;) on V;
est un voisinage de I'unité dans G;, par conséquent U contient H; = f; ™" (e;).
Ainsi x(H;) est inclus dans V et est donc réduit a {1}, d’ou x € H;™.

On en déduit que G sidentifie a la limite inductive des H;* pour les
morphismes d’inclusion et il est donc isomorphe a hﬂéz

On vérifie enfin que f; est un morphisme inductif de (G, @i;;) dans (G, 1).

O

Proposition 14. Soit G un objet de €. Si (G;); est une famille filtrante
de sous-groupes ouverts de G telle que G = |J; G; alors G est isomorphe
a la limite projective des Gi pour les transposées des injections canoniques.
Celles-ci sont strictes, surjectives et a noyaur compacts.

Démonstration. D’apreés le lemme 3, (Gi)1 est une famille filtrante de sous-
groupes compacts de G. Comme [); G;- = G+ = {é}, la proposition 12 donne
I’isomorphisme :

~

G~ lim(G/G)



Or, d’aprés la proposition 10, les transposées des injections f; : G; — G
induisent des isomorphismes entre C?/GiL et G;. G est donc isomorphe a la
limite projective des Gi pour les transposées des injections u;; : G; — Gj.

Enfin, les 1,; sont strictes, surjectives et de noyaux G,*t, compacts, d’aprés
la proposition 11. O

On en déduit la compatibilité recherchée :

Corollaire 2. Soit (G;,u;;);r un systéme projectif (respectivement inductif)
vérifiant les hypothéses de la proposition 13 (respectivement 14). Si les G;
vérifient le théoréeme de Pontryagin, alors G = @Gi (respectivement h%mGl)
également.

Démonstration. Cas projectif : on a vu que, avec les notations précédentes,
G = U; H;* avec H;* ouvert. On est donc dans les conditions de la proposi-
tion 14 d’ou : . R .

G ~ lim (H;Y) ~ L&néz

<_
fi
|
Wil/ I
4 N
Gi N é
fi

Or ¢ est la limite projective du morphisme projectif (¢;);. Comme les ;
sont des isomorphismes, ¢ en est également un.
On procéde de méme pour le cas inductif. O

5 Groupes élémentaires

On introduit maintenant la notion de groupe élémentaire. On montrera
au paragraphe 7 que tout objet de € peut-étre obtenu a partir de limites
projectives et inductives de groupes élémentaires. Il nous suffit donc vérifier
que les groupes élémentaires vérifient le théoréme de Pontryagin pour prouver
le théoréme de Pontryagin.

Définition 4. Un groupe élémentaire est un groupe localement compact de
type RPTYZ"F ou F' est un groupe abélien fini.
Nous allons donner différentes caractérisations des groupes élémentaires.

Pour cela, nous avons besoin des définitions suivantes :

Définition 5. Soit G et G’ deux groupes topologiques. Un isomorphisme
local f entre G et G' est un homéomorphisme d’un voisinage V' de 'unité de
G sur un voisinage V' de 'unité de G’ tel que, si z et y sont des points de V'



tels que xy appartienne a V alors f(xy) = f(z)f(y), et si 2’ et y' sont des
points de V" tels que z'y’ appartienne a V alors f~1(z'y') = f~1(2') f 1 (v/).
Définition 6. Un groupe topologique est dit de type compact s’il admet un
voisinage compact de l'unité qui 'engendre.

Proposition 15. Soit G un groupe abélien localement compact. Les propo-
sittons suivantes sont équivalentes :

(i) G est élémentaire ;
(ii) G est le quotient de deux sous-groupes fermés d’un R™ ;

(1ii) G est de type compact et localement isomorphe a un R™.

Démonstration. Nous utiliserons les résultats de structure suivants :
Lemme 4.
(i) Les sous-groupes fermés de R sont de type R™ X a1Z X -+ X a,Z.

(ii) Les groupes connezes localement isomorphes 4 R" sont de type RPTY.

Démonstration. Voir le paragraphe 7.5 du chapitre 7 de [3]| pour les sous-
groupes fermés de R" et le corollaire 1 du paragraphe 13.2 du chapitre 7 de
[3] pour les groupes connexes localement isomorphes a R™. O

(i) = (ii) Soit G = RPTIZ"F ou F est un groupe abélien fini. On a
T? ~ R?/Z9 et F ~ Z°/(a1Z % - - - X asZ) par le théoréme de structure des
groupes finis. D’ot G est isomorphe a (RPTIZ™5) /(29 X a1 X -+ - X asZ).

(ii) = (iii) D’aprés la proposition 4, les quotients de groupes fermés de
R” sont de la forme (RP x a1 Z X -+ X a,Z) /(R X Z X - - - X bsZL), ¢’est-a-dire
de la forme R®* x T" x D ou D est discret. Ainsi, la composante connexe de
I'unité dans G est homéomorphe & R® x T! qui est localement isomorphe &
R™.

Par ailleurs, les sous-groupes fermés de R” étant de type compact, G est
de type compact.

(iii) = (i) La composante connexe de l'unité G' de G est isomorphe a
RPTY par la proposition 4. Ainsi G admet une base de voisinages de 1'unité
connexes et est par conséquent localement connexes. On en déduit que G’
est ouvert et donc que G/G’ est discret. De plus, si K est un voisinage de
I'unité compact qui engendre G, alors I'image de K dans G/G" est compacte
et discréte et donc finie. D’ou G/G' est de type fini. Par le théoréme de
structure des groupes de type fini, G/G’ est de type Z"F ou F est un groupe
fini abélien. Par ailleurs, G' étant divisible, la suite exacte

i

1 —60 56056/ —1

10



qui est isomorphe a la suite

)

1 —RT -5 G- 57Z'F—1
se scinde et GG est isomorphe & RPTYZ"F. O

Proposition 16. Tout groupe élémentaire vérifie le théoreme de Pontryagin.

Démonstration. D’aprés la proposition 7, il suffit de montrer le résultat pour
les groupes abéliens finis, R, T et Z.

Si F' est un groupe abélien fini, par le théoréme de structure des groupes
abéliens finis et la proposition 7, il suffit de montrer le résultat pour Z/nZ.
Un caractére de Z/nZ est déterminé par I'image de 1 qui est une racine
n-iéme de l'unité. Les caractéres sont donc les k +— exp(2irks/n) ou s est
compris entre 0 et n — 1 et (Z/nZ) est cyclique d’ordre n. L’injectivité
de Papplication canonique ¢ de Z/nZ dans son bidual est claire et par un
argument de cardinalité c’est un isomorphisme.

Les caractéres de R sont également déterminés par I'image de 1. Ce sont
les 7, = r — exp(2inrs) ot s est un réel. Dans l'identification s — 7
entre R et son dual, application canonique de R dans son bidual devient
r — (s — exp(2inrs)) qui est un isomorphisme (c’est précisément notre
identification entre R et son dual).

Montrons que les duaux de Z et T sont respectivement T et Z. Les ca-
ractéres de Z sont déterminés par 'image de 1. Le morphisme de R sur y/
qui a x associe 7, est surjectif et a pour noyau Z. Ainsi 7 est isomorphe a
R/Z ~ T. Par ailleurs, T étant isomorphe a R/Z, on a T ~ Z1 ~ Z. Dans
cet isomorphisme, 1 est envoyé sur l'identité idr sur T qui engendre donc
T. Ainsi I’application canonique ¢ de T dans son bidual T est injective. En
effet, si p(z) = é, alors (idr, ¢(z)) = 1. Mais (idz, p(x)) = (z,idr) = . D’ou
ker o = 1. De plus, elle est surjective carsi € T, o = o({idr, ). En effet,
(idp, o((id7, ))) = ((idy, a),idr) = (idp, ). ¢ est donc bijective continue,
et puisque T est compact, ¢ est un isomorphisme. Ainsi T vérifie le théoréme
de Pontryagin. Or :

Lemme 5. Si G est un groupe abélien localement compact qui vérifie le théo-
reme de Pontryagin, alors son dual G vérifie également le théoréme de Pon-
tryagin.

Démonstration. Si ¢ désigne l'application canonique de G dans son bidual
et ¢ celle de G dans son bidual (c’est-a-dire le tridual de G), on a pour x
dans G et = dans G

(p(@), (1)) = (2, p(x)) = (z,7)

et par conséquent 1) est l'inverse de la transposée de ¢. O
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D’ott Z ~ T vérifie théoreme de Pontryagin. U

Cette propriété justifie le choix du codomaine T de nos caractéres. En
effet, cette proposition serait fausse si I’on avait choisi par exemple Q/Z a la
place de T ~ R/Z. Nous y reviendrons dans le dernier paragraphe.

On démontre maintenant un cas particulier du théoréme de Pontryagin
sur lequel on s’appuiera pour la démonstration du cas général.

Proposition 17. Tout objet de € discret vérifie le théoréme de Pontryagin.

Démonstration. Un groupe abélien discret est limite inductive de ses sous-
groupes ouverts de type fini qui sont des groupes élémentaires. Il vérifie donc
le théoréme de Pontryagin d’aprés les propositions 14 et 16. O

6 Groupes compacts

Dans ce paragraphe, nous montrons que si GG est compact, alors pour tout
éléement x de G différent de I'unité, il existe un caractére y de G vérifiant
x(x) # 1. Grace a ce résultat, nous prouvons l'injectivité de ¢, au moins pour
les groupes compacts pour lesquels on en déduit le théoréme de Pontryagin.
Pour cela, admettons les deux résultats classiques suivants (voir 'annexe du
chapitre 11 de [2]) :

Proposition 18. Soit G un groupe compact. Il existe une unique mesure
signée sur GG, invariante a gauche et de masse totale 1. On 'appelle mesure
de Haar.

Proposition 19. Un opérateur hermitien compact positif non nul sur un
espace de Hilbert admet une valeur propre non nulle. De plus [’espace propre
associé est de dimension finie.

On suppose maintenant que G est un groupe compact. On note L?(G)
I’espace des fonctions complexes sur G dont le carré du module est intégrable
pour la mesure de Haar, et (.|.) son produit scalaire usuel.

Sia € G, T, est alors Popérateur sur L*(G) défini par T, f : y — f(ay).
Si f € L*(G), posons f : x — f(z~1).

Avec ces notations, on définit le produit de convolution de deux fonctions
f et g de L*(G), noté f x g, par :

frgle) = (Tafl9)

On montre alors la totalité des caractéres de G :

Proposition 20. Soit G un groupe compact. L’ensemble des caractéres de
G est total dans L*(G) (c’est-a-dire, G est dense dans L*(G)).

12



Démonstration. Soit f une fonction de L2(G) non nulle. On pose F = f * f.
L’opérateur linéaire U : ¢ — F' * ¢ est alors un opérateur continu, hermitien
positif non nul et compact. Montrons la compacité : {F x ¢ : ||¢|| < 1} est
équicontinu et borné dans L*°, donc est relativement compact dans L*> et a
fortiori dans L2.

Alors, soit E) ’espace propre associé a une valeur propre A # 0 de U.
C’est un espace hermitien stable par tous les opérateurs 7T, puisque ceux-ci
commutent a U. Or on peut démontrer par récurrence le lemme suivant :

Lemme 6. Soit T une famille d’opérateurs unitaires d’un espace hermitien
H qui commutent deux o deux. Il existe une base orthonormale de H dont
les éléments sont des vecteurs propres de chacun des opérateurs de T .

Ainsi on peut choisir une telle base (¢4, ..., ¢,) de F) relativement a la
famille d’opérateurs (7,)qcc. Pour tout a € G, on a

T,pi = xi(a)oi

ce qui définit une fonction y de G dans T. On vérifie que c’est un morphisme
de groupes et la relation

xi(a) = (Tadildi) = ¢i * Q;i(a)

nous donne la continuité de x; qui est donc un caractere de G. Or ¢; est
aussi un vecteur propre de U associé a A, donc (f * f = bi) * b; = (A;) * b;
Cest-a-dire f* f*x; = A\x; # 0 d’ou f*x; # 0. Par ailleurs, f*x; = (f|x:)x
et on a (f|y;) # 0. Comme ceci est vrai pour toute fonction f de L?, on
en déduit que Hom(G, ’]I‘)L est vide et que les caractéres de GG forment une
partie dense de I'espace de Hilbert L*(G). O

On a aussi le résultat de densité suivant :

Proposition 21. Soit G un groupe compact. Toute fonction complexe conti-
nue sur G peut étre uniformément approchée par une combinaison linéaire
de caracteres de G.

Démonstration. Soit f une telle fonction et soit € > 0. Si V' est un voisinage
de 'unité dans G tel que |f(z) — f(y)| < € pour zy™" € V et si u est une
fonction de L*(G) a support dans V d’intégrale égale a 1, on a :

1f*u—fllo <e

De plus, f est dans L?*(G) et donc, il existe des ¢; € C et des x; € Hom(G, T)
tels que :
5

[l

m
1= ells <
=1
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et
m
[f*u— ZCin' *ulloo < €
i=1

En sommant les deux expressions et en remplagant x; x u par (u|x;)x;, on
obtient :

m
If = Zcz‘(u|Xi)Xi“oo < 2
i=1

O

On en tire la propriété annonceée :

Proposition 22. Soit G un groupe compact. St x est un élément de G dif-
férent de lunité, il existe un caractére x de G vérifiant x(x) # 1.

Démonstration. Sinon, d’aprés la propriété précédente, toute fonction com-
plexe f continue sur G vérifierait f(x) = f(e). Or un espace compact est
normal (proposition 1 du paragraphe 4.1 du chapitre 9 de [4]), c’est-a-dire
que si on se donne deux fermés disjoints, il existe une fonction continue de
I'espace dans [0; 1] qui vaut 1 sur un fermé et 0 sur l'autre.

O

On peut alors établir le théoréme de Pontryagin pour les objets compacts
de €.

Proposition 23. Tout objet de € compact vérifie le théoréeme de Pontryagin.

Démonstration. Soit G un groupe abélien compact. L’application canonique
¢ de GG dans son bidual est injective d’apreés la proposition précédente.

Par ailleurs, le dual de G est discret et donc isomorphe & son bidual
(proposition 17). Tl vient que ¢(G)" = {e} on e est Punité¢ du tridual. En
effet, si y € o(G)", alors il existe z dans le dual de G qui est envoyé sur y par
I’application canonique ¢ du dual de G dans le tridual et on a pour tout x
dans G, (p(x),y) = (p(x),¥(2)) = (2, p(x)) = (x,2z) =1 : z est le caractére
constant égal & 1 et ¢(2) =e. R

Par la proposition 8, (G /¢(G)) ~ ¢(G)" = {e}. Or si le dual d’un objet
compact de € est réduit a {e}, on sait par la proposition précédente que
celui-ci est lui-méme trivial : G' /¢(G) étant lui-méme compact, G = ¢(G) et
@ est donc surjective.

Par conséquent, ¢ est un morphisme de groupes continu bijectif et par
compacité de GG, ¢ est un isomorphisme. ]
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7 Théoréme de Pontryagin

Nous démontrons dans un premier temps que les objets de € de type com-
pact vérifient le théoréme de Pontryagin. Pour cela, nous établissons qu’ils
sont limites projectives de groupes élémentaires. Commencons par quelques
lemmes :

Lemme 7. Tout sous-groupe cyclique H d’un objet de € est discret ou rela-
tivement compact.

Démonstration. Soit g un générateur de H. Si H n’est pas discret, F' =
{g"}k>1 est dense dans H car e est un point d’accumulation de F'. Soit V un
voisinage symétrique compact de I'unité dans G. La famille (g"“V),621 recouvre
H et donc V N H. Par compacité, il existe m tel que (ng)lgkgm recouvre
V' N H. Montrons que cette famille recouvre également H. En effet, si z € H,
alors il existe un [ > 1 minimal tel que = € ¢'V. Par symétrie de V, g'a™!
appartient & V' N H et donc a un ¢*V. Par symétrie de V, = appartient alors
¢ *V et par minimalité de [, il vient [ < k < m. H est donc relativement
compact. U

Lemme 8. Tout objet G de € de type compact admet un sous-groupe discret
D tel que G/D soit compact.

Démonstration. Soit V' un voisinage compact de 1'unité engendrant G. Par
compacité, il existe un recouvrement de (a;V)i<r<m de V2. Si H est le sous-
groupe engendré par les a;, on montre par récurrence que G = HV. Par le
théoréme de structure des groupes abéliens de types finis, H est produit de
groupes cycliques et par le lemme 7 est produit d’un groupe discret D et d’un
groupe relativement compact K. On a alors G = DKV et G/D ~ (KV)/D
est compact. U

Lemme 9. Tout objet de € compact est limite projective de groupes élémen-
taires et G est isomorphe a lim G/[—L~L ot les H; sont les sous-groupes ouverts

de type fini du dual de G.

Démonstration. Soit G un tel groupe. Par la proposition 23, G est dual d’un
groupe abélien discret. Or un groupe abélien discret est limite inductive de
ses sous-groupes ouverts de type fini H;. Ainsi, par les proposition 14 puis 8,
on a

G~ gn]:l, ~ gnG/HiL
Or les H; sont élémentaires et le dual d’un groupe élémentaire est élémentaire.
O

Proposition 24. Tout objet de € de type compact est limite projective de
groupes €élémentaires.
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Démonstration. Soit G un tel objet, D un sous-groupe discret de G tel que
() = G/ D soit compact, p la surjection canonique de G sur (), V' un voisinage
compact symétrique de I'unité dans G tel que V3 N D = {e}. Il résulte de la
preuve du lemme 8 que ) est limite projective des N, =~ Q/NnL ou les N,
sont les sous-groupes ouverts de type finis de Q Quitte a se restreindre & un
systéme cofinal, on peut supposer que les V,, contiennent (V// D)L. Alors les
N, * sont contenus dans V/D.

Posons H,, = p’l(NnL). K, = H, NV est clairement compact. De plus,
c’est un groupe. En effet, H, est contenu dans DV et par conséquent K2
est contenu dans DV N V? et méme dans VN V2 =V car V3N D = {e}.
Ainsi K,, est stable par multiplication. Or K, est stable par inverse car V'
est symétrique et K, est donc bien un groupe.

D’autre part, Q/N, " est isomorphe 4 G/H,, et donc a (G/K,)/(H,/Kp).
Or H,/K, est discret. En effet, si h appartient & H, il s’écrit h = vd ou v
appartient a V' et d appartient & D clairement inclus dans H,,. On en déduit
que v appartient en fait a V N H, = K,,. H,, est alors inclus dans K, D et on
en tire l’existence d’une surjection continue de D dans H, /K, qui est donc
discret. Or, si un groupe est isomorphe a un groupe quotient A/B ou B est
discret, alors il est localement isomorphe & A (proposition 19 du paragraphe
2.9 du chapitre 3 de [3]). Ainsi G/K,, est localement isomorphe & Q/N,* et
est donc élémentaire par la proposition 15.

Enfin, K, =p "N N,) NV = {e} car (| N,~ = G+ = {e}, et par la
proposition 12, G est isomorphe a @G/Kn. O

Ainsi, les groupes de type compact vérifient le théoréme de Pontryagin.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de Pontryagin dans toute
sa généralité.

Théoréme. Tout objet de € vérifie le théoréeme de Pontryagin.
Démonstration. Soit G un objet de €. Fixons un voisinage V' compact de
I'unité dans G. Si S est une partie finie de G, on note Gg le sous-groupe de

G engendré par V U S. 1l est de type compact et G est isomorphe a liﬂG -
D’ou G vérifie le théoréeme de Pontryagin. O

Grace a ce théoréme, nous élargissons certains résultats précédents au
cadre plus général des objets de €.

Corollaire 3. Soit G un objet de € et x un point de G distinct de l'unité. 11
existe un caractére x de G vérifiant x(x) # 1.

Démonstration. Ceci découle de l'injectivité de ¢. En effet, si © # e alors
o(r) # ¢(e), donc il existe x € G tel que x(z) # x(e) = 1. O

Corollaire 4. Soit G un objet de € et H un sous-objet de G. On a H++ ~ H.
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Démonstration. En effet, H- est un sous-groupe de G’, donc son orthogonal

est un sous-groupe de G identifié & G. Par définition, ’ensemble des éléments
x de G tels que H(z) = 1 contient H. Montrons que ce sont exactement
eux : si z ¢ H alors il existe y € (G/H) tel que x(zH) # 1 et la transposée
de la projection G — G/H nous donne l'existence d’un caractére de H* ne
valant pas 1 en x, d’aprés la proposition 8. D’ott H++ ~ H. O

Corollaire 5. La dualité de Pontryagin conserve ’exactitude des suites de
¢ & morphismes stricts. En d’autres termes, le foncteur Hom(—,T) de la
sous-catégorie de & dont les morphismes sont stricts est exact.

Démonstration. Pour cela, on utilise la propriété 8 et la généralisation sui-
vante de la propriété 10 :

Lemme 10. Soit G un objet de € et H un sous-objet de G. La transposée i
de Uinjection canonique i : H — G induit un isomorphisme entre G/H* et

H.

Démonstration. D’aprés la proposition 8, (G’/HL)A: H++ ~ H. D’aprés le

théoréme de Pontryagin, lorsqu’on passe au dual, on obtient CAJ/HL ~ H.
De plus, dans cet isomorphisme, on a bien identifié les éléments de Ha

des restrictions & H de caractéres de G : il s’agit bien de i. O

Alors, si on a une suite exacte d’objets de € & morphismes stricts
1—H-5G6-5L—1
on obtient la suite exacte duale a morphismes stricts suivante
1—L 56 —1
O

Corollaire 6. Le foncteur contravariant Hom(—,T) établit une antiéquiva-
lence de catégories entre € et elle-méme.

8 Applications

8.1 Dualité entre groupes d’automorphismes

Désormais, on identifie le bidual d'un objet G de € a lui-méme, et une
base de voisinages de 'unité dans GG est donc donnée par les

(K, V)={z; K(x) cV}
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ot K est un compact de G et V un voisinage de 1 dans T.
On note ¥ (@) le groupe des automorphismes de G muni de la topologie
définie par la base de voisinages de l'unité

UK, U)={rVz e K, 7(z) € Ur et 7 (x) € Ur}

ou K parcourt les compacts de G et U les voisinages de I'unité dans G.
En posant U = '(K, V), on remarque alors que les ensembles de la forme

VK, K,V)={rVe e K, K(r(z)az™') cUet K(r (z).z™ ) Cc U}

forment eux-mémes une base de voisinages de 'unité de ¥(G) quand K est
un compact de G, K un compact de G et V un voisinage de 1 dans T.
On a alors une dualité entre $(G) et X(G) :

Proposition 25. La transposition définie au paragraphe 3 établit un anti-
isomorphisme bicontinu entre X(G) et X(G) (ou encore, Y : 7 — 7 est un
homéomorphisme tel que Y (1 013) = Y(12) 0V (71) pour 1y et 7o dans ¥(G)).

Démonstration. D’aprés la proposition 22, G sépare les points de G donc
T : 7 7 est injective. En outre, si o € X(G), on peut voir & comme un
automorphisme de G et & = o d’oil T est surjective.

Montrons la propriété de morphisme de groupes. Soit 71 et 75 dans ¥ (G)
et y dans G

(mom) ox=xo(ron) =7(x)om = (hof)ox
Donc T est un anti-isomorphisme.
Enfin, il reste a voir la continuité de T (en effet, il est son propre inverse
et la bicontinuité en découle). Or, soit 7 dans ¥(G), x dans G et = dans G,
on a :

X(r(@).a ) = (F(0)x ()
et
X(r @) ™) = (77 ()T (@)
donc V(K, K, V) et son image par T sont exactement du méme type, l'un
dans ¥ (G) et I'autre dans ¥(G) : T est un homéomorphisme. O

8.2 Dualité Hom(—,Q/Z)

La dualité la plus couramment utilisée en algébre, et notamment en co-
homologie galoisienne des corps p-adiques et des corps de nombres (traitée
dans [2]), n’est pas celle exposée ici, mais plutot la dualité consistant & asso-
cier & un groupe G le groupe Hom (G, Q/Z) des morphismes continus de G
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dans Q/Z ou Q/Z est muni de la topologie discréte et Hom(G, Q/Z) de la
topologie de la convergence compacte.

Néanmoins, ces deux dualités coincident dans certains cas et en particulier
pour les groupes profinis et les groupes discrets de torsion.

Montrons le tout d’abord pour les groupes discrets de torsion. On peut
voir Q/Z comme un sous-groupe de T et donc Hom(G, Q/Z) comme un sous-
groupe de Hom (G, T). Mais si G est discret, de torsion, alors tout morphisme
de G dans T est en fait un morphisme de G dans Q/Z car les éléments de G
sont d’ordres finis, la continuité étant assurée par la topologie discréte de G,
et on a Hom(G,Q/Z) = Hom(G, T).

De plus, les propositions concernant le dual d’un produit, d’un quotient
et d’une limite projective (7, 8 et 13) sont également vérifiées par la dualité
Hom(—,Q/Z). Les démonstrations peuvent étre reprises telles quelles.

Il vient que le dual d’un groupe profini est le méme au sens de T ou
de Q/Z par passage a la limite projective. De plus, un tel dual est limite
inductive de duaux de groupes finis et est donc discret de torsion.

De méme, les groupes discrets de torsion sont limites inductives de leurs
sous-groupes ouverts de type fini. Comme le dual au sens de Hom(—, Q/Z)
d’un groupe discret de torsion s’identifie a celui de Pontryagin, il est limite
projective de duaux de groupes de torsion de type fini, c’est-a-dire fini, et est
donc profini.

Comme les deux dualités coincident, le théoréme de Pontryagin affirme
que :

Proposition 26. Le foncteur contravariant Hom(—, Q/Z) établit une anti-
équivalence de catégories entre la catégorie des groupes abéliens profinis et
celle des groupes abéliens discrets de torsion.

Ce résultat n’est plus vrai en général. Ainsi pour Z, on a Hom(Z, Q/Z) =
Q/Z et Hom(Q/Z,Q/Z) = [1,cp Zp ot P est 'ensemble des nombres premiers

et Z, 'anneau des entiers p-adiques. Le bidual de Z est alors le complété 7
de Z, c’est-a-dire la limite projective des quotients de Z par ses sous-groupes
ouverts de type fini. En effet, Z = LiLnN Z/nl = Hp Z, car par définition
Ly = @N Z/p"Z.

Or les entiers p-adiques contiennent strictement les entiers. En effet, on
peut voir les entiers p-adiques comme des sommes infinies ) . a,p", les
a, étant des entiers prenant leurs valeurs entre 0 et p — 1. La projection de
I'entier p-adique dans un Z/p"Z est alors la somme tronquée en n = N — 1,
et un nombre p-adique est un entier si et seulement si la somme est finie (ou
encore, les a, sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux).

Ainsi Z est strictement inclus dans son bidual au sens de Hom(—, Q/Z).

L’exemple de Z se généralise de la facon suivante grace au théoréme de
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classification des groupes de type compact établi dans [1| (théoréme 9.8) :

Proposition 27. Si G est un objet de € de type compact, totalement discon-
tinu et o-compact, alors son bidual au sens de Hom(—, Q/Z) est isomorphe
a son complété G.

Ces hypotheses sur G sont nécessaires. En effet, le bidual de Q/Z est
Q/Z puisque Hom(Z,Q/Z) = Hom(Z,Q/Z) = Q/Z, tandis que le complété
de Q/Z est le groupe trivial.
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