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 �� ��������� � � � � � � � � � � � � � �

����� ��� ��������� �� ��
������
 � � � � � � � � � � � � � � � �

���  ������! ��������	�� ��� ���"�����
 �� ������� � � � � � � � � � �

�����  ������ ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� #�������	�� ��� ���"�����
 � � � � � � � � � � � � � � � � $

����� %�������
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� 	������� �� ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
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����� �,�������
�� ��� ����� Lm � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������
���
 � �
 ��������
 �� �
��
���� ��

��� %�������
 �� ��������� ����

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� %�����
�� - ����� ��
���
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1
 � ��	��
� �����
! �
 ��������2	�! �� (���� ��� ���������
�! �,���3-3����
�� 4����
��4 	
� 2	�
���� s ��
� �
 
,� ������� 2	,	
 
����� �
� �,�5���

�
 �������
�����! �
 
�
���� 	
� ����������
 �,	
� �������� ��������� y ��
�
�� ��� ����
� �� s� ��� �/�����! s ��	� ����

�� �� ��
���� �� ����� ��� ���
������� - 	
� ���	�� μ ��

	�� 0
 ��� ��������� 2	� �� ���� ��� 2	� �,�

���� ��	"�	�� (���� ��� '6���'���� �	� Y �� s! ��	� �	 ���
� ���������������!
�� �,�
 ��	� ���	��� - 	
 ���	���� �
�������
��
���
�
� 	
 �/����� ��������	� ��� �
"�	/ �	 �������� 7 �
 � �������

��� ����	�� �,	
� (�
����
 f �
 1000 ���
�� �� �,�
�������� [0 ; 1]! ���� ���
����	�� �� ���	�� 8����� ��
� �
���������9 ��:�	 ��� ����� �,�/�����
��! �� �

��	����� ������� f � ;� 
�	� (�	� ��
� ������� ����� 2	���� (������ �� (�
����
�

�	� �'���'�
� 	
� ����� ���������
� �� �'��/ ��� ��	����� #
 �5��! �� 
�	�
��	���
� ��� �/����� ������� f ��� 	
� (�
����
 ���	����� 2	����
2	�! 
�	�
�	���
� �� 
�����	��� ��
�������! ��
� �� ��	���� ������
� ���� ��	������!
��	� �,���������
 ���'���'�� 7 �� ������
� ��	��� ��� (�
����
� ���	������ 2	�
���

�
� ��� �<��� ����	�� 2	� ������ ���	���� ��	� f �
 �'��	
 ��� 1000
���
�� �'�������� ;� 
� (�	� ��
� ��� �'����� 	
� (������ ���� 
��
���  ��� �� (�	�
��������
� 2	,���� 
� ���� ��� 
�
 ��	� ���� ��	 (�	�
��! ��	� 2	� �,�
 �	����
������� 6 ���	��� 	
� ���������
 �������� �� f � �,���� 2	� ���
� 
��	�������
�
- �,������ ��� �� �� ������� - 	
 ������ ��������� �� ����
���
 �
��! ��� �/�����
��� (�
����
� ��
���
��� �	� �'�2	� �
�������� �	 �6�� [j/n; (j + 1)/n[ �	
���
 ��� �����
����
� ��
������ �� eıjx,−n ≤ j ≤ n� ��	� �'��	
 �� ���
�������! �� ��� (����� �� ���	��� 	
� 4��

�4 ���������
 �� f 8���� �����
�
- 	
� ���"�����
 ���'�
�
��� ��
� L29� �� 2	� ��� ���
� �����
�! �,��� ��
�'����� ����� ��	� ��� ��������
#
 �5��! ��� ����	�� �� ���	�� 
,�	��
� �����2	���
� �	�	
 ������ ��	�

�� ������ �= f ��� ��
���
��! ���� 	
� ����� �����/������
 � ��	��� ���
�'�
��� �,<��� ����> ��	������ ? �,�
�����! �
 �'���'�
� f ��
���
�� �	� ���
�
��������� �,������	�� 1/1000! �
 ��� � ������ ���	��	� ��	� ���� �� �� ���3
����! ���� ��� ����	�� �� ���	�� �
@	�
��
� ��
�����������
� �� ���	����� ;�
(�	� �'���'�� 	
 ��������� �
��� ��� ��	/ �/��<���! �,��� �,��"�� �� �� ��3
������
 �� �������� �� �
	�� � ����� �,����3�<���
#/���
�
� 	
 �	��� �/�����! �� ��������
 �� ��������� 7 �
 � ������� 	
�

�������� y 8��� �/����� �� ��	/ �� ����	���
 - �����9 �� N �	���� ����������
x1, . . . , xN 8�� ������� �	 ��
�! ��
 �����! �� ��������	��! �� ��
���� �	 �����
�	�����������9 - n �
���
�� �����
��� 8�� �	A����
� ����

��9� 1
 �	�����
2	� y 
� ����
� 2	� �� ��� N ����������! �� 
�	� 
� 
�	� �
���������
� ���
2	,�	 ��� �,	
� ����
��
�� ��
������  ��� ����� �
 � ��
� ��	�� ���� ����
�� ��������� �/���������� 8��	� <��� ������
� �� 
� ���
 �	�����9! �� ��� ��
3

�



���� � B �,����������
! �� (�
����
 �'���'�� �� �� 4��
4 �������


��� 
,���
� ��� ����> 
�����	���! �� ������ ��������	/ �� ������� y ����
���
�� ��	� ��� xj� ;� �,�
�� ��
� �� ��������

�� ����� ��� xj 2	����� ��
� ���
��������� ��
� �,�
@	�
�� ��� �� ��	� ��

��������� #� �� �,�
 ��	� (�������
�
��
������ 	
� ���	�� �� �,�
@	�
�� �,	
� �������� �	� �� ��	/ �� ����	���
! ��
��� ���	��	� ���
� �����
� �
�	�������
� �� �������
�� 	
 ��	�� �� ��������
�
C���
�
� ��
� 	
 ����� ��	� ��
�	��	/ ��	� ��
������ 2	� ����� 2	�����


�� ��������� �	 
����	 �� �� ����
���
 �	 ������ ��� �	 �D	� �	 ���������
��
� ��	�� �� �	���! 
�	� ����������
� ��� (�
����
� 8��� �/����� μ9 �� �� n3
	���� ��������
��
�! ��
� �� ième ������

�� ��������
� - �� ����	� �� ��
(�
����
 �
 2	�����
 - �,�
���
� i 8��	� μ! �,��� (μ1, . . . , μn)9�1
 ���� �	���
Y = (y1, . . . , yn) �� Xj = (xj

1, . . . , x
j
n)� ��
� �� ��� �� �� ��������
 �� ���������!

��	� m ⊂ {1, . . . , N}! �
 
��� Sm �,������ �

�
��� ��� ��� Xj! j ∈ m �� �

�	����� 2	� �,�
 � Y = μ(X1, . . . , XN ) + σξ �= ξ ��� 	
 �����	� E�	����

���
����� �,��������	� ������2	� �� μ ��� μ̂m! �� ���"�����
 ���'�
�
��� ��
Y �	� Sm� ��	� ����	�� ��� ���(����
���! �
 ��
���� ��
 ���2	� 2	������2	�

E

[
‖μ̂m − μ‖2

n

]
�= ‖ · ‖n ����

� �� 
���� �	������

� 	�	���� ������� ��� 	


(����	�
√

n� ���	�3�� �� ����	�� ������
� 7

E
[
‖μ̂m − μ‖2

n

]
=

σ2|m|
n

+ ‖μm − μ‖2
n,

)



μm ����

�
� �� ���"�����
 ���'�
�
��� �� μ �	� Sm� ��	� ��
������ �� ���2	�!
�� (�	� ��
� ������ �� ���
��� |m| 
��
� 8������� �����9! ��	� �
 ���
�
� 	

������ ����> 
��� 8��	/���� �����9� 1
 �����	�� ��� �� ��������� 2	,�
 �����
������ �
�	�������
� �� 2	� �� �
	�� � ������ �� ���	�������
F�	� ����
� ��
� 
�	� ������ ��
� 	
 ����� (����� ����> 
�
���� �= 
�	�

��

���
� 	
� ���'��� �� ��������
 �� ������� (�
��� �	� �� ���
���� ��
�� ��
��������
 8��	� (�������� ��� ������� �� ��	� ������ ����
���
9� F�	�
�����
� �
�	��� ��	� ���������
� �� 2	� �,�
 �����
� ��
� �� ��� �� �� ��������

�� ���������� #
�
! - �,���� �� ���	�����
� 
	����2	��! 
�	� �������
� ��	�
���������
� 
���� ���'���! �
 ������	���� ��	� ���� �����
� �� (�	� �
 ��
���
��� ���������� ��
 �,��������� ��� ���(����
����

� ������� �����
���

��� �������	� 
�	����
�

F�	� ����
� ������� 
���� ��	�� �	 ��� 
�	����
! �� 2	� �����
�� �,���
��
�
�� ��������� ��� ����
�������
� ��	� �
 �����
� �
 �����
�� ��� ������� ���
��	� �������
�� �� �� ���'��� �������� ��� ���	����� ����
	� �
� �
�����
�
�,���
��
� �,<��� ��	� �������
����
��
�! 
�	� ����
� ���
�� 	
 ����� 
�
���� ��	� 
���� ��	��! �� 2	�

������ �� ������� ���	���
���
� B �
��� �	���� B �� ��������
 �� ���������
�� ��� ��������� �� ��
������
� ��	� ����! �� ������ 
��	��� �,�
����	��� 	
�

�
����������
 �
 ����
���
 �
�
�� �� �� 
����
 �� �����	� 
�	����
 ���
����
8�,��� �� ��������� �	
��	�� 	��
��
��9! �	�� �� �����	� 
�	����
 �� ������� ��
�������
�� ���������

���� - �,���
���� 8�,��� �� ��������� �	
��	�� �����	�
9�

�!�!� "�#
����
 $�
��
��

��
� �� �	���! 
�	� ��
������
� ��	"�	�� 	
 ������ �� G������ H �	
�
�,	
 ����	�� �������� 〈· , ·〉 �� �� �� 
���� ‖ · ‖ ���������
"�#
����
 � %&�������� ��
�
��� ���
���
�' ��	� S �
 ����������� ����
���	�� �� H �� (Ω,A, P) �
 ������ ������	�	��� �
 �������	� ��
����� ���
�����
� 	
���� ��� S ��� �
 ��������� �����	�
 ��
���� ������� ����
�
� �	
��	���
�� ��������� �� �����	�
��

Cov(Z(t), Z(u)) = 〈t, u〉
�� �	
���	�� ������� ���� �	�
	�� ���	� ��	��� �
� ����	� Ω′ �� Ω ����� ���
P(Ω′) = 1 ��

∀ω ∈ Ω′ ∀α, β ∈ R ∀t, u ∈ S, on a αZ(t)(ω) + βZ(u)(ω) = Z(αt + βu)(ω).

�



"�#
����
 � %&�������� ��
�
��� 	
�����
' ��	� S �
 ����������� ����
���	�� �� H�  
 ������� �������	� ��
����� E�	����
 ��� S �� 
�!�

� s ∈ H

�� �� ���	�
�� ε2 �
 ��������� " 	
���� ��� S �� �� #��
�

Y (t) = 〈s, t〉 + εZ(t) ∀t ∈ S 8���9

�$ � ���	�
� �
 ��������� �	
��	�� 	��
��
�� 	
���� ��� S�

F���� �������� �� ���	�� ����� ��
�� 7 
�	� ���������
� �	� 	
 ������ ���3
����� Ω �	
� �,	
� ����	 A �� �,	
� (������ (Ps)s∈H �� ������������ �	� ���
�
������� Es �������
�� �,������
�� ��	� Ps� F�	� �'���'�
� �����! �������
�
�,	
� ����������
 �� Y ! 	
� ���������
 �	 s ��������
��
� - �� ��� Ps ��	�
��2	���� Y - ��� ����� 8���
� ��

� s! Y ���
� ����� �
 8���9 �	��! ��	�
Ps! �� ��� �,	
 �������	� ��
����� E�	����
 �� ��6�

� s �� �� �����
�� ε29�
F�	� ���������
� ����� ��������	� ��	�� (�
����
 ���	����� �� Y - ����	��
��
� H 8�	 ��
� ��� ������� ��	� �������
��! ����� 
�	� �� �����
� ��	�
����9! �� ����	���
� �,����	� �,	
 ��������	� s̃ ��� ��
 ���2	� 2	������2	�
Es

[
‖s − s̃‖2

]
8���� 
,��� �������� 2	� 2	�
� �
 ��

�H� s �� ��
� ��	� ���

����	�� �'����2	��! ���� ��� ��
� �� �����2	�9�

�!�!� (
� �� �
 ��������
 �� �
��
����

��
� �� �����2	�! �
 ��� ��	��
� ��
(��
�� �	 �������� ������	���� ��
�� ��������
 �� ��������� 7 �
 ������� �,	
� ����������
 �� y �� �
 �,�������
�
 n �
���
�� �����
���! ��
�� 2	� ��� ����	�� ��������
��
��� �� x1, ..., xN

2	� ��
� ��� ��������� ��
� �
 �	����� 2	� s ����
�� 1
 �� ������� ��
�������� ����� ����
��
��! ��	� �,����� �
 ��������

�
� ��� ��������� ��
�
y ����
� ��������
�! �	 ��	�*� ��
� �� ����
��
�� ��� ��

�������� �	 �	
��� ��

���� ���� ��
�	�� - �� (���	�����
 ��������� �	���
��� �� ���	�� - n
�
���
�� �����
��� ��� 2	�
����� x1, . . . , xN �� �� �� ����������
 �� y 
�	� ��

�
N + 1 �����	�� �� R

n! X1, . . . , XN �� Y 8�� ����	� - �,�
���
� i ��������
� -
�,�
���� i9! ���� N ≤ n �� ��� Xj ��
� �	������ ������� 1
 (��� �,'6���'��� 2	�
yi = μ(x1

i , . . . , x
N
i ) + σξi �= μ ��� 	
� (�
����
 �������
���� �� x1, . . . , xN ��

��� ξi ��
� ��� ��������� ���������� ������N (0, 1)� ��
� �� �	���! �
 �� ��
��
����
�,	
� ����
��
�� ��
����� ��� xj! ���� μ(x1

i , . . . , x
N
i ) =

∑N
j=1 βjx

j
i �

����
� H = R
n! S = ev

{
Xj

}
j∈{1,...,N}� 1
 �	
�� R

n �	 ����	�� ��������

〈t, u〉 = n−1
∑n

i=1 tiui ��	� t, u ∈ R
n 8�,�
���<� �	 1/n ���
� �� 
� ��� (����

�
�����
�� �� 
����� n �,����������
�9 �� �
 ���� s =
∑N

j=1 βjX
j� 1
 � �����!

��	� ��	� t ∈ R
n

〈t, Y 〉 = 〈s, t〉 + εZ(t) avec Z(t) =
1

σ
√

n

n∑
i=1

ξiti et ε =
σ√
n

8���9

�



?��� Y (t) = 〈t, Y 〉! �
 �����	�� 8���9! �� 
�	� ������ ��
� ��
� �� �����

�
���� 2	� 6 ��� ���
��
F�	� 
�	� �
���������
� - �� ������
 � �	/ ���	����� ������ 2	� �,�
 �����
�

��
� �� ��� ������	����� F�	� �/���2	���
� ���������
� �����
� �5���	��
����� ��������
 �� ��������� ��	� ����� 	
� ������
�� �������� �
 	
 ������

��
�! �� 
�	� �������
���
� ��� ���2	�� �,����	� ��������
��
���

�!�!� ��� ��������� �� ��$������


;� �,�
�� �,	
� (������ ����> 
�
����� �� ��������� �� ��������
 �� �������
2	� �,�
 ��� ���
� - ����	���� 1
 ������� 	
� �	��� �� n ����������
� �
��3
��
��
��� Y = (y1, . . . , yn) �� ��6�

� �
��

	� s! 2	� �,�
 �� ������� ��
�������
���
��� �� �	���! 
�	� 
�	� �
���������
� - 	
 ��� ������	���� �� ��
������
! -

������ �,�
����������
 �� (�
����
� ��� ��� (�
����
� ��
���
��� ��� �
����������
�,���� ��� �� �	���
�� 7 �
 � ������� ��� ����	�� �,	
� (�
����
 f �
 n ���
��
x1, . . . , xn! ���� �� ������� ����	�� σξi! �� �
 �� ������� �� �������
�� 	
�
��

� �����/������
 �� f ��� 	
� (�
����
 ��
���
�� �	� ��	� ��� �
���������
�� �� (���� [j/m; (j + 1)/m[! m ���
� - �������
�� �� (�I�
 - ��
������ ��
���2	� �,����	��
1
 ��	� (��������� ���� �� �� ��
���� �	���
��! �� (�I�
 - �� ����
�� �	

��� �,	
 �������	� ��
����� E�	����
 7 H = S = R
n! �	
� �	 ����	�� ��������

〈t, u〉 = n−1
∑n

i=1 tiui� 1
 ������� Y = s + σξ �= s = (f(x1), . . . , f(xn)) ��
��� ξi ��
� ������ 
������� ��
����� ���	����� ����
� Y (t) = 〈t, Y 〉! Y ��� 	

�������	� ��
����� E�	����
 �	� R

n �� ��6�

� s �� �� �����
�� ε2 = σ2/n
���� Z(t) = n−1/2

∑n
i=1 ξiti

��� �������� ��������	�� ��� ���������
 �� �������

F�	� ��	��
� ������� �� ��6�

� � �,	
 �������	� ��
����� E�	����
 Y -
������ �,	
� ����������
 �� Y � ���� �����
� - ��
���	��� 	
 ��������	� s̃ �� s
8�,���3-3���� 	
� (�
����
 ���	����� �� Y �� ε9� 1
 ���	�� �� 2	����� ����
��
 ���2	� 2	������2	� Es

[
‖s̃ − s‖2

]
�

�!�!� ������� ��
�
����

��
� �� �	���! 	
 ������ ���� 	
 ��	�3������ ��������� �� ����
���
 �
��
�� H� C����2	�
� 2	� �,�
 ��	� ���� ���
 ����� 	
 ������ �� ����
���
 0
8�,��� {0}9� ��
������
� 	
� (������ ��
�������� {Sm}m∈M �� �������� ����

� �'�

� ���
 �� ��
������� 	
�2	���
� ��� ��	�3������� ���������� �� S�
#
 �5��! ���
�
� ��	� S �,������ ��������� �

�
��� ��� �� ��	
��
 ��� Sm�

�



����� (������ ���
� ��
��������! �
 ��	� ��
���	��� 	
� ���� ���'�
������
{ϕλ}λ∈Λ �� S ��� ���'�
�����������
� 1
 ���� �����! ��	� t ∈ S! Z(t) =∑

λ∈Λ 〈t, ϕλ〉ξλ 8	
 
����� �
� �� ������ ���
� 
�
3
	��9 �= (ξλ)λ∈Λ ��� 	
�
(������ �� ��������� ���������� ������ 
������� ��
����� ���	����� 1
 ������
������
� 2	� Z ��� 	
 �������	� E�	����
 ���
����� �
��/� ��� S�
1
 ������� ��������	� - ����	�� ��
� Sm 	
� (�
����
 s̃m ���	����� ��

Y ! 2	� ���
� ��� ����	�� ��
� Sm� J	� ��	�3�
 ������� �,	
 ��� ��������	�!
�,���3-3���� �����
� ������������ 	
 ��������	� ������� K ���� 
,� �	�	

��
� �� ��
������ ��
 ���2	� �
 �'�2	� ���
�! ��
� �� ���	�� �= ��	� ��	� s!
�,��������	� ��
���
� �
�� - s � 	
 ���2	� 
	�! ��	� �
 
,���
� ������
���
�
��� ������� �
 
�
���� L 0
� ��

� (�I�
 �� (���� ��� �� ��
����� ��	� �'�2	�
��������	� �� ��	� 
��
�� ����	� ������� ����2	� s ����� ��
� 	
� ������ T
���
 �'����� �� H! �	�� �� �'���'�� - ��
������ ����� 2	�
���� �
��� ��	�
��� ��������	�� ���������� ���� ��
�	�� - �� ���
����
 8������2	�9 �� ���2	�
��
���/ 7

"�#
����
 � %)�� �� ��
��
*' %��
� ��

� �
 ��������� Y ���
	 ���
&'�'( �� �
 ������
��
��� T �� H� �� �	���� 
	
	
�� ��� T ��� ��

� ��� )

RM(T , ε) = inf
ŝ

sup
s∈T

Es

[
‖ŝ − s‖2

]
8���9

�$ ��	
�
�
 ��� ��	� ��� ���� ��� ���	
������ ����	���� ŝ� 	��� ��� #�
��	�
�

��������� �� Y �

C���
�
� �	 ��� ��� ��������	�� - ����	�� ��
� Sm� ��	� ���2	� 2	������2	�
��	� 7

Es

[
‖s̃m − s‖2

]
= ‖sm − s‖2 + Es

[
‖s̃m − sm‖2

]
, 8��)9

�= sm ����

� �� ���"�����
 ���'�
�
��� �� s �	� Sm� ;� �,�
�� ��
� �,����3

����� �� 2	�
���� Es

[
‖s̃m − sm‖2

]
����� ��� ��������	�� - ����	�� ��
� Sm�

����� ����������
�! �� ��� ���(������ �,������� 	
 ���
� �� �	� ��
���/
�� �� ��������� 1
 ��	� ��
�� ���
�� �� ���2	� ��
���/ �,���������
 �� ��
���"�����
 sm �� s �	� Sm 7 �,��� inf s̃m sups∈Sm+t Es

[
‖s̃m−sm‖2

]
! ���� t ∈ S⊥

m

8t �������
�� �� ������ �� s 2	,�
 � �'���� �,�	����� �
 ���
�
� Sm �����
������� 1
 �� �/� ��	� ������� �� ���2	� ��� �	 �'��/ �	 ������ �	 ���2	�
�,����	� �� �,��������	� �	� �� ������ �� s 2	,�
 � �'���� �� 
����� ���� Sm�
%� �
 ��
������ 	
 sup �	� S! �
 (����
� ��
��� ‖t‖ ���� +∞! ���	�3�� ������
�
�
�9� M��
 �N�! �,�
��	� ��� ���� �	� ��� ��������	�� - ����	�� ��
� Sm� 1�!
�
 � �� ���	���� ������2	� �	���
� 8������
� �	� �,�
����
��
�� ��� ����������
�
�� Y - Sm �� - S⊥

m9 7

inf
s̃m

sup
s∈Sm+t

Es

[
‖s̃m − sm‖2

]
≥ ε2Dm. 8���9

.



? �,���� �� 8��)9! �
 �
 ���	�� 7

inf
s̃m

sup
s∈Sm+t

Es

[
‖s̃m − s‖2

]
≥ ‖t‖2 + ε2Dm 8���9

�!�!� +����
����� �
� ���,�����


F�	� ����
� ���
��
�
� ���
�� 	
 ��������	� 2	� ��� ��
���/ �	� �� ��3
���� Sm! �	��2	� �,��� 	
 ��� �,�
����� �� 8���9�

"�#
����
 � %+����
���� �
� ���,�����
' ��	� Y �
 ��������� �	
��	��
�����	�
 	
���� ��� �
 ����������� ������	�� S ���
 ������ �� *	����� H�
�� 
�!�

� s ∈ H �� �� ���	�
�� ε2� ��	� S �
 ����������� ������	�� ��
�	
�
�	�
 �
	� �� S� +���
� γ(t) = ‖t‖2−2Y (t)� ����������	� ��� ���"�����

�	� S ��� ����� ���
	 ��

� 
	
	
	��
� γ(t) ���� t ∈ S�

O���� �����
� ��
���	��� 	
 ��� ��������	�! �� ��	�2	�� ���	�3�� ��� �5��3
������
� 	
�2	�� %��� Sm �� ����
���
Dm! {ϕλ}λ∈Λm 	
� ���� ���'�
������
�� Sm �� ������
� t =

∑
λ∈Λm

βλϕλ.  �
������ γ(t) �����
� ����� - ��
������∑
λ∈Λm

β2
λ − 2βλY (ϕλ)� ?�
��!

ŝm =
∑

λ∈Λm

β̂λϕλ avec β̂λ = Y (ϕλ) = 〈s, ϕλ〉 + εZ(ϕλ) 8���9

��� �,��������	� ��� ���"�����
 �	� Sm� ���� ���	�� ��
 	
����� �� �
 ��

�
	
� ��
���	����
 �/������� 82	� 
�	� 	��������
� ��� �� �	���9� C����2	�
� 2	�
��
� �� ��� �= Y ��� 	
 �����	� E�	����
! ŝm ��� �� ���"�����
 ���'�
�
���
�� Y �	� Sm� ����	��
� �� ���2	� ��������
��
� 7 �
 �����2	�
� 2	� sm =∑

λ∈Λm
〈s, ϕλ〉ϕλ! �
 � ŝm − sm = ε

∑
λ∈Λ Z(ϕλ)ϕλ. ����� ��� Z(ϕλ) ��
�

������ �� ��� 
������ ���
���� �� Dm = |Λm|! �
 �����
� 7

Es

[
‖ŝm − s‖2

]
= ‖sm − s‖2 + ε2Dm. 8��.9

���� ���	�� 2	� �,��������	� ��� ���"�����
 ŝm ��� ��
���/ �	� �� ������
Sm �� 2	,�� 6 � �
����� ��
� 8���9�
��
� �� �	���! �
 �,�
��������� 	
�2	���
� - �� �6�� �,��������	�! ��	�

	
 ������ Sm ��

�� #
 �5��! ��	/3�� �������
� �,���
��
� �,<��� ������� 8��
(���	�� 8���9 (������� ��� ����	��! �	��� ���
 �'����2	�� 2	� �����2	��9! �� ���
��
�����
� �� ������� γ(t) = ‖t‖2 − 2Y (t)� �,��� �	� ����� ����
�� ���������
2	� ������ ��	�� �� ��
���	����
 2	� 
�	� ����
� �������� F���� �	� ���� ��
��������

�� ����� ��� ��������	�� ŝm �� 4������	�4 ��������	� �� s�

$



�!�!� ��������
 �� ������� ���
�� �� ��
����

;�������
�! �
 ��	�����! ���
� ��

�� 	
� (������ F = {Sm}m∈M ��

�������! �'����� m = m̄(s) 2	� ������� infm∈M

{
‖sm − s‖2 + ε2Dm

}
�  ��'�	3

��	����
�! ����� �� ������ �
��
��� �� 
������
 m̄(s)! ���� 
,��� �������� 2	�
�� �,�
 ��

�H� ��"- s! ����� 2	� �,�
 ������� ��	����
� �,	
� ����������
 ��
Y � 0
� ����� ������	�� ������ �� ��������
 ��� ������� ������� %�
 �
���<� ���
�� 
�	� ��

�� 	
 �
������	� �� �� 2	����� ��������2	� �� �� (������ F ! 2	�
�,�
 ���
�� ��
�� 7

"�#
����
 � %&�������
 �-��
���' ��	� F = {Sm}m∈M �
� #�
	��� ��

��,��� �	
��	��� �� �	
�
�	�
� �������	��� Dm� ��
� �
 ������ �� *	�����
H� �
� #�
��	�
 s ∈ H �� ε > 0�  
 
��� sm �� ���-���	�
 ���.���
��� �� s
��� Sm� �� ��������
 �,������ �� �� #�
	��� F ��� ���
	� ���

aO(s,F , ε) = inf
m∈M

{
‖sm − s‖2 + ε2Dm

}
= inf

m∈M
Es

[
‖ŝm − s‖2

]
8��$9

?	�����
� ���! �� ��������
 �,������ ��� �,����	� ��
����� 2	� �,�
 ������
�
 �� ������
� - �'����� 	
 ������ ����� �� (������ F � ����� ����� ����	�

� ��	� ��� �����

������
� <��� �����
�� ��� �� ������	�� �� ��������
 ��
������� 2	� 
�	� ��	��
� ��
���	���! 
�	� �����
� 
�	� ��
��
��� �� �'���'��
- ����
�� 	
 ��������	� s̃ ��� 2	� Es

[
‖s̃ − s‖2

]
≤ CaO(s,F , ε)�

 ��� 	
� ����� ���
� 
� ��	� ���! �
 
�
����! <��� �����
��� #
 �5��! ��
{0} ∈ F �� s = 0! aO(0,F , ε) = 0 �� ��
� s̃ = 0! P0 ���� ��� ���	���
Ps ���
� �	�	������
� �����	��
� ��
��
	��! ���� �
���H
� 2	� s̃ = 0! Ps

p.s. ��	� ��	� s! �� 2	� ��� ��������
� 	
 ���� ��	���� ��������	���� ��	�

�
�������
�! �
 ��	� ��
���� 2	� �� �<�� �'�
���
� �� ����	�� �� �,�

�/��	� 0 ���� 2	� aO(s,F , ε) ��	� <��� ������������
� ������ F�	� �����
�
��
� 
�	� ��
��
��� B �	 ���	/ B �,�
�
������ �	 �6��

∀ε > 0, ∀s ∈ H, Es

[
‖s̃ − s‖2

]
≤ C

[
aO(s,F , ε) + ε2

]
8���&9

�� ����� �
 ε2 ������ �,������ ��� ��������� 2	� 
�	� ��
�
� �,���2	���
C����2	�
� �
�
 2	� �� �,�
 ������! ��	� 	
 δ > 0 �/�! ‖s‖ ≥ δε! �

�����	�� 	
� �
�
����� �	 �6�� �������
�! �	��2	� aO(s,F , ε) ≥ ε2(1 ∧ δ2) ��
��
� aO(s,F , ε) + ε2 ≤

[
(1 ∧ δ2)−1 + 1

]
aO(s,F , ε)�

�&



� �� �������� ��
��
���

��� �� ������� �� ��������
 �� ��� ��������
���

1
 �� ������� 	
� ������	�� �� ��������
 �� ������� ����
� - �������
�,�
��

	� s! - ������ ��� ��������	�� ��� ���"�����
 �������� - �'��	
 ���
�������� ����� �
 
� ��	� ��� �����
��� m̄(s)! �
 �� ���
�� m̂(Y )�
1
 ��	� ��
������! ��	� m ∈ M! �� ���2	� 2	������2	� �� ŝm 7

Es

[
‖ŝm − s‖2

]
= ‖sm − s‖2 + ε2Dm = ‖s‖2 − ‖sm‖2 + ε2Dm

1� Es

[
‖ŝm‖2

]
= ‖sm‖2 + ε2Dm! ��
� ‖s‖2 − ‖ŝm‖2 + 2ε2Dm ��� 	
 ������3

��	� ��
� ����� �	 ���2	� 2	������2	�� ���� ��
�	�� - �� ���'��� '�	�����2	�
�������� ���  ����P� �
 �$�)� �,���� �� �� ��
��������
 ��� �� ��������� ��
����� 2ε2Dm ��� 	
� ��
����� pen(m) ≥ 0! ��
 �� �'����� m̂�

"�#
����
 . %+����
���� �
� ���,�����
 ��

����' ��	� {Sm}m∈M �
�
#�
	��� ��
�
������ �� ������������ ������	��� �� �	
�
�	�
 �
	� �� S� ŝm ��
#�
	��� ��������
��
�� �����	
������ ��� ���-���	�
 ��
����	�� / ����	� ���
�

0
� ����	���	�
 �� ��������� Y � �� �
� #�
��	�
 ���	�	�� ��
 ���
	� ���M�
�
 ��������	� ��� ���"�����
 ��
����� &�����	� / ����� #�
	��� �� 
��,��� �� /
����� ��
��	��( ��� ���
	 ��� s̃ = ŝm̂� �$ 1
 &��	� ��	���( 
	
	
	�� ���� m ∈ M
�� ��	�,�� ��
��	��

crit(m) = −‖ŝm‖2 + pen(m) 8���9

�������� � ��	� Y �
 ��������� �	
��	�� �����	�
 	
���� ��� �
 �����
������ ������	�� S ���
 ������ �� *	����� H� �� 
�!�

� 	
��

�� s ∈ H �� ��
���	�
�� ε2� {Sm}m∈M �
� #�
	��� ��
�
������ �� ������������ ������	��� ��
�	
�
�	�
 �
	� �� S �� �	
�
�	�
� �������	��� Dm �� {Lm}m∈M �
� #�
	���
�� ��	��� 	��� �� ����� ���	�	#�� ���	�#�	��
� �� ��
�	�	�


Σ =
∑

{m∈M|Dm>0}

exp[−DmLm] < +∞. 8���9

��	� �
� #�
��	�
 �� ��
��	�� pen(·) ���
	� ��� M ����� ���

∃K > 1, ∀m ∈ M, pen(m) ≥ Kε2Dm

(
1 +

√
2Lm

)2

. 8���9

2����� �����	
����� ��� ���-���	�
 ��
��	�� 3� ��������
��
� ��	��� �� ��� �
	���
&������� ����
�
�(� 4� ����� 	� ���	�� )

Es

[
‖s̃−s‖2

]
≤ 4K(K + 1)2

(K − 1)3

[
inf

m∈M

{
d(s, Sm)2+pen(m)

}
+(K+1)ε2Σ

]
, 8��)9

�$ �&��Sm( ���	�
� �� �	���
�� �� s / �������� Sm�

��



��� ���	�� �	 ��������

1
 � �	 ��
� �� ���
����
 ) 2	� �,��������	� ��� ���"�����
 ŝm ��
�����
γ(t) = ‖t‖2 − 2[〈s, t〉 + εZ(t)] �	� Sm� ��	� ���������
�! �
 ���	�� �� 8���9
2	� ��	� ��	� m′ ∈ M!

γ(ŝm′) =
∑

λ∈Λm′

−β̂2
λ = −‖ŝm′‖2. 8���9

���������! �
 �/� m ∈ M �� �
 ����M′ = {m′ ∈ M | crit(m′) ≤ crit(m)}�
��	� m′ ∈ M′! �
 � �,����� 8���9 γ(ŝm′) + pen(m′) ≤ γ(ŝm) + pen(m)! �,�=
γ(ŝm′) + pen(m′) ≤ γ(sm) + pen(m) ��� ���
����
 �� �,��������	� ��� ���3
"�����
! ��
� �� ���	�� �= sm ����

� �� ���"�����
 �� s �	� Sm �� ��������
�
��
� - Sm� C����2	�
� �� ��	� 2	� ∀t ∈ S, γ(t)+ ‖s‖2 = ‖s− t‖2 − 2εZ(t)�
1
 �
 ���� �,�
�
����� �	���
��! ��	� ��	� m ∈ M′ 7

‖s − ŝm′‖2 ≤ ‖s − sm‖2 + 2ε[Z(ŝm′) − Z(sm)] − pen(m′) + pen(m). 8���9

F�	� ����
� ���
��
�
� ��
��*��� �� 2	�
���� Z(t)−Z(sm)! 	
�(������
�
��	� t ∈ Sm′ �� m′ ∈ M′� ��	� ����! �������
� ��	� �,����� 	
� �
�
�3
���� ������2	�! �N� - �����,��
! ;���
���� �� %	��Q�� 8�$��9! ��	� 	
� (����
������	����� 7 �� X(t) ��� 	
 �������	� E�	����
 �
��/� ��� S! �� �����
��
���
��2	���
� �
��� - 1! ��	� ��	� λ > 0! �
 � 7

P

[
sup
t∈T

X(t) ≥ E

[
sup
t∈T

X(t)

]
+ λ

]
≤ exp

[
−λ2

2

]
. 8���9

���
�
� ��� X(t) = (Z(t)−Z(sm))/‖t− sm‖ ��	� t ∈ T = Sm′ �� λ2 = λ2
m′ =

2(Lm′Dm′ + ξ)! ξ > 0� ��� ��
�����
� �� �,�
�
����� ��
� ���
 �N� �������� ����
1
 �� �����
��� ��� ��"���� E[supt∈T X(t)]! �
 �
����	���
� S = Sm +Sm′ !
�� ����
���
 D! �� ψ1, . . . , ψn 	
� ���� ���'�
������ �� S� Z ���
� ��
�����
�	� S ⊂ S 81ère �
�
�����9! �� �,����� �,�
�
����� �� ��	�'63%�'P���> 82ème

�
�
�����9! �
 �����
� 7

sup
t∈Sm′

Z(t) − Z(sm)

‖t − sm‖
≤ sup

u∈S

Z(u)

‖u‖ = sup
α∈RD

∑D
j=1 αjZ(ψj)√∑D

j=1 α2
j

≤
[

D∑
j=1

Z2(ψj)

] 1
2

.

����� D ≤ Dm + Dm′ ! �
 ��	� ��"���� �,������
�� �	 �	� ��
������ ���√
Dm + Dm′ ! �� 2	� ��

�! �
 	������
� 8���9 ���� ��� ����	�� �
��2	��� 7

Ps

[
sup

t∈Sm′

Z(t) − Z(sm)

‖t − sm‖
≥

√
Dm + Dm′ + λm′

]
≤ exp(−Lm′Dm′ − ξ)

��



#
 �������

�
� ��� �
�
������ ����
	�� 2	�
� m′ ������ M �� �,����� ��
���
����
 �� Σ 8���9! �
 ��'��� �,	
 �
������ Ωξ �� ����������� �
(����	�� -
Σ exp(−ξ)! �
 � 7

Z(t) − Z(sm) ≤ ‖t − sm‖
[√

Dm + Dm′ +
√

2(Lm′Dm′ + ξ)
]

≤ ‖t − sm‖
[√

Dm′
(
1 +

√
2Lm′

)
+

√
Dm +

√
2ξ

]
,

��	� ��	� t ∈
⋃

m′∈M Sm′ 8�
 � 	������ 2	�
√

a + b ≤ √
a +

√
b9� R�/�
�

η ∈ (0, 1) �� 	������
� 7 8�9 ��	� c > 0! 2ab ≤ a2c + b2c−1! 8�,9 (a + b)2 ≤
a2(1 + c) + b2(1 + c−1)! 8�S9 (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)! 8�9 �� ���
����
 �� pen(·)!
�� 8�9 �,�
�
����� ����

	������ ���� ��

� 7

2ε[Z(t) − Z(sm)] ≤ 2ε‖t − sm‖
[√

Dm′
(
1 +

√
2Lm′

)
+

√
Dm′ +

√
2ξ

]
≤ ε2

1 − η

[√
Dm′

(
1 +

√
2Lm′

)
+

√
Dm′ +

√
2ξ

]2

+ ‖t − sm‖2(1 − η)

8�9

= Q + R

avec Q ≤ ε2

1 − η

[
(1 + η)Dm′

(
1 +

√
2Lm′

)2

+ (1 + η−1)
(√

Dm +
√

2ξ
)2]
8�,9

≤ 1 + η

(1 − η)K
pen(m′) +

2ε2(1 + η−1)

1 − η
(Dm + 2ξ) 8�9!8�S9

et R ≤
[
‖t − s‖ + ‖s − sm‖

]2

(1 − η) 8�9

≤ (1 − η)
[
‖t − s‖2(1 + η) + ‖sm − s‖2(1 + η−1)

]
8�,9

= (1 − η2)‖t − s‖2 + (η−1 + η)‖s − sm‖2.

C���
�
� �	 �������� �
����� �
 �����
�
� ��� ��	/ �
�
������ 2	� �,�

���
� �,����
�� ���� 8���9� #
 ��'��� �� Ωξ! ��	� ��	� m′ ∈ M′!

η2‖s − ŝm′‖2 +
K − 1 − η(1 + K)

(1 − η)K
pen(m′)

≤ (1 + η−1 − η)‖s − sm‖2 +
2ε2(1 + η−1)

1 − η
(Dm + 2ξ) + pen(m). 8��.9

�'�������
� ���
��
�
� η ����> ����� ��	� ����� K > 1 + η(1 + K) 8�,���
�������� ���� η ∈ (0, 1)9! �
 � ����� B �	� Ωc

ξ B sup {pen(m′),m′ ∈ M′} < ∞

��



�� ��
� �� �/���� y ��� 2	� M′ ⊂ M(y) = {m′ ∈ M|pen(m′) ≤ y}. 1� ��	�
��	� m′ ∈ M′! 2Kε2Lm′Dm′ ≤ y! �,�=

Σ ≥
∑

m′∈M(y)

exp [−Lm′Dm′ ] ≥ |M(y)| exp

[
− y

2Kε2

]
��� ��
��2	�
�! M(y) ��� �
�! ��
�� 2	� M′� ;� �/���� ��
�� m̂ 2	� ��
�����
crit(m) �	�M′! ��
� �	�M� #/���
�
� �� �������� �� �,	
������ %� Sm′ =
Sm′′ �� pen(m′) = pen(m′′)! ����� crit(m′) = crit(m′′) ���� ŝm′ = ŝm′′ � ���
��
���! �� pen(m′) �= pen(m′′)! ����� crit(m) �= crit(m′)� %� Sm′ �= Sm′′ ! �����
ε−2

[
‖ŝm′‖2−‖ŝm′′‖2

]
��� �� ��5���
�� �� ��	/ ��������� �
����
��
��� �	���
�

��� ���� �	 χ2 8����� 8���9 �� ��
��� ������
�9� �,���
���
�
{
crit(m′) =

crit(m′′)
}

=
{
ε−2

[
‖ŝm′‖2 − ‖ŝm′′‖2

]
= (pen(m′) − pen(m′′))/ε2

}
��� ��
� ��

����������� 
	���� R�
�����
�! �
 � ���	�� �,�/����
�� �� �,	
����� �	� Ωc
ξ ��

�,��������	� ��� ���"�����
 ��
����� s̃ = ŝm̂� ����� Ps[Ωξ] ��� ������������
�
������! �
 � �,�/����
�� �� �,	
����� ����2	� �N����
��
��	� ����
�� 	
� ��"������
 �	 ���2	� �� ��� ��������	�! �����
�
� 8��.9

���� η = (K − 1)/(K + 1) �� m′ = m̂ 7 �	� �,�
������ Ωc
ξ! �
 �(

K − 1

K + 1

)2

‖s−s̃‖2 ≤ K2 + 4K − 1

K2 − 1
‖s−sm‖2+pen(m)+

2K(K + 1)ε2

K − 1
(Dm+2ξ),

�� ����� Kε2Dm ≤ pen(m)! �
3��'��� �� Ωξ!

‖s−s̃‖2 ≤ (K + 1)2

(K − 1)3

[
K2 + 4K − 1

K + 1
‖s−sm‖2+(3K+1)pen(m)+4K(K+1)ε2ξ

]
.

;� �/���� ��
� 	
� �������� ��������� V �������� ����� 2	� Ps[V > ξ] ≤ Σ exp(−ξ)
��	� ξ > 0 ����� 2	�

‖s − s̃‖2 ≤ 4K(K + 1)2

(K − 1)3

[
‖s − sm‖2 + pen(m) + (K + 1)ε2V

]
,

�� ����� Es[V ] ≤ Σ! �
 �����
� 8��)9 ��� �
��
�����
 �� ����� �
�
�����
�	��2	� m ∈ M ��� �����������

�

��� �����
� 	������� �� ���	����

�,�
�
����� 82.39 �	

��� �� ���
���

pen(m) = Kε2Dm(1 +
√

2Lm)2, 8��$9

�,�= �,�
���<� �� �� ���
����
 �	���
�� 7

�)



"�#
����
 / %���
��$��0 1
��* �� ��������
' ��	� S �
 ����������� ����
���	�� ���
 ������ �� *	����� H�  
 ������� ������
�� �
� #�
	��� �
	� ��
��
�
������ {(Sm, Lm)}m∈M �$ ���� �.���� m ∈ M� Sm ��� �
 ������ ����
���	�� �� �	
�
�	�
 Dm �� S �� Lm �
 ���� ���	�	# ���	��
� �� ��
�	�	�
 &5�5(�
%��
� ��

�� �
� �������	� S� �
 ���
	� ��
 �
��/ �� ��������
 �� ��	
� s ∈ S

���

aI(s,S, ε) = inf
m∈M

{
d(s, Sm)2 + ε2Dm(Lm + 1)

}
+ Σε2. 8���&9

1
 ��	� ��������� �������� 8��)9 ��	� �� (����

Es

[
‖s̃ − s‖2

]
≤ C0(K)aI(s,S, ε), 8����9

C0 ���
� 	
� (�
����
 �� K ��
��
������
� �'����� 8����� (1 +
√

2Lm)2 ≤
3(1 + Lm)! C0(K) = 12K(K + 1)3(K − 1)−3 ��
���
�9� �,�
��/ �� ��������


�	� �	A� ��
� ��	� ���	��� �,���������� �,	
� ������
���
F�	� ��	��
� �,����3��3��"- 
�	� ����� ��	/ 2	�����
� 7 �����
� �'�����

K! �����
� �'����� ��� ����� Lm K

�!�!� �� �2�� �� 3

1
 ��	� ���	��� 8�� �
 �,������� �
 �������
� ��� ���	�����
�9 2	� ��
����������
 K > 1 ��� 
����������
�� ��	�! �� ����� 4K(K + 1)3(K − 1)−3 �	

��� �,������ �� �'����� K

����'� �� 1 �	 K ���� 
��
�� #
 ����
�'�! �� �,�
 �'���'� - ��
������ �����
(�
����
 ��	� ��������� �� ���2	� �� 
���� ��������	�! �� ���	��� ����
	 
,���
��� ���� �����(����
�� 0
� ����� �����������
 ����
�� �
 �5�� ��	� �� ��������
��
� �� �	���! 
�	� 
� 
�	� ������	����
� ��	� �	 �'��/ �� ����� ��
���
���

�!�!� �-������

�� ��� ����� Lm

�� �'��/ ��� Lm ��� ��	� �������! ��
� �� ���	�� �= �� 
,6 � ��� �� ���	���

- �� �������� 2	� ���� ��������
� ��������� ��	/ �6��� �� ������
��� ������
�
4
��	������4 7 Lm = L > 0 �	 Lm = L(Dm)! �� 2	� 
�������� ��	� �,�����
2	� ��	� ��	� D! �� 
,6 ��� 2	,	
 
����� �
� �� ������� �� ����
���
 D�

� ����
��	
�� � �� �����	
�� �� ���
�����

F�	� �	�����
� ��
�! ����
 �,�/�����
�� ������� �
 8�����9! �������� ��
�,����������
 �� x1, . . . , xN �� �,	
� ����������
 �� y - n �
���
�� �����
���
8�	 �
 ��	� ��� ��	� ��� ��
�����
� �����
�������9� F�	� 
���
� ���������
Y = (y1, . . . , yn) 8yi ��� �� ����	� �� y �������� - �,�
���
� i! �� 
�	� 	������
�

��



�� �<�� 
������
 ��	� ��� xj 7 Xj = (xj
1, . . . , x

j
n)9 � ����� 
�	� �,����
�

�/���2	� �
 8�����9! 
�	� �������
��
� 
���� �/�����
�� ��� Y = s + σξ! �= s
��� �� �����	� ��
� �� ième ������

�� ��� μ(x1

i , . . . , x
N
i )�

C������
� 2	� �� �������� 2	� 
�	� 
�	� ����
�! ���! 
� ��

�����
�
��� �� (�
����
 μ! ��
� s! �,������� s� #
 �5��! ���� 
�	� ��������� �����
�,������� - �� (�
����
 μ! �	 �
 ��	� ��� - 	
� ���������
 �� �����3��! �� ��
��
��� �/�����! �� ������� �� ����	� �� μ ��	� �� 
�	������ ��
�����
��
F�	� ���
� ��"� �	 2	� �� ��A�	��� 
,��� ���! ���
� ��

� 	
 ������!

�� ���	��� 	
 ��������	� ������� 8�� 2	� 
�	� ����
� (���� 7 �� �	A� ��
���
��� �,��������	� ��� ���"�����
! �,����� 8��.99! ���� �� �'����� �� ������
2	� 
�	� ��������� �,����
�� �� ������	� ��������	� ��������! ���� ��� ��

���
��
� 
�	� �������
�� ���� �� ��
������! ���! - �'����� 2	����� ��������� �����
(X1, . . . , XN ) �� ��� �����
�
� �� 
����� ��	� ����	��� �� (�
����
 ���'���'���
?�
��! 
�	� �'���'�
� 	
 ���	���� ��	� �� (���� �,	
 ��	�3�
������ �� Λ =
{1, . . . , N}�
?����! �� 
�	� �'�������
� ��� �/����� �� 
����� �/������
� N �������3

���
� ����� ��� n 8N ≤ n9 ��
� 
�	� �������
�! �� 
�	� �	A��! �	��2	� 
�	�
���
� �'���� �,������� μ ��� 	
� (�
����
 ��
����� �� 2	� 
�	� ��

�����
�
��� �����	�� (Xj)1≤j≤N ! �� ����	��� 	
 �6����� ��
����� ��	� ����
�� �,����3
�����
 �� �� (�
����
 μ ���'���'��! - ������ �� �,���������
 �� s 2	� 
�	�
�	��
� ����
	�� ���� ��� ���
 �������� ��� 
�	� ���
� �	����� ��� �����	��
Xj ��
�������
� �
����
��
��! �� �� (�
����
 2	� 
�	� �'���'�
� ��� ��
�
���
 	
�2	��
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� 
�	� �
�������� - ��	/ ������
��� ��������� ���� ��5���
��� 7
B �� ��������
 �� ��������� ����

���! 2	� ��
����� - �
��	�� ��
� ��
������
�� ��	� ��� �
������� �� �� (���� Λm = {1, . . . ,m}! �� �����
M = {1, . . . , N}�

B �� ��������
 �������� �� ���������! 2	� ��
����� - �,�
�������� - ��	� ���
��	�3�
������� Λm = m ��������� �� Λ 8m ∈ M = P({1, . . . , N})9�

F�	� ��	��
� ����	�� ��� ���	����� ����
	� ��� �,��������	� ��
�����! ���
�
- �� ���
����
 �! ����2	� �� ��
����� ��� ��

�� ��� 8��$9� �,����� 8����9! ��
�	A� ��
� �,��	���� �,�
��/ �� ��������
�

��� ��������
 �� ����� ��� ����

���

F�	� ����
� �,����� 
�	� �
�������� - �� ������
�� �� ��	� ������ ��
�
�� �����! �,���3-3���� �� ��� ��� ����� ��
���
��! �	�� 
�	� �����
� �� 2	,��3
����� 	
� ������
�� ���� ��� ����� ���������� F�	� 
�����
� Sm �� ��	�3������
�

�
��� ��� �� (������ {Xj}j∈m

��



�!�!� ���
��$�� � ����� ��
��

��!

1
 �'����� Lm = L ��	� ��	� m �� �����! 8���9 ��� ������� 7
Σ =

∑N
m=1 exp[−mL] < (eL − 1)−1� ?����! �,�
��/ �� ��������
 �� �����

������
�� S ��� ���
� ���

aI(s,S, ε) ≤ inf
m∈M

{
d2(s, Sm) + ε2m(1 + L)

}
+ ε2

(
eL − 1

)−1

. 8���9

1� aO(s,F , ε) ≥ ε2! ��
�

aI(s,S, ε) ≤ inf
m∈M

{
d2(s, Sm) + ε2m + LaO(s,F , ε)

}
+ aO(s,F , ε)

(
eL − 1

)−1

≤ C(L)aO(s,S, ε)

�� 2	� ��� ��"- 	
� �
�
����� �,������! �	 �6�� 2	� �,�
 ���'���'� 8�( 8���&9!
�� 
�	� 
,���
� �<�� ��� �����
 �	 ����� �
 ε29 7 
�	� ���
� ��
� ��"-
�����	 �� �������� 2	� 
�	� 
�	� ����
� ����! ��� ��
� �� ��� �� �� ��������

�� ��������� ����

���� #
 �5��! ��
� �� ��
� 2	� 
�	� ����
� ���
� - ��
���
����
 �! 
�	� �������
� �,	
� ������
�� 2	� ������! ���� �,��������	� ���
���"�����
 ��
�����! �,�����
��� �� ������	�� ��������
 2	� �,�
 ��	� �������
���� ��	� (������ �� ������� ��	/ �� �� ��������
 �� ��������� ����

����

�!�!� ���
��$�� � ����� �
��
����!

1
 ��	� ��� �/����� ����6�� Lm = θ2m−1/2 ��	� 	
 ������
 θ > 0! ��
����� �
 � ���
 8���9 7 Σ < Σθ =

∑∞
m=1 exp(−√

mθ2)! �� �,�
��/ �� ��������

�� �� ������
�� ��
�� ����
	� ��� ���
� ��� 7

aI(s,S, ε) ≤ inf
m∈M

{
d2(s, Sm) + ε2m

(
1 + θ2m−1/2

)}
+ Σθε

2. 8���9

1�! ��	� L = log (1 + exp(θ2)/2) �� θ2 ≥ 3! �
 � Σθ < (eL − 1)−1! ��
� �

��	� �������� (�������
� 8���9 �� 8���9 7 �� �
 
��� m0 	
 �����
� �� M
��
�����
� d2(s, Sm)+ε2m(1+θ2m−1/2) !8���9 ��� ������	� 2	� 8���9 ��� 2	�
L > θ2m

−1/2
0 �

1
 � ��
� ��
��� 2	� ��
� �� ��� �� �� ��������
 �� ��������� ����

���!
�
 
� ��	� ��� ������� (���� ���	/ 2	� �� ���	���� ����
	 ��� �,��������	� ���
���"�����
 ��
����� 8�	��2	,�� �����
� �� ��������
 �,������9� C���
�
� ��	��3
��
� ��	� �� �	��� 2	� ��� ���	����� ��
� ����������! ���(��� 	
 ��	 ������	��
���� �� ������
�� - ����� ���������! ���
 2	� ���� 
,���������� ��� 2	�
� �

�'���'� - ����
�� 	
� �
�
����� �	 �6�� 8���&9�

��



��� ��������
 �������� �� ����� ���

��
� �� ��� �� �� ��������
 �������� �� ���������! 
�	� �'�������
� �,�
��	��
��
� 
���� ������
�� ��	� ��� ��	�3�
������� �� Λ = {1, . . . , N}� 1
 
���
m ∈ M = P(Λ) 	
 ��� ��	�3�
������! �� �����! Dm = |m| �� Sm ��� �� ��	�3
������ �

�
��� ��� �� (������ {Xj}j∈m� #
 (���! 
�	� �	�������
� ���(��� 2	�
��� Xj (����
� 	
� (������ ���'�
������! �� 
�	� �� 
�����
� ����� {ϕλ}λ∈Λ�
C����2	�
� 2	� ����� '6���'��� 
,��� ��� �����

���� ��
� �� �������! ��� ��

,6 � �	�	
� �����
 ��	� 2	� ��� Xj ����
� ���'�
�������� F�	� �� (����
�
2	�
� �<�� ��	� ��	/ �����
� 7
B #��� �� 
�	� ��������� �� (���� ������
� ����	�� �/��������! 2	� 
�	�
����
� ���
 	����� �,	
 ���
� �� �	� �'����2	�! ����� 
�	� �� �����
�
��� �� �	����

B ;� �/���� ��� ���	����
� �= ����� '6���'��� ��� �������! �� ��� ���	����� 2	�
�	���
� �,6 ���
��
� ��
�� ;� (�	� ��� �'���'�� �
3��'��� �� �� ��������

�� ���������! ��� �/����� ����2	,�
 ��	� ������� 	
� (�
����
 �� 2	�
�,�
 �'����� ��	� Xj 	
� ���� �� R�	�������

�!�!� ���
��$�� � ����� ��
��

��!

�� ��� Lm = L ��	� ��	� m ∈ M ������ 8���9 7

Σ =
N∑

k=1

Ck
Ne−kL = (1 + e−L)N − 1.

�	��2	� 
�	� ��	��
� ����
���� 	
� �
�
����� �	 �6�� �� 8���&9! �� (�	�
2	� Σ ����� ���
� ����2	� N ��
� ���� �,�
�
� �� 
�	� ��	��
� ��	���� �������
�� (���� �������H��� ��
� �� ��
���
��! �� ��	���� �'����� �����3�� �
����
���3
��
� �� N � #� ��
�! �� (�	� �'����� L/ log N ≥ 1 + o(1)� F�	� �'�������
�
L = log N � ?�
��! �
 � Σ < e − 1 8�� �
 � �	��� Σ < 1 + log N9� #
 	������
�
�� ��
����� ��

�� ��� 8��$9! �
 ��	� ��"���� �,�
��/ �� ��������
 �� �����
������
�� ��� 7

aI(s,S, ε) ≤ inf
m∈M

{
d2(s, Sm) + ε2|m|(1 + log N)

}
+ Σε2 8���9

≤ (1 + log N)
[
aO(s,F , ε) + ε2

]
. 8��)9

;� 
�	� ��
2	� ��
� 	
 (����	� (1+log N) ��� ������� - �� ��������
 �,������!
�� 
�	� ��6�
� 2	,����� �'���'� - 
����� Σ ���
� 
�	� � ��
�� - 	
� ��"�3
�����
 ��
� ��2	���� �� (����	� ��
� �
 (��� ���� �,�
�
� ���� N �

�.



F�	� ��	��
� <��� ��	� ������ �� ����	��� �/���������
� �� ��������
 �,������
�� �,��������	� ��� ���"�����
 ��
�����! ����2	� �� (������ {ϕλ} ��� �	������
���'�
������� F���
� s =

∑
λ∈Λ βλϕλ� 1
 � 7

aO(s,F , ε) = inf
m∈M

{∑
λ/∈m

β2
λ + ε2|m|

}
= ‖s‖2 + inf

m∈M

∑
λ∈m

(−β2
λ + ε2). 8���9

�� ��
��	� ��� �����
� ��	� m� = {λ ∈ Λ
∣∣β2

λ > ε2}! �� �
 �����
� ��
� ��
(���	�� �	���
�� 7

aO(s,F , ε) =
∑
λ∈Λ

(β2
λ ∧ ε2). 8���9

#
 �������
� ��
� 8��)9! �
 �����
� 7

aI(s,S, ε) ≤ (1 + log N)[
∑
λ∈Λ

(β2
λ ∧ ε2) + ε2]. 8���9

 ���! �
 �'���'�
� - ������ 
���� �
�
����� ��	� �� (���� �� 8���&9! 
�	� ���
�
�
 (��� ����	 ���	��	� �� ��������
 7 �
 	������
� �� ��"������
 Σ < e − 1!
8���9! �� �
 	������
� 	
� ���'��� ��������� - ����� 2	� � ���	�� - 8���9! 
�	�
����
�
� �
 (��� 7

aI(s,S, ε) ≤
∑
λ∈Λ

(
β2

λ ∧ ε2[1 + log N ]
)

+ ε2(e − 1). 8��.9

2	� ��� ��
�(������
� ������	��! �
 ������	���� ����2	� N ��� 
��
�! �����
�
 ��	� �� ���� ��� �/����� ���� �� ��� s = ε

∑
λ∈m ϕλ! m ∈ M\

{
{0}

}
.

F�	� ����
� ���
��
�
� ����	��� �,��������	�� F�	� �������
� �� �� (��3
�	�� ŝm =

∑
λ∈m β̂λϕλ �= β̂λ ��� �� ���A���
� Y (ϕλ)! 2	� 
�	� ��

� �,����3

����	� ��� ���"�����
 ������� �	 ������ Sm� ;� ����� - �'����� �� ������ ���3
�����
��
� - �,��������	� ��
������ ��	� ����! �� 
�	� (�	� ��
������ �� �������
��
����� −‖ŝm‖2 + pen(m)! �= �� ��
����� ��� �� �� (���� pen(m) = T 2|m|!
��
� �
 ��	� �����2	�� 	
� ���'��� �
���
	� - ����� �����6�� ��	� ���	3
��� 8���9� ���� 
�	� ���
� - ��
������

∑
λ∈Λm

[−β̂2
λ + T 2]! �� ��
� - �'�����

m̂ = {λ ∈ Λ
∣∣|β̂λ| > T}. F�	� �������
� ��
� �� ��������
 ��	����� 8�� ��	��

���
� ��� T9 �� �,��������	� ��	���� ��� 7

s̃T = ŝm̂ =
∑
λ∈Λ

β̂λ1l{|β̂λ|>T}ϕλ 8��$9

C����2	�
� 2	� ��	� ����	��� s̃T ! �� �	A� �� N ��������
� 82	� ��
�����
�
- �������� 	
 ���A���
� β̂λ �	 ��	��9! �� 
�
! ����� �
 �	���� �	 �� ����
���!
�� �������� ���������
� ��� ����	�� �� 2N �������� �� ��
��������
! �� 2	�

�$



�	���� ��"- ��� ���������� ��	� N = 100! ��� �/�����! �� 2	� ��� 	
� ����	�
�����

����� R�
�����
�! 
�	� ���
� �	 ����	��� �/���������
� �� ��������

�,������ �� �,��������	� ��� ���"�����
 ��
�����! ��� �� ���'��� �	 ��	��! ����

�	� 
,���
� ��� ��	��� - ����
�� 	
� �
�
����� �,������ ���� 	
� ��
���
��
�
����
��
�� �� N � #
 (���! ���� ��� ����������! �,����� 	
 ���	���� ����
���
��� ��
�'� �� U�'
���
� 8�$$)! T'������ �9! ����
 ��2	�� 7

lim inf
N−→+∞

1

log N

[
inf
ŝ

sup
s∈S

Es[‖s − ŝ‖2]

aO(s,F , ε) + ε2

]
≥ 2, 8���&9

�= ŝ �����	�� �,�
������ ��� ��������	�� ���������� C������
� 2	� S = ev
{
Xj

}
j∈{1,...,N}

O�6�
� 	
 ��	 �� 2	���� (�I�
 
�	� �������
� ��� ��� ��������	�� �
���
�	/� ���
����
�! �	� �,�
������ ��� ��������	��! 	
� �������
 �,����� �� ��
(�I�
 �	���
�� 8ŝ1 �� ŝ2 ��
� ��	/ ��������	��9 7

ŝ1 � ŝ2 ←→ sup
s∈S

Es[‖s − ŝ1‖2]

aO(s,F , ε) + ε2
≤ sup

s∈S

Es[‖s − ŝ2‖2]

aO(s,F , ε) + ε2
8����9

?����! 
�	� �'�������
� ����� 4������	� ��������	�4 ŝN 	
 �����
� ��/����
��	� ����� �������
 �,�����! �� �� (���	�� ��3����	� ����	� �����! ��6������3
2	���
� 8�,���3-3���� ����2	� N → ∞9! ��� ���(����
��� �� �� ������	� ����3
����	�� #� �
 ���� ��
� 2	� �� ��� �� �� ��������
 �������� ��� ��
�������
�
��	� ��A���� 2	� ���	� �� �� ��������
 ����

�� �	��2	,���! �� ��� ����������
�,�����
��� �� ��������
 �,������! �
 ��	� ��� ��� - 	
� ��
���
�� �
����
3
��
�� �� N ����� �� ��	�! 
�	� ���
� ��
� �����
� �� ������	�� ��������
 2	�

�	� ��	���
� �������! �,	
 ���
� �� �	� ��6������2	�! - 	
� ��
���
�� ����!
�	��2	� �,����� 8��)9 �� 8����9! �
 
���
� s̃T �,��������	� ��	���� 7

lim sup
N−→+∞

1

log N

[
sup
s∈S

Es[‖s − s̃T‖2]

aO(s,F , ε) + ε2

]
≤ C0(K). 8����9

�� ��������
 ����
	�! ��	� �'�2	� N ! ��� �,��������	� ��	����! 2	� ��� ��
��� ������	���� �� �,��������	� ��
����� ��
� �� ��� �� �� ��������
 ��������
�� ��������� ���� ��� (ϕλ) ���'�
�����! ��� ��
� �	��� ��

� ��6������2	�3
��
� 2	� ����� ����
	� �
 �'�������
� ��	� �'�2	� N �� ������	� ��������	�
���������
 ��� 
�	� ��	��
� ��"- �����2	�� 2	,�
 �������
� ��
�� �� (�I�
 
������

�� ����������
� ��6������2	�! 
�	� �����
� - �*�� �	 (��� 2	� 8���9 ��	�
���(��� <��� ��������! ����� 
�	� �� ��6�
� ���� 8��.9� ���� ��� �N �	 (���
2	� 
�	� 
� ��
����
� ���! ��	� �'�2	� N �� �'�2	� ��������	�! 2	� �� ����
��� ���! �� ���� ���'� �� 2	� ��	� �� ������ �� �
 � � ������ ��	� �,�
(�������
�

�&



�	� s� ��
� �� ��� �� �� ��5���
�� �
��� 8���9 �� 8��.9! 
�	� ���
� �	 2	� ��	�
������
�� ����	�� �� s! �� ��5���
�� �� ��������
 ��	� <��� �������
��! ���� ��

,��� ��� ��A���� �,���
�
�� 2	� �� ���� ��� ��� 
,��� ��� ���	/ ������ ��
� 	

��� 2	� ��
� �,�	��� 8����6�� ��� �/����� ���� s =

∑
λ∈Λ ε

√
2(1 + log N)ϕλ 7

�
 ���� 2	� �� ���	���� ��	� (�������
� <��� �	��� ��	���� ���� ��� ��	/ �
3
�
������! �� �� ��
� ��� ��� ����� ��	/3�- 2	� ��	��
� ���'��! ����2	� �,�

������ 	
 ���
� �� �	� ���� 
�����! ��� ��� �= ��� ���	����� ��
� ��
�������
�
��5���
�����9�

�!�!� ���
��$�� � ����� �
��
����!

F�	� ����
� ���
��
�
� ����6�� �,��������� �� ������
�� �������
�� �

�
����	���
� ��� ����� ���������! ����
��
� �� �� ����
���
 7 Lm = L(|m|).
1
 � 7

Σ =
N∑

D=1

CD
N exp [−DL(D)] ≤

N∑
D=1

(
eN

D

)D

exp [−DL(D)] 8����9

≤
N∑

D=1

exp

[
−D

[
L(D) − 1 − log

(
N

D

)]]
.

8���)9

?�
��! �� 
�	� ����
� L(D) = 1+θ+log (N/D)! �
 �����
� Σ ≤
∑∞

D=1 e−Dθ =
[eθ − 1]−1. #
 ����
� θ = log 2! �
 � �� ��"������
 �	���
�� ��	� �,�
��/ ��
��������
 7

aI(s,S, ε) ≤ inf
m∈M

{
d2(s, Sm) + ε2|m|[1 + log (2N/|m|)]

}
+ ε2. 8����9

#��
� ��

�� �� ���������
�� �
��� 8����9 �� 8���9! �,�
��/ �� ��������
 ��
����� ������
�� ������ ��� �
�
������ �
���
	�� - 8���9 �� 8��.9� ���� ��	�����

�	� (���� ��
��� 2	� �� ������
�� - ����� ��������� 
,������� ��� �,������3
�����
� ���� ��� 
�����������
� ���� �� �,�
 ������ 	
 ���
� �� �	� ��6��3
����2	� �	��2	� �,����� 8���&9 �� 8����9 �� ������
�� - ����� ��
���
�� 
�	�
(�	�
������ ��"-! �� �� ���
� �� �	�! ��� ������	�� ���	����� 2	� 
�	� ��	���
�
��������  ��� �� ���
� �� �	� ���'� �
 (��� 2	� ��
� ������
� ���! ��� �����
��������� �������
� 	
� ������	�� ��������
 2	� ��� ����� ��
���
��� �����

�	� �,����
� (��� �����2	�� - �� �
 �� �� �������
�� ������
! �� (�	���! ��	�
������� 2	,�� ��� �������� �,��������� �� ��������
 ����
	�! ������� 	
 ���
�
�� �	� ���
� 
������ �,��� �� 2	� 
�	� (���
� ��
� �� ����'��
� �������
 ��� 
�	� ��	��
� �,����� �/�������� �,��������	� ��� ���"�����
 ��
�����

��
� �� ��� �� ����� ������
��� #
���� 	
� (���! �� �
 �	����� �� (������ {ϕλ}λ∈Λ

��



���'�
������! �� ����	� 
� ���� ��� �� �������� 7 
�	� �����
I�
� ���
�
����	��� �� ���
����
 �	���
��! 2	� 
�	� ���� 	�����

"�#
����
 4 %��
� ��

� �
 �
��
��� �
	 �� 
�
���� ����� {bi}i∈I � �� ����
�	
�� N � �
 
��� {b(j)(I)}1≤j≤N �� 
0
� �
��
��� �� ����� ��
��� ����
 �������
�����	���
� �� ����� ������� �������� ) |b(1)(I)| ≥ |b(2)(I)| ≥ . . . ≥ |b(N)(I)|.  

������� ����� Ī[D] ���� ���� 1 ≤ D ≤ N �� ������
��
��� {b(j)(I)}1≤j≤D &��
��
� ��
� ��� 4 ���� ���
�� bi �
 
�����(�

F�	� ����
� ���
��
�
� ����	��� �,��������	�� 1
 � 7

inf
m∈M

{
−

∑
λ∈m

β̂2
λ + Kε2|m|

(
1 +

√
2L(|m|)

)2
}

8����9

= inf
0≤D≤N

{
− sup

{m∈M| |m|=D}

∑
λ∈m

β̂2
λ + Kε2D

(
1 +

√
2L(D)

)2
}

8����9

= inf
0≤D≤N

{
−

D∑
j=1

β̂2
(j)(Λ) + Kε2D

(
1 +

√
2L(D)

)2
}

8���.9

1
 
��� D̂ 	
 D ��	� ��2	�� �,�
��	� ��3����	� ��� �����
�� m̂ = Λ̄[D̂]
��
����� ����� �� ������� �� ��
����� 7 �,��������	� ���'���'� ���

∑
λ∈m̂ β̂λϕλ�

�!�!� (���
�
���
 �
��� ��� ���* ���
��$���

����� ������ ��
� �� �������
�� ������
! 
�	� ����
� ��	���� �,������
�� �� ������
�� - ����� ��
���
��� ����� 
�	� �,����
� �	! �� (�	�! ��	� ����
�� ��5���
��! ������� 	
 ���
� �� �	� ���
� 
�����! �� ��
� ������� - s
�,�������
�� - ��� ������� ��	� �������
��� 2	� S �� H� 1
 �,�
������� ��
�
��� �	/ �
������� SD =

⋃
{m∈M||m|=D} Sm� F�	� �	�������
� 2	� �� (������

{ϕλ}λ∈Λ ��� ���'�
�������
�,����� 8����9! �,��������	� ��
����� s̃ ��
� �� ��� �� �� ��������
 ��������

- ����� ���������! ������ 7

sup
s∈SD

Es

[
‖s̃ − s‖2

]
≤ C0(K)ε2[D + D log (2N/D) + 1]. 8���$9

?����! �� ���	���� �	���
�! 2	� ��� ����
��� ��
� �,������� �� M��
� ��  ������!
��
��� 2	� s̃ ��� ��
���/ �	� ��� ������� SD! D ≥ 1 7

�������� � 6� ��	��� ���� ��
���
��� �
	��������� ���	�	��� κ �� κ′ ������
���

κε2D[1 + log (N/D)] ≤ RM(SD, ε) ≤ κ′ε2D[1 + log (N/D)]. 8���&9

���� ���� ε > 0 �� 1 ≤ D ≤ N.

��



 ��� 
�	� ����
� ��
���� 2	,�
 �� 2	� ��
���
� �� ��� ��� ����� ��
���
��!
�,��������	� ��
����� B 2	� ��� ����
	 ��� �� ��������
 ��	����! �(�8��$9 B 
,���
��� ��
���/ �	� ��� �
������� SD� 1
 ��	� ��"- �� �	������� �
 �����2	�
�
2	�! ��
� 8��.9! �� ��"���
� �� �,�
��/ �� ��������
 ������ 7

sup
s∈SD

∑
λ∈Λ

(
β2

λ ∧ ε2[1 + log N ]
)

= Dε2[1 + log N ]. 8����9

 ��� 
�	� ����
� �<�� ����
���� 	
 ���	���� ��	� (��� 7

&���������
 � ��	�
� T > 0� s̃T �����	
����� ���	��� ���
	 ��� &7�8(� m ∈
M�  
 � ����� )

Es

[
‖s̃T − s‖2

]
≥ |m|T 2

2
si s = T

∑
λ∈m

ϕλ. 8����9

&����� 5 1
 �! ��	� ��	� s ∈ S 7

Es

[
‖s̃T − s‖2

]
=

∑
λ∈Λ

Es

[(
βλ − β̂λ1l{|β̂λ|>T}

)2
]
. 8����9

�,�= 7

Es

[
‖s̃T−s‖2

]
≥

∑
λ∈m

Es

[(
T−β̂λ1l{|β̂λ|>T}

)2
]

= |m|Es

[(
T−(T+εξ)1l{|T+εξ|>T}

)2
]
.

8���)9
�= ξ ��� 	
� �������� ��������� 
������ ���
����� �� ����������
 ����	�� �����
�� 7 (

T − (T + εξ)1l{|T+εξ|>T}

)2

1l{ξ<0} ≥ T 21l{ξ<0}. 8����9

�

1
 �����2	� ���
��
�
� �� ����������
 ����! ��� �/�����! T ≥ ε
√

log N �
?����! �,����� 8����9 7

sup
s∈SD

Es

[
‖s̃T − s‖2

]
≥ ε2(D/2) log N. 8����9

��	� D = N ! �
 ���� ��� 	
 (����	� log N ��� ������� �	 ���2	� ��
���/���
#
 (���! ��	"�	�� ��	� T ≥ ε

√
log N ! �
 � 7

sups∈SD
Es

[
‖s̃T − s‖2

]
sups∈SD

Es

[
‖s̃ − s‖2

] ≥ C(K)
log N

1 + log N/D
. 8����9

�� 2	� ������� ��'���� �� 
�	� ��
���
��� 2	� �� ������
�� - ����� ���������
��� ��
�������
� ������	�� 2	� ����� - ����� ��
���
���

��



� �
����	
��� �����
 ���

?�
 �� ������ �,�A������ �� �� ���'��� �� ��������
 �� ������� ��������3
��
� �������! 
�	� �,���
� �/������
��� ��
� 	
 ��� ������ 8�,�
����������

�� (�
����
�9! �� 
�	� 
�	� ������ �
�������� �	 �'��/ �� �� ��
���
�� K�
��� ���	����� 2	� �	���
� �
� ��� ����
	� - �,���� �� %������
F�	� 
,���
� ��� �'���'� - ����	��� 	
 �������� ���� 8�� 2	� ��� ���


�,��"����( �� �� ��������
 �� �������9! ���� 
�	� ������ ������ �� s - ���	���!

�	� ���
� ���	�� 	
� ����������
 ��������� �	 �������	� Y ! �	�� 
�	� ���
�
�����2	� �� ���'��� �� ��
��������
 �	 ������� ��
������ �� ����� (�I�
!

�	� ���
� �	 �������� �� ������ m̂ �� �� ������	� ������ m̄ �� �� (������
{Sm}m∈M 8�,������9�
C������
� ��������
� �� �������� ���� 8������ �
 �����9 7 �
 ��
������

	
� (�
����
 f 7 [0; 1] → R! n ���
�� x1, . . . , xn �� [0; 1]! �� �
 �������
Y = (Y1, . . . , Yn) ���� Yi = f(xi)+σξi! ��� ξi ���
� ������ N (0, 1)� 1
 ��	�����
������� f ��� 	
� (�
����
 ��
���
�� �	� ��� �
��������� [j/m; (j + 1)/m[! ��
�������� ���
� �� �'����� ��
��
������
� m� ?��
� �,����� ��	� ���
! �����3
��
� �	� 	
 �/����� �����
� (�
����

� �
 �����2	� �� ���'����

!�� "
 �#�����

���
�
� f(x) = sin(7x) − sin(5x) �	� [0; 1]! n = 100 ���
��! σ2 = 0, 05!
K = 2, 5! Lm = 0! ��	� m ∈ M = {1, . . . , n}� 0
� ����������
 �� Y ���
�������
��� - �� �
	�� �� �,��� ��	� �� ��
� �
 ������� ����� �
(�������
!
�� �
 ��	����� �����	��� f �

�� �������� ����� ��� �,������� �� �����
��� #
 �5��! �
 � ��	"�	�� �	�3
���� 2	,���� ����� ��

	�! ���� �� 
,��� ��� �� ��� �
 �����2	�� ��	� ����! 
�	�
����
� 	������� 	
 ��������	� 2	� ��

� �� ��
� ���	�����! ��
� ��	��(��� �

��

�� �� ���	��� 1
 � �	 �	 8���9 2	� Es

[
‖ŝm‖2

]
= ‖sm‖2 + ε2m� �����

‖sm‖2 ����� ��	 8��� ������� - �,�	��� �����9 ��	� m 
��
�! Es

[
‖ŝm‖2

]
���

��6������2	���
� ��
����� �
 m ! �� ��
�� ε2 = σ2/n� F�	� ����
� ��
�
������� σ2 - �,���� �,	
� ��
������
 ��
����� �	� ‖ŝm‖2 ��	� m 4
��
�4 8�,���3
-3���� ����'� �� n9� �� �
	�� � ��
��� 2	� �� �����

���
� ������ ��������
1
 �����
� ��� σ̂2 = 0,046 �
 (����
� �� ��
������
 �	� ��� 15 ���
����� ����	��
�� m! ���� 	
� ����	� �������� �� 7%�

F�	� ��	��
� ��������� �5���	�� �� ��������
 �� ������� ��������
�
����! ����� ���� � ��� ������� ��
� ��� ������
� �������
���� T�	� �,�����!
�
 ����	�� crit(m) ��	� ��	� m �
��� 1 �� n 8�
	�� )9! �	�� �
 �'���'� m̂ 2	�
��
����� �� ������� ��
������ ;��! m̂ = 17 8�� ������ ��������

�9 �� m̄ = 23
8�� ������ �����9! ��� ����	�� ��������
��
��� ���
� 0,017 �� 0,013! ���� 	


�)



���� � B �,����������


���� � B ‖ŝm‖2 �
 (�
����
 �� m V �
 ���
������ 7 �,�����/������
 ��
�����

��



���� ) B �
 ��� 7 crit(m) B �
 '�	� 7 ‖s − ŝm‖2

������� �� 1, 3! �� 2	� ��� 	
 �/�����
� ���	����� #
 �5��! �
 � 	
 ������
������� - 	
� ���	�� ��
���
�� ����! ��
� ����� � ������ �,�
(�������
� �	� ��
(�
����
 �'���'���
��	� �
��! �������
� ��� ��������	�� ��� ���"�����
 ŝm ��	� m = 3!

m = m̂ = 17! m = m̄ = 23 �� m = 100! - �,���� ��� �
	��� � �� �� ���
����	�� �/��<��� �� � ��
� ��������
� ��	������ 8�� 
� �	A� ��� �� (����

��
��� �� ������ ��	� ��������� �� ���	����9� #
 ����
�'�! �� 
,��� ��� �����
�

���'�2	���
� 2	� m = 23 ��

� 	
 ������	� ���	���� 2	� m = 17�

!�� ����# �� $

��
� ��	� �� 2	� �������! �
 � �	����� K �/��! �� �
 
� �,��� "�����
������	�� �� ��
 �
@	�
�� ��������� �	� ��� ���(����
��� �� �� ���'��� ��
��������
� F,�	����
� ��� 2	� ��	� ��� ���	����� �,���������� (�
� �
�����
��
	
� ��
���
�� 2	� ����
� �� K! �� 2	,��� 
,�	����
� �	�	
 �
���<� �� �����
��
���
�� ����� �
 ������� �� �,����� �� 200 8�,��� �� ��
��	� �� C0(K)
��	� K > 19� ;� (�	����� ���
��� n ���� 
��
� ��	� �,���������� ��� 2	������
��6������2	�� �� �,��
����'��� ;� ��� ��
�� �
�������
� �� �'���'�� 	
 ����� ��

��
��	� �� �� ������	�� ����	� �� K� F�	� ����
� ��	���� �� 2	� �� ����� ��
�
	
 ��� ������	���� 8���� ��	����
� ��	/ (�
����
� �� n �/�9� F�	� ��������
�

��



���� � B m = 3 V ‖s − ŝm‖2 = 0, 21 B m = 100 V ‖s − ŝm‖2 = 0, 043

���� � B m = 17 V ‖s − ŝm‖2 = 0, 017 B m = 23 V ‖s − ŝm‖2 = 0, 013

��



���� � B ��� ����	�� �� K - ������

�
�����
� �� ������
��� �� 
�������� �,����� K > 1! 2	� 
,��� 
	�����
� 	

������� ���'
�2	��
1
 ���
� n = 150 ���
��! σ2 = 0, 1 8��	� ��������� K! �
 
� �� ���

�'���'�� - ������� �� �����
�� ��
� 
���� ��������
 �� ������� 9! ��� �����
Lm = 0! �� �� (�
����
 f : x �→ sin(7x) − sin(5x)� 1
 (��� ������ K �� 0 -
20! �� �
 ������� �� ��6�

� �	 ������� ‖s− s̃‖2/‖s− ŝm̄‖2 8��	� 10 �����3
�����
� ��5���
���9 �
 (�
����
 �� K 8�
	�� �9� �� ��	��� ����
	� ������
��"- �,�����
�� ������
�� ����	�� �� K 7 K ≤ 1 �� K 
��
� 8���� K ≥ 69� 1

����� ��"- �	 ����� �
�	����
 ���� �� ��
���
�� ��

�� ��� �� �'������ �! ����
�� ������� ����������
��	� �'���'�� 2	���� ����	� ��K ��� ��������! 
�	� ���
� �5���	� �,�	����

���	�����
� 830 ����������
� �	 �����! ���� f(x) = sin(7x) − sin(5x) ��
f(x) = sin(πx)9 �
 
�	� ������
� - 1 ≤ K ≤ 4� �� �
	�� . �������
�� ��
��	��� ����
	�! ��
� �
 ���	�� Kopt ≈ 2, 4 ���� ‖s − s̃‖2/‖s − ŝm̄‖2 = 1, 39
��	� ����� ����	� �� K� ����
��
�! �,�������
� 
,��� ��� �,���������K ����
��	�*� �,����� pen(m) = Kε̂2m ��
��
� �� ��������
 �� ������� ���������
����� �
 
,� 2	,	
� ���������
 �� �� �����
��! �� ����	� �� Kε̂2 ��� ����'�
�� Kε2! �� �� ��� ��
� �
�������
� �� �'����� K �	 ��
��� �	 ������	 �
(����	�
�� �� ��	��� .! ��
 �� ��
������ �,�
@	�
�� �,	
� ����	� �,���������
 �� ��
�����
��� ��
� ��� ��
�����
�! �
 (����� ��
� ��	�� ���	/ �� �'����� K = 2, 5

�.



���� . B 1����������
 �� K

�	 K = 2, 6 ��	�*� 2	� Kopt! 	
 ��	 ���� ����'� �� �,�/�����	� �� �� ������	�

C���
�
� ��	� �
�� �	� ��� ����	�� K - ������� ��	�2	�� ���3�� ��	����
�� ���
��� K < 1 �	 K 
��
� K �� ����
�� ��� ��

�� ��� �� ����������

��� ��	���� crit(m) ��	� ��� ��5���
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