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Introduction

On a souvent besoin, en statistique, de faire des estimations, c¢’est-a-dire
de "deviner" une quantité s dont on n’a observé qu’'un nombre fini d’effets
non déterministes, en général une réalisation d'une variable aléatoire y dont
la loi dépend de s. Par exemple, s peut désigner la densité de cette loi par
rapport a une mesure g connue. Un des problémes qui se pose est que 1’on
doit toujours faire des hypothéses sur Y et s, plus ou moins simplificatrices,
si I'on veut aboutir & un résultat intéressant.

Prenons un exemple révélateur des enjeux du probléme : on a observé
les valeurs d’une fonction f en 1000 points de l'intervalle [0;1], avec des
erreurs de mesure (elles sont inévitables) et/ou des aléas d’expérience, et on
voudrait estimer f. Il nous faut donc décider parmi quelle famille de fonctions
nous cherchons une telle estimation. Ce choix est crucial. En effet, si nous
voulions par exemple estimer f par une fonction mesurable quelconque, nous
aurions de nombreuses candidates, dont la plupart seraient trés mauvaises,
pour l'estimation recherchée : ce seraient toutes les fonctions mesurables qui
prennent les mémes valeurs que celles mesurées pour f en chacun des 1000
points choisis... Il ne faut donc pas choisir une famille trop grande. Mais il faut
évidemment qu’elle ne soit pas non plus trop peu fournie, pour que ’on puisse
espérer y trouver une estimation correcte de f. L’idée qui vient naturellement
a ’esprit est de se limiter & un espace vectoriel de dimension finie, par exemple
les fonctions constantes sur chaque intervalle du type [j/n;(j + 1)/n[ ou
bien les combinaisons linéaires de €%, —n < j < n. Pour chacun de ces
modéles, il est facile de trouver une "bonne" estimation de f (cela revient
4 une projection orthogonale dans L?). Ce qui est moins évident, c’est de
choisir parmi tous ces modéles.

En effet, les erreurs de mesure n’auront pratiquement aucun impact pour
le modéle ou f est constante, mais une telle approximation a toutes les
chances d’étre assez mauvaise. A l'inverse, en cherchant f constante sur des
intervalles d’amplitude 1/1000, on est a priori beaucoup plus prés de la réa-
lité, mais les erreurs de mesure influencent considérablement le résultat. Il
faut chercher un compromis entre ces deux extrémes, c’est 'objet de la sé-
lection de modéles. La figure 1 parle d’elle-méme.

Examinons un autre exemple, la sélection de variables : on a observé une
variable y (par exemple le taux de pollution & Paris) et N autres paramétres
xl, ... 2V (la vitesse du vent, son carré, la température, la densité du trafic
automobile...) & n instants distincts (et suffisament éloignés). On suppose
que y ne dépend que de ces N paramétres, et nous ne nous intéresserons ici
qu’au cas d’une dépendance linéaire. Mais comme on a sans doute trop pris
de variables explicatives (pour étre certains de ne rien oublier), et les don-
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Fi1G. 1 — Pobservation, la fonction cherchée et le "bon" modéle.

nées n’étant pas assez nombreuses, il serait désastreux de laisser y dépendre
de tous les 7. Il s’agit donc de sélectionner parmi les 27 quelles sont les
variables dont I'influence est la plus significative. Et si 'on peut facilement
concevoir une mesure de I'influence d’une variable sur le taux de pollution, il
est beaucoup moins évident intuitivement de déterminer un seuil de sélection.

Revenons dans un cadre plus rigoureux pour constater que cette question
de compromis au niveau de la dimension du modéle est au coeur du probléme.
Dans toute la suite, nous assimilerons les fonctions (par exemple 1) et le n-
uplet correspondant, dont la i®" coordonnée correspond & la valeur de la
fonction en question a l'instant i (pour p, c’est (p1,. .., in)).On pose aussi
Y = (y1,...,yn) et X7 = (2,...,27). Dans le cas de la sélection de variables,
pour m C {1,..., N}, on note S,, I'espace engendré par les X7, j € m et on
suppose que l'on a Y = (X1, ..., X)) + o€ on £ est un vecteur Gaussien
standard. L’estimateur classique de p est fi,,, la projection orthogonale de
Y sur S,,. Pour évaluer ses performances, on regarde son risque quadratique

E[Hﬂm — /LHZ] ol || - ||, désigne la norme euclidienne usuelle divisée par un
facteur y/n. Celui-ci se calcule aisément :

, o*|m
E i = 2] = 8+ o — il



[t désignant la projection orthogonale de p sur .S,,,. Pour minimiser ce risque,
il faut donc éviter de prendre |m| grand (premier terme), tout en prenant un
espace assez gros (deuxiéme terme). On retrouve ici le compromis qu’on avait
repéré intuitivement et que la figure 1 permet de visualiser.

Nous allons donc nous placer dans un cadre formel assez général ot nous
donnerons une méthode de sélection de modéles fondée sur le principe de
la pénalisation (pour favoriser les modeéles de plus petite dimension). Nous
verrons ensuite plus précisément ce que I’on obtient dans le cas de la sélection
de variables. Enfin, a4 I'aide de simulations numériques, nous testerons plus
précisément notre méthode, en particulier pour voir comment il faut en régler
les paramétres afin d’optimiser ses performances.

1 Modéles Gaussiens

1.1 Processus gaussiens

Nous allons limiter notre étude au cas gaussien, ce qui présente 1’avantage
de simplifier les démonstrations tout en mettant en évidence les aspects les
plus importants de la méthode décrite. Les résultats obtenus ont également
I’avantage d’étre plus précis.

Cependant, nous allons définir un cadre général pour notre étude, ce qui
permet de traiter simultanément — entre autres — la sélection de variables
et les problémes de régression. Pour cela, il semble naturel d’introduire une
généralisation en dimension infinie de la notion de vecteur gaussien standard
(c’est le processus linéaire isonormal), puis de vecteur gaussien de matrice de
covariance proportionnelle a Iidentité (c’est le processus linéaire Gaussien).

1.1.1 Définition générale

Dans la suite, nous considérons toujours un espace de Hilbert H muni
d’un produit scalaire (-, -) et de la norme || - || associée.

Définition 1 (Processus linéaire isonormal) Soit S un sous-espace vec-
toriel de H et (2, A, P) un espace probabilisé. Un processus linéaire isonormal
Z indexé par S est un processus Gaussien centré, presque strement linéaire,
de structure de covariance

Cov(Z(t), Z(u)) = (t,u)

La linéarité presque sire signifie qu’il existe une partie ) de Q telle que

P(QY) =1 et
Vwe Q' Vo, e RVE,u€ES, onaaZ(t)(w)+ BZ(u)(w) = Z(at + fu)(w).



Définition 2 (Processus linéaire Gaussien) Soit S un sous-espace vec-
toriel de H. On appelle processus linéaire Gaussien sur S de moyenne s € H
et de variance €2 un processus Y indexé par S de la forme

Y(t)= (s, t)y+ecZ(t) VteS (1.1)
ou 7 désigne un processus linéaire isonormal indexé par S.

Notre probléme se résume alors ainsi : nous travaillons sur un espace abs-
trait € muni d’une tribu A et d’une famille (Ps)scy de probabilités sur cet
ensemble. [E; représente I'espérance sous P,. Nous cherchons alors, disposant
d’une réalisation de Y, une estimation du s correspondant a la loi P, sous
laquelle Y & été tirée (étant donné s, Y défini comme en (1.1) suit, sous
P,, la loi d’un processus linéaire Gaussien de moyenne s et de variance £2).
Nous appellerons alors estimateur toute fonction mesurable de Y a valeurs
dans H (ou dans des espaces plus restreints, comme nous le verrons plus
tard), et évaluerons l’erreur d’un estimateur § par son risque quadratique
E,[||s — §]|*] (ceci n’est possible que quand on connait s et donc pour les
calculs théoriques, mais pas dans la pratique).

1.1.2 Cas de la sélection de variables

Dans la pratique, on est souvent confronté au probléme particulier de
la sélection de variables : on dispose d’une réalisation de y et on I'observe
en n instants distincts, ainsi que les valeurs correspondantes de !, ..., 2"
qui sont des variables dont on suppose que s dépend. On se propose de
préciser cette dépendance, tout d’abord en sélectionnant les variables dont
y dépend réellement, ou plutdt dont la dépendance est significative au vu
des données. Cela conduit a la formulation abstraite suivante. La mesure a n
instants distincts des quantités o', ..., 2V et de la réalisation de y nous donne
N + 1 vecteurs de R", X1, ... X" et Y (la valeur a I'instant i correspond a
'indice i), avec N < n et les X7 sont supposés libres. On fait I'hypothése que
yi = p(xl, ..., 2N) + o0& ou p est une fonction déterministe de xt, ...z et
les &; sont des variables aléatoires i.i.d. A/(0, 1). Dans la suite, on se contentera
d’une dépendance linéaire des 27, i.e. p(x},... zN) = Zjvzl Bz

Posons H = R", S = ev{ X’ }je{le}. On munit R du produit scalaire
(t,u) =n~t>"  tiu; pour t,u € R™ (Uintérét du 1/n étant de ne pas faire
intervenir le nombre n d’observations) et on pose s = Zjvzl $;X79. On a alors,
pour tout ¢t € R”

(YY) = (s,6) +e2(t) avee Z(t) = alﬁzu ot g:% (1.2)
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Avec Y (t) = (t,Y), on retrouve (1.1), et nous sommes donc dans le cadre
général qui y est défini.

Nous nous intéresserons a la section 3 aux résultats précis que 1’on obtient
dans ce cas particulier. Nous expliquerons précisément comment effectuer
cette sélection de variables pour avoir une stratégie optimale en un certain
sens, et nous déterminerons les risques d’erreur correspondants.

1.1.3 Les problémes de régression

Il s’agit d’une famille assez générale de problémes de sélection de modéles
que l'on est amené a résoudre. On observe une suite de n observations indé-
pendantes Y = (yi,...,y,) de moyenne inconnue s, que 'on se propose de
déterminer.

Par la suite, nous nous intéresserons a un cas particulier de régression, a
savoir l'interpolation de fonctions par des fonctions constantes par intervalles.
L’idée est la suivante : on a observé les valeurs d’'une fonction f en n points
x1,...,T,, avec de petites erreurs o&;, et on se propose de déterminer une
bonne approximation de f par une fonction constante sur tous les intervalles
de la forme [j/m; (j + 1)/m[, m étant a déterminer de fagon & minimiser le
risque d’erreur.

On peut formaliser ceci de la maniére suivante, de facon a se ramener au
cas d’un processus linéaire Gaussien : H = S = R", muni du produit scalaire
(t,u) =n~t>"  tiu;. On observe Y = s+ o ou s = (f(z1),..., f(xn,)) et
les & sont i.i.d. normales centrées réduites. Posons Y (t) = (£,Y), Y est un

processus linéaire Gaussien sur R™ de moyenne s et de variance €2 = o%/n
avec Z(t) =n""? 3L &ty

1.2 Modéles, estimateurs par projection et oracles

Nous voulons estimer la moyenne s d’un processus linéaire Gaussien Y a
partir d’une réalisation de Y. Cela revient a construire un estimateur s de s
(c’est-a-dire une fonction mesurable de Y et £). On mesure sa qualité avec
son risque quadratique E,[||5 — s||?].

1.2.1 Modéles linéaires

Dans la suite, un modéle sera un sous-espace vectoriel de dimension finie
de H. Remarquons que l'on peut trés bien avoir un modéle de dimension 0
(c’est {0}). Considérons une famille dénombrable {S,, }mer de modéles. Cela
ne change rien de considérer uniquement des sous-espaces vectoriels de S.
En effet, prenons pour S I'espace vectoriel engendré par la réunion des S,,.
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Cette famille étant dénombrable, on peut construire une base orthonormale
{¥r}rea de S par orthonormalisation. On pose alors, pour t € S, Z(t) =
Y xea (t,©a)&n (un nombre fini de termes étant non-nuls) ot ({x)xea est une
famille de variables aléatoires i.i.d. normales centrées réduites. On vérifie
aisément que Z est un processus Gaussien isonormal indexé par S.

On appelle estimateur a valeurs dans 5, une fonction s,, mesurable de
Y, qui prend ses valeurs dans S,,. Que peut-on espérer d’'un tel estimateur,
c’est-a-dire comment caractériser un estimateur optimal? Cela n’a aucun
sens de minimiser son risque en chaque point, dans la mesure ot pour tout s,
I’estimateur constant égal a s a un risque nul, tout en n’étant certainement
pas optimal en général! Une bonne facon de faire est de regarder pour chaque
estimateur la plus grande erreur commise lorsque s varie dans une partie 7°
bien choisie de H, puis de chercher & minimiser cette quantité entre tous
les estimateurs possibles. Cela conduit a la définition (classique) de risque
minimax :

Définition 3 (Risque minimax) FEtant donné un processus Y défini par
(1.1) et un sous-ensemble T de H, le risque minimaz sur T est donné par :

(T 2) = inf supE, [ |5 - s (1.3)
s seT

ot 'infimum est pris sur tous les estimateurs possibles s, i.e. les fonctions
mesurables de Y .

Revenons au cas des estimateurs a valeurs dans S,,. Leur risque quadratique
vaut :

By [15m = slI%] = llsm = slI® + s | I3 = smll?] (1.4)
ol s,, désigne la projection orthogonale de s sur S,,. Il s’agit donc d’opti-
miser la quantité E [||§m - sm||2} parmi les estimateurs a valeurs dans S,,.

Comme précédemment, il est préférable d’adopter un point de vue minimax
de ce probléme. On peut ainsi définir le risque minimax d’estimation de la
projection s,, de s sur Sy, : c’est inf;, sup,cg oy Es[||5m — sm||?], avec t € S5,
(t représente la partie de s qu'on a choisi d’oublier en prenant S,, comme
modéle. On le fixe pour séparer le risque lié au choix du modéle du risque
d’erreur de 'estimateur sur la partie de s qu’on a choisi de garder avec 5,,.
Si on regardait un sup sur S, en faisant tendre ||t|| vers 400, celui-ci serait
infini). Bien str, Pinfimum est pris sur les estimateurs a valeurs dans .S,,. Or,
on a le résultat classique suivant (reposant sur l'indépendance des restrictions
deY a S, etaSt):

inf sup Ej [Hém - SmHZ] > &2D,,. (1.5)

Sm seS,,+t



A Taide de (1.4), on en déduit :

inf sup By|[5n — 52| > |12+ 2Dy, (1.6)

Sm SGSm+t

1.2.2 Estimateurs par projection

Nous allons maintenant définir un estimateur qui est minimax sur le mo-
deéle S,,, puisque c’est un cas d’égalité de (1.6).

Définition 4 (Estimateur par projection) Soit Y un processus linéaire
Gaussien indexé par un sous-espace vectoriel S d’un espace de Hilbert H,
de moyenne s € H et de variance €2. Soit S un sous-espace vectoriel de
dimension finie de S. Posons y(t) = ||t||*—2Y (t). L estimateur par projection
sur S est alors défini comme minimisant y(t) pourt € S.

Voici comment construire un tel estimateur, et pourquoi celui-ci est effec-
tivement unique. Soit S, de dimension D,,,, {¢x}aca,, une base orthonormale
de S, et écrivons t =\,  [apx. Minimiser v(¢) revient alors & minimiser

2 e 55 — 20\Y (¢»). Ainsi,

Sm= Y Per avee By =Y(py) = (s,01) +Z(2) (1.7)
e

est 'estimateur par projection sur S,,. Ceci prouve son unicité et en donne
une construction explicite (que nous utiliserons par la suite). Remarquons que
dans le cas ou Y est un vecteur Gaussien, §,, est la projection orthogonale
de Y sur S,,. Calculons le risque correspondant : en remarquant que s, =

D e, (8 00)Px, 0N a Sy — S = €Y 5 cp Z(0a)a. Comme les Z(py) sont
i.i.d. de loi normale standard et D,, = |A,,|, on obtient :

E, [||§m - s||2} = ||8m — s||2 + 2D (1.8)

Cela prouve que lestimateur par projection §,, est minimax sur le modéle
Sm et quil y a égalité dans (1.5).

Dans la suite, on s’intéressera uniquement a ce type d’estimateur, pour
un modéle S,, donné. En effet, ceux-ci possédent ’avantage d’étre simples (la
formule (1.7) facilite les calculs, aussi bien théoriques que pratiques), et ils
minimisent le critére v(t) = ||£||* — 2Y(¢). C’est sur cette seconde propriété
que repose toute la construction que nous allons décrire. Notre but sera de
sélectionner parmi les estimateurs §,, le "meilleur" estimateur de s.



1.2.3 Sélection de modéles idéale et oracles

Idéalement, on voudrait, étant donnée une famille F = {S,,}mer de
modeéles, choisir m = m(s) qui réalise infmeM{Hsm —s||*+ 52Dm}. Malheu-
reusement, comme le laisse entendre la notation m(s), cela n’est possible que
si ’on connait déja s, alors que I'on dispose seulement d’une réalisation de
Y. Une telle procédure idéale de sélection est appelée oracle. Son intérét est

de nous donner un indicateur de la qualité statistique de la famille F, que
I’on définit ainsi :

Définition 5 (Précision d’oracle) Soit F = {S;,}mem une famille de
modéles linéaires de dimensions respectives D,,, dans un espace de Hilbert
H, une fonction s € H et € > 0. On note s, la projection orthogonale de s
sur Sy,. La précision d’oracle de la famille F est définie par

= inf {llsm — 5|2+ D} = inf E,[l5n—sl?] (.
ao(s, Fe) = mf qlsm— s +e Jnf B[S — sl (1.9)

Autrement dit, la précision d’oracle est I’erreur minimale que I’on commet
en se limitant & choisir un modéle parmi la famille 7. Comme cette valeur
ne peut pas raisonnablement étre atteinte par la procédure de sélection de
modéles que nous voulons construire, nous devrons nous contenter de chercher
a obtenir un estimateur § tel que E,[[|5 — s]|?] < Cao(s, F,¢).

Mais une telle borne ne peut pas, en général, étre atteinte. En effet, si
{0} € Fets=0,ao(0,F,e) = 0 et donc § = 0, Py p.s. Les mesures
P, étant mutuellement absolument continues, cela entraine que § = 0, P,
p.s. pour tout s, ce qui est évidemment un trés mauvais estimateur... Plus
généralement, on peut montrer que le méme phénomeéne se produit si 'on
exclut 0 mais que ap(s,F,e) peut étre arbitrairement petit. Nous devrons
donc nous contenter — au mieux — d’inégalités du type

Ve >0, Vs € H, E, [||§ - s||2} < C[ao(s,]:, €) + &2 (1.10)

Le terme en €2 permet d’éviter les problémes que nous venons d’évoquer.
Remarquons enfin que si 'on impose, pour un ¢ > 0 fixé, ||s|| > de, on
retrouve une inégalité du type précédent, puisque ap(s, F,e) > (1 A 6?) et
donc ap(s, F,e) + €2 < [(1 A 6% + 1ao(s, Fe).
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2 Le Théoréme principal

2.1 La méthode de sélection et ses performances

On va décrire une procédure de sélection de modéles visant & estimer
I'inconnue s, a partir des estimateurs par projection associés a chacun des
modéles. Comme on ne peut pas atteindre m(s), on va définir m(Y).

On veut minimiser, pour m € M, le risque quadratique de 3, :

Eo [[5m = sl12] = llsm = 512 + 2D = 1512 = llsml® + 2Dy

Or E, [||§m\|2] = ||$m|]? + €2 Dy, donc ||s||* — ||8m]|? + 22D, est un estima-
teur sans biais du risque quadratique. Cela conduit & la méthode heuristique
proposée par Mallows en 1964. L’idée de la pénalisation est de remplacer le
terme 2¢2D,, par une pénalité pen(m) > 0, afin de choisir 7.

Définition 6 (Estimateur par projection pénalisé) Soit {S,,}mer une
famille dénombrable de sous-espaces vectoriels de dimension finie de'S, s, la
famille correspondante d’estimateurs par projection construite & partir d’une
méme réalisation du processus 'Y , et une fonction positive pen définie sur M.
Un estimateur par projection pénalisé (associ€ & cette famille de modéles et a
cette pénalité) est défini par § = Sy, ot M (s’il existe) minimise pour m € M
le critére pénalisé

crit(m) = —||5,m||* + pen(m) (2.1)
Théoréme 1 Soit Y un processus linéaire Gaussien indexé par un Sous-
espace vectoriel S d’un espace de Hilbert H, de moyenne inconnue s € H et de
variance €2, {Sm }mem une famille dénombrable de sous-espaces vectoriels de

dimension finie de S de dimensions respectives D,, et { L, }mem une famille
de poids, i.e. de réels positifs, satisfaisant la condition

= > exp[-DyLy] < +o0. (2.2)
{(mMEM|Dm >0}
Soit une fonction de pénalité pen(-) définie sur M telle que
2

JK >1, YmeM, pen(m) > Ke2D,, (1 + \/sz> (2.3)

Alors, Uestimateur par projection pénalisé s correspondant existe et est unique
(presque sirement). De plus, il vérifie :
4K(K +1)?
(K —1)°

ot d(s,Sy,) désigne la distance de s a lespace S,y,.

ES[||§—5||2] < inf {d(s,Sm)2+pen(m)}+(K+1)52E}, (2.4)

meM
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2.2 Preuve du théoréme

On a vu dans la Définition 4 que ’estimateur par projection §,, minimise
v(t) = ||[t]|* — 2[(s,t) + Z(t)] sur S,,. Plus précisément, on déduit de (1.7)
que pour tout m’ € M,

= 3 B =l (25)

AEA,,/

Désormais, on fixe m € M et on pose M’ = {m' € M | crit(m’) < crit(m)}.
Pour m’ € M’ on a d’aprés (2.5) y(8,v) + pen(m') < v(5,,) + pen(m), d’ou
Y(8mr) + pen(m’) < v(sm) + pen(m) par définition de l'estimateur par pro-
jection, dans la mesure ou s, désigne la projection de s sur .S,, et appartient
donc & S,,. Remarquons de plus que V¢ € S, y(t) + ||s]|* = ||s — t]|> — 2c Z(¢).
On en tire I'inégalité suivante, pour tout m € M’ :

Is = Smrll* < lls = sill* +2¢[Z(30n) = Z(s5m)] — pen(m’) + pen(m).  (2.6)

Nous allons maintenant controler la quantité Z(t) — Z(s,,), uniformément
pour t € S,y et m' € M. Pour cela, rappelons tout d’abord une inéga-
lité classique, die a Cirel’son, Ibragimov et Sudakov (1976), sous une forme
particuliére : si X (¢) est un processus Gaussien indexé par S, de variance
identiquement égale a 1, pour tout A > 0, on a :

2
P {sup X(t)>E {sup X(t)} + )\1 < exp [—/\—] : (2.7)
teT teT 2
Prenons ici X(t) = (Z(t) — Z(sm)) /||t — sm|| pour t € T = S, et A2 = A2, =
2(Ly Dy + &), € > 0. Les conditions de 'inégalité sont bien str vérifiées ici.
On va commencer par majorer E[sup,.;- X (f)], en introduisant S = S, + Sy,
de dimension D, et 11, ..., une base orthonormale de S. Z étant linéaire
sur S C S (17 inégalité), et d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz (2°m¢
inégalité), on obtient :

sup 2() = Z(sm) < sup 2w _ 21057

< = qup =L 0
tes,, |t — sml| wes Ul aerp m

Comme D < D,, + D,,, on peut majorer I’espérance du sup considéré par
V' Dy, + Dy, ce qui donne, en utilisant (2.7) avec les valeurs indiquées :

Z
P, Sup<t>— > /D, + D,y + A\

tESm/ Ht -

222 v)

S exp(_Lm/Dm/ - 5)
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En additionnant les inégalités obtenues quand m’ décrit M et d’aprés la
définition de ¥ (2.2), en dehors d’un ensemble €2, de probabilité inférieure &
Yexp(—¢€), on a:

Z(t) — Z(sm) <Ht—sm|][\/ ot Do +/2(L /D/+§}
<1t = smll [V Do (14 V2L ) + v/ Do + V2],

pour tout t € U, e S (on a utilisé que vVa+b < v/a + vb). Fixons
n € (0,1) et utilisons : (a) pour ¢ > 0, 2ab < a’c + b*c™!, (2°) (a + b)?
a* (1+c¢)+b*(1+c1), (a”) (a+b)? < 2(a* +?), (b) la définition de pen(-),
et (c¢) I'inégalité triangulaire. Cela donne :

26[Z(t) = Z(5m)] < 2|t = sl |/ Do (14 V2L ) + /Do + /2]

< VD (14 V2L )+ /Dy + \/2]2+ It — swml2(1 1)

L—n
(a)

avee Q < 18—77 [(1 +")Dm’(1 + @)2 +(1 +n‘1)(@+ \/Eﬂ

(@)
< e pentnt) + 2 ), 4 29 (b))

et R< [llt— sl +lls — sul] (1 —n) (©)
< (U= m)[llt = 5P+ ) + llsm = sl +57")] ()
= (=)t = 8P+ (7t + m)lls = sl

Revenons au probléme initial en combinant les deux inégalités que 1’on
vient d’obtenir avec (2.6). En dehors de €2, pour tout m’ € M/,

K—1-9y(1+K) ,
1=K pen(m’)

2e2(1+n71)
1 _

s — 8 [l* +
<(A4+nt=n)s — sml* + (D, + 26) + pen(m). (2.8)

Choisissons maintenant 1 assez petit pour avoir K > 1+ n(1 + K) (c’est
possible avec 1 € (0,1)), on a alors — sur Q¢ — sup {pen(m’),m’ € M’} < oo
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et donc il existe y tel que M' C M(y) = {m' € M|pen(m’) < y}. Or pour
tout m’ € M', 2Ke%L,,, D,y <y, d’ou

B2 3 owl-L Dol 2 MO ewp |52
m/€M(y)

Par conséquent, M (y) est fini, ainsi que M’. Il existe ainsi m qui minimise
crit(m) sur M’; donc sur M. Examinons le probléme de 'unicité. Si S, =
Sy et pen(m’) = pen(m”), alors crit(m’) = crit(m”) mais §,y = §,,». Par
contre, si pen(m') # pen(m”), alors crit(m) # crit(m'). Si Sy # Sy, alors
e 2[|18m )= |8 [|?] est la différence de deux variables indépendantes suivant
des lois du x? (comme (1.7) le montre aisément). L'événement {crit(m’) =
crit(m”)} = {e72[|5m]|? = |8~ I?] = (pen(m’) — pen(m”))/e*} est donc de
probabilité nulle. Finalement, on a prouvé I'existence et I'unicité sur (2 de
'estimateur par projection pénalisé § = §,;,. Comme P, [()] est arbitrairement
petite, on a I'existence et 'unicité presque sirement.

Pour obtenir une majoration du risque de cet estimateur, reprenons (2.8)
avec n = (K —1)/(K + 1) et m" = : sur 'ensemble (2, on a

2K (K + 1)?

K—1\* _, K?+4K —
(Ge7) Is-ale < W2 D2 (D, 420)

1
7R | 5—8m||*+pen(m)+

et comme Ke2D,, < pen(m), en-dehors de Q,

(K +1)? [K2+4K—

1 ) )
(K —1)3 K +1 [s=5m||"+(BK+1)pen(m)+4K (K+1)e7¢| .

ls—51* <

Il existe donc une variable aléatoire V' positive telle que Ps[V > ¢] < ¥ exp(—¢)
pour & > 0 telle que

4K(K 4 1)

_ 3?2 <
Is =3l < “e =

[lIs = smll* + pen(m) + (K +1)e*V],

et comme E,[V] < X, on obtient (2.4) par intégration de cette inégalité
puisque m € M est arbitraire.

O

2.3 Comment utiliser ce résultat

L’inégalité (2.3) suggére de prendre

pen(m) = Ke’D,,(1 4+ \/2L,,)?, (2.9)

d’ou I'intérét de la définition suivante :
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Définition 7 (Stratégie, Index de précision) SoitS un sous-espace vec-
toriel d’un espace de Hilbert H. On appelle stratégie une famille finie ou
dénombrable {(Sy, Lm) }merm 0U pour chaque m € M, S, est un espace vec-
toriel de dimension Dy, de S et L, un réel positif vérifiant la condition (2.2).
Etant donnée une stratégie S, on définit son index de précision au point s € S
par

— 2 | .2 2
ar(s,S,¢e) = Tég/f\/t{d(s,Sm) + "Dy (L, + 1)} + e (2.10)

On peut désormais réécrire (2.4) sous la forme
. [ls — sl?| < Co(K)ar(s,5.) (21)

Cp étant une fonction de K convenablement choisie (comme (1 + v/2L,,)* <
3(1+ L), Co(K) = 12K (K + 1)3(K — 1)73 convient). L’index de précision
nous suffit donc pour prouver 'optimalité d’une stratégie.

Nous pouvons d’ores-et-déja nous poser deux questions : comment choisir
K, comment choisir les poids L,, ?

2.3.1 Le role de K

On peut prouver (et on l'observe en réalisant des simulations) que la
restriction &' > 1 est nécessaire.

De plus, le terme 4K (K + 1)3(K — 1)7 suggére d’éviter de choisir K
proche de 1 ou K trop grand. En revanche, si ’on cherche & minimiser cette
fonction pour optimiser le risque de notre estimateur, le résulat obtenu n’est
pas trés satisfaisant. Une telle optimisation demande en effet plus de travail.
Dans la suite, nous ne nous préoccuperons plus du choix de cette constante.

2.3.2 L’importance des poids L,,

Le choix des L,, est plus délicat, dans la mesure ou il n’y a pas de solution
a ce probléme qui soit clairement optimale. Deux types de stratégies semblent
"naturelles" : L,, = L > 0 ou L,, = L(D,,), ce qui nécessite tout d’abord
que pour tout D, il n’y ait qu'un nombre fini de modéles de dimension D.

3 Application a la sélection de variables

Nous supposons donc, selon Iexpérience décrite en (1.1.2), disposer de
I'observation de z',...,2" et d’une réalisation de y & n instants distincts
(ou en tout cas sous des conditions distinctes...). Nous notons désormais
Y = (y1,--.,yn) (y; est la valeur de y observée a l'instant ¢, et nous utilisons
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la méme notation pour les 2/ : X7/ = (2J,...,27)) . Comme nous 'avions
expliqué en (1.1.2), nous représentons notre expérience par Y = s+ o€, o s
est le vecteur dont la i coordonnée est u(z?, ..., zY)

Rappelons que le probléme que nous nous posons, est, ne connaissant
pas la fonction p, donc s, d’estimer s. En effet, cela nous permettra alors
d’accéder a la fonction p, ou en tout cas a une estimation de celle-ci, et ainsi
par exemple, de prévoir la valeur de p sous de nouvelles conditions.

Nous avons déja vu que la difficulté n’est pas, étant donné un modéle,
de trouver un estimateur optimal (ce que nous savons faire : il suffit de
prendre l'estimateur par projection, d’aprés (1.8)), mais de choisir le modéle
qui nous permettra d’obtenir le meilleur estimateur possible, avec les données
dont nous disposons. Cela va consister, ici, a choisir quelles variables parmi

(X1, ..., X") il est pertinent de garder pour calculer la fonction recherchée.
Ainsi, nous cherchons un résultat sous la forme d'un sous-ensemble de A =
{1,...,N}.

Alors, si nous choisissons par exemple de garder exactement N observa-
tions parmi les n (IV < n) dont nous disposons, il nous suffira, puisque nous
avons choisi d’estimer p par une fonction linéaire et que nous connaissons
les vecteurs (X7)i<j<n, de résoudre un systéme linéaire pour obtenir I'esti-
mation de la fonction p recherchée, a partir de I'estimation de s que nous
aurons obtenue. Ceci est bien possible car nous avons supposé les vecteurs
X7 linéairement indépendants, et la fonction que nous cherchons est donc
bien unique.

Nous allons nous intéresser a deux stratégies possibles trés différentes :

— La sélection de variables ordonnées, qui consiste a inclure dans la

stratégie tous les ensembles de la forme A,, = {1,...,m}, et alors
M=A{1,...,N}.

— La sélection compléte de variables, qui consiste a s’intéresser a tous les

sous-ensembles A,, = m possibles de A (m € M =PB({1,...,N})).

Nous voulons évaluer les résultats obtenus par 'estimateur pénalisé, défini
a la Définition 6, lorsque la pénalité est donnée par (2.9). D’aprés (2.11), il
suffit donc d’étudier 'index de précision.

3.1 Sélection de variables ordonnées

Nous allons d’abord nous intéresser a la stratégie la plus simple dans
ce cadre, c’est-a-dire le cas des poids constants, puis nous verrons ce qu’ap-
porte une stratégie avec des poids variables. Nous noterons S, le sous-espace
engendré par la famille {X7},c,,
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3.1.1 Stratégie a poids constants.

On choisit L,, = L pour tout m et alors, (2.2) est vérifice :
¥ = 3N exp[-mL] < (e — 1)7%. Alors, Pindex de précision de cette
stratégie S est borné par

-1
ar(s,S,¢) < nig/fw{dQ(s, Sw)+eim(1l+ D) +e(ef 1) L (3.)

Or ap(s,F,e) > &%, donc

-1
ar(s,S,e) < inf {dQ(s, Sp) +e*m + Lao(s, F, e)} +ao(s, F,e) (eL - 1)

me

< C(L)ap(s,S,¢)

ce qui est déja une inégalité d’oracle, du type que I'on recherche (cf (1.10),
et nous n’avons méme pas besoin du terme en £?) : nous avons donc déja
résolu le probléme que nous nous étions posé, ici dans le cas de la sélection
de variables ordonnées. En effet, dans le sens que nous avions défini a la
Définition 5, nous disposons d’une stratégie qui permet, avec I’estimateur par
projection pénalisé, d’atteindre la meilleure précision que I’on peut espérer
avec pour famille de modéles ceux de la sélection de variables ordonnées.

3.1.2 Stratégie a poids variables.

On peut par exemple essayer L,, = 0°m "2 pour un certain 6 > 0, et
alors on a bien (2.2) : ¥ < Xy = > > exp(—+y/mb?), et 'index de précision
de la stratégie ainsi obtenue est borné par :

ar(s,S,e) < in&{dQ(s, Sm) + 52m<1 + 92m_1/2>} + pe?. (3.2)
me

Or, pour L = log (1 + exp(6?)/2) et 62 > 3, on a ¥y < (e — 1)~*, donc on

peut comparer facilement (3.1) et (3.2) : si on note mgy un élément de M

minimisant d?(s, S,,) +&2m(1+6>m=1/2) ,(3.2) est meilleur que (3.1) dés que

L > 62my"">.

On a donc montré que dans le cas de la sélection de variables ordonnées,
on ne peut pas espérer faire mieux que le résultat obtenu par I’estimateur par
projection pénalisé (puisqu’il atteint la précision d’oracle). Retenons seule-
ment pour la suite que les résultats sont semblables, parfois un peu meilleurs
avec la stratégie a poids variables, bien que cela n’apparaisse pas quand on
cherche a obtenir une inégalité du type (1.10).
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3.2 Sélection compléte de variables

Dans le cas de la sélection compléte de variables, nous choisissons d’inclure
dans notre stratégie tous les sous-ensembles de A = {1,..., N}. On note
m € M = PB(A) un tel sous-ensemble, et alors, D,, = |m| et S,, est le sous-
espace engendré par la famille { X7} c,,. En fait, nous supposerons parfois que
les X7 forment une famille orthonormale, et nous la noterons alors {(y}aea.
Remarquons que cette hypothése n’est pas raisonnable dans la réalité, car il
n'y a aucune raison pour que les X7 soient orthonormés... Nous la faisons
quand méme pour deux raisons :

— Elle va nous permettre de faire certains calculs explicites, qui nous
seront bien utiles d’'un point de vue théorique, comme nous le verrons
par la suite.

— Il existe des situations ou cette hypothése est valable, et les résultats qui
suivent s’y étendent donc. Il faut les chercher en-dehors de la sélection
de variables, par exemple lorsqu’on veut estimer une fonction et que
I’on choisit pour X7 une base de Fourier...

3.2.1 Stratégie a poids constants.

Le cas L,, = L pour tout m € M vérifie (2.2) :
> = ch TR — (14 e BN — 1.

Puisque nous voulons démontrer une inégalité du type de (1.10), il faut
que Y reste borné lorsque N tend vers I'infini si nous voulons pouvoir espérer
le faire disparaitre dans la constante, et pouvoir choisir celle-ci indépendam-
ment de N. Et donc, il faut choisir L/log N > 1 + o(1). Nous choisissons
L =log N. Ainsi,on a ¥ < e —1 (et on a aussi ¥ < 1+ log N). En utilisant
la pénalité donnée par (2.9), on peut majorer I'index de précision de cette
stratégie par :

ar(s,S,e) < inf {dQ(s, Spn) +%m|(1 + log N)} + Xe? (3.3)

meM
< (1+1log N) [ao(s, Foe)+ 52} . (3.4)
1 nous manque donc un facteur (14log N) par rapport a la précision d’oracle,
et nous voyons qu’avoir cherché a garder > borné nous a menés & une majo-

ration dans laquelle le facteur tend en fait vers 'infini avec N.
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Nous pouvons étre plus précis et calculer explicitement la précision d’oracle
et I'estimateur par projection pénalisé, lorsque la famille {p)} est supposée
orthonormale. Notons s = EAGA Bapar- On a :

o 2 2 _ 2 - 92 2
ao(s,f,e)—nig%{wzﬁﬁre Iml}—IISH +”}bgﬁ4§n( Bi+e). (35)

Le minimum est atteint pour m* = {\ € A3 > 2}, et on obtient donc la

formule suivante :
t0(s, Foe) = S (B A2, (36)
AEA

En reportant dans (3.4), on obtient :

ar(s,S,¢e) < (1+logN)[Z(ﬂ§/\52)+e2]. (3.7)
AEA

Mais, en cherchant & mettre notre inégalité sous la forme de (1.10), nous avons
en fait perdu beaucoup de précision : en utilisant la majoration ¥ < e — 1,
(3.3), et en utilisant une méthode similaire & celle qui a abouti a (3.6), nous
obtenons en fait :

ar(s,S,¢) < Z(ﬁi/\s2[1+1ogjv]> Fe2(e—1). (3.8)
AEA

qui est manifestement meilleure, en particulier lorsque N est grand, comme
on peut le voir par exemple avec le cas s =¢ Y., ox, m € M\{{0}}.

Nous allons maintenant calculer 'estimateur. Nous disposons de la for-
mule 5, = >\, B)\QO)\ ol B,\ est le coefficient Y (¢,), qui nous donne 1’esti-
mateur par projection associé au modéle S,,. Il reste a choisir le modéle cor-
respondant a ’estimateur pénalisé. Pour cela, il nous faut minimiser le critére
pénalisé —||3,,]|* + pen(m), ou la pénalité est de la forme pen(m) = T?|m)|,
donc on peut appliquer une méthode analogue a celle employée pour trou-
ver (3.6). Cela nous améne a minimiser Z/\GAm[—[}i + T?], et donc a choisir

m = {\ € A‘|B,\| > T'}. Nous parlerons donc de sélection seuillée (le seuil
étant ici T) et l'estimateur seuillé est :

Sp = 8 = Zﬁkﬂ{w‘ka}S@\ (3'9)
YN

Remarquons que pour calculer §r, il suffit de NV opérations (qui consistent
a comparer un coefficient (3 au seuil), et non, comme on aurait pu le craindre,
de comparer directement les valeurs de 2V critéres de pénalisation, ce qui
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aurait déja été impossible pour N = 100, par exemple, ce qui est une valeur
raisonnable. Finalement, nous avons pu calculer explicitement la précision
d’oracle et I'estimateur par projection pénalisé, par la méthode du seuil, mais
nous n’avons pas réussi a obtenir une inégalité d’oracle avec une constante
indépendante de N. En fait, ceci est impossible, d’aprés un résultat démontré
par Donoho et Johnstone (1994, Théoréme 3), selon lequel :

o : Es(lls — 8|I°]
1 f f > 2 3.10
J\fl—>ml—il-loo log Hél SsléIs) ao(S,f,S) +52 - ( )

ou § parcourt ’ensemble des estimateurs possibles. Rappelons que S = ev{Xj }je{l N}
Voyons un peu de quelle facon nous comparons ici les estimateurs entre

eux. Définissons, sur 'ensemble des estimateurs, une relation d’ordre de la

fagon suivante ($; et S5 sont deux estimateurs) :

s Ey[lls — 51/°] Es[lls = 32/°]
§1 7§ su < su 3.11
b= SEISD a0(87f78)+52 o SEIS:) aO(S’F75)+€2 ( )

Alors, nous choisissons comme "meilleur estimateur" Sy un élément maximal
pour cette relation d’ordre, et la formule ci-dessus évalue alors, asymptoti-
quement (c’est-a-dire lorsque N — o0), les performances de ce meilleur esti-
mateur. Et on voit donc que le cas de la sélection compléte est sensiblement
plus difficile que celui de la sélection ordonnée puisqu’ici, il est impossible
d’atteindre la précision d’oracle, en tout cas pas a une constante indépen-
dante de N prés. De plus, nous avons donc atteint la meilleure précision que
nous pouvions espérer, d’un point de vue asymptotique, a une constante pres,
puisque d’aprés (3.4) et (2.11), en notant Sy l'estimateur seuillé :

1 Eql|ls — 57|
_— ls = 5ol

Co(K). 3.12
N—+00 lOgN s€ES a0(37f7 5) +e2] ~ 0( ) ( )

La précision obtenue, pour chaque N, par 'estimateur seuillé, qui est le
cas particulier de ’estimateur pénalisé dans le cas de la sélection compléte
de variables avec des () orthonormés, est donc aussi bonne asymptotique-
ment que celle obtenue en choisissant pour chaque N le meilleur estimateur
possible.

Mais nous pouvons déja remarquer qu’en observant ainsi de fagon globale
le comportement asymptotique, nous passons a coté du fait que (3.7) peut
parfois étre amélioré, comme nous le voyons avec (3.8). Ceci est di au fait
que nous ne regardons ici, pour chaque N et chaque estimateur, que le pire
des cas, et cela cache ce qui peut se passer si on a a priori plus d’informations
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sur s. Dans le cas de la différence entre (3.7) et (3.8), nous avons vu que pour
certaines valeurs de s, la différence de précision peut étre importante, mais il
n’est pas difficile d’imaginer que le pire des cas n’est pas mieux estimé dans un
cas que dans I'autre (essayer par exemple avec s = ), £1/2(1 +log N)op, :
on voit que le résultat peut facilement étre aussi mauvais avec les deux in-
égalités, et ce sont des cas comme ceux-la qui peuvent cacher, lorsque 1’on
adopte un point de vue trop global, les cas ot les résultats sont sensiblement,
différents...).

3.2.2 Stratégie a poids variables.

Nous allons maintenant essayer d’améliorer la stratégie précédente en
introduisant des poids variables, dépendant de la dimension : L,, = L(|m]|).
On a:

Y= Dﬁ:lofv’ exp [-DL(D)] < Div:l<%)l)exp [-DL(D)] (3.13)
<> e [-[e0) - 110 ()]
- (3.14)

Ainsi, si nous posons L(D) = 1+60+log (N/D), on obtient ¥ < > % e 0 =
[¢? —1]71. En posant § = log2, on a la majoration suivante pour 'index de
précision :

ar(s,S,¢e) < nireljf\‘/[ {dQ(s, Sp) +2|m|[1 + log (ZN/]m\)]} + €2 (3.15)

Etant donnée la ressemblance entre (3.15) et (3.3), 'index de précision de
cette stratégie vérifie des inégalités analogues a (3.7) et (3.8). Ceci pourrait
nous faire penser que la stratégie a poids variables n’apporte pas d’amélio-
ration. Ceci est nécessairement vrai si I’on adopte un point de vue asymp-
totique puisque d’aprés (3.10) et (3.12) la stratégie a poids constants nous
fournissait déja, de ce point de vue, les meilleurs résultats que nous pouvions
espérer. Mais ce point de vue cache en fait que dans certains cas, les poids
variables apportent une meilleure précision que les poids constants. Comme
nous 'avions fait remarquer a la fin de la précédente section, il faudra, pour
vérifier qu’il est possible d’améliorer la précision obtenue, adopter un point
de vue moins global. C’est ce que nous ferons dans la prochaine partie.
Mais nous voulons d’abord expliciter I’estimateur par projection pénalisé
dans le cas de cette stratégie. Encore une fois, si on suppose la famille {¢) } xea
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orthonormale, ce calcul ne pose pas de probléme : nous commencons par
introduire la définition suivante, qui nous sera utile.

Définition 8 FEtant donné un ensemble fini de nombres réels {b;}icr, de car-
dinal N, on note {b(j)([)}lgjgv le méme ensemble de réels rangés selon [’ordre
décroissant de leurs valeurs absolues : |bayn| > [beyn| = - > byl On
appelle alors I[D] pour tout 1 < D < N le sous-ensemble {byn h<j<p (ce
sont donc les D plus grands b; en module).

Nous allons maintenant calculer I'estimateur. On a :

Tié%{‘ > B+ Ke?|m| (1 + m)z} (3.16)
— inf {— sup ZB§+K52D<1+\/W>2} (3.17)

0<D<N {meM||m|=D} em

D 2

. 2 2

—O<IB£N{_ Zl B2y + Ke D(1 + \/2L(D)> } (3.18)
J:

On note D un D pour lequel linfimum ci-dessus est atteint. 1 = A/_\[f)]

minimise alors le critére de pénalité : estimateur recherché est > xer PA©@A-

3.2.3 Comparaison entre les deux stratégies

Comme promis dans la précédente section, nous allons étudier I'apport
de la stratégie a poids constants. Comme nous I’avions vu, il faut, pour voir
la différence, adopter un point de vue moins global, et donc imposer a s
d’appartenir & des parties plus restreintes que S de H. On s’intéresse donc
ici aux ensembles Sp = U{meMHm\:D} Sm. Nous supposerons que la famille
{@a}aea est orthonormale.

D’aprés (3.15), estimateur pénalisé § dans le cas de la sélection compléte
a poids variables, vérifie :

sup E, {||§ - s||2] < Co(K)e2[D + Dlog (2N/D) +1]. (3.19)

SESp

Alors, le résultat suivant, qui est démontré dans ’article de Birgé et Massart,
montre que § est minimax sur les espaces Sp, D > 1:

Théoréme 2 [] existe deuzr constantes universelles positives k et k' telles
que

ke?D[1 +log (N/D)] < Ry (Sp,e) < k'e*D[1 + log (N/D)]. (3.20)
pour tout € >0 et 1 < D < N.
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Mais nous allons montrer qu’en ce qui concerne le cas des poids constants,
Iestimateur pénalisé — qui est obtenu par la sélection seuillé, cf.(3.9) — n’est
pas minimax sur les ensembles Sp. On peut déja le suspecter en remarquant
que, dans (3.8), le majorant de I'index de précision vérifie :

sup Z(ﬁi Ae*[1 + log N]) = De*[1 + log N. (3.21)
SESD Y

Mais nous allons méme démontrer un résultat plus fort :

Proposition 1 Soient T > 0, 37 Uestimateur seuillé défini par (3.9), m €
M. On a alors :

T2
Es[ugT . syﬂ > [l sis=T o (3.22)

Preuve : On a, pour tout s € S :
. 2
E,[I5r - 5] = 3, {(@ ~ Bl ) } . (3.23)
AeA

D’ou :

E,[lsr—s)?| = D, [(T—@H{WT})Q] = |m|E, [(T—(ﬂe&)u{maﬂm)2] .

AEM
(3.24)
ou £ est une variable aléatoire normale standard. La proposition découle alors
de :

2
(T —(T+ 5§)ﬂ{\T+sg\>T}> Lie<oy = T*Niey- (3.25)
Ul

On applique maintenant la proposition avec, par exemple, T" > ev/log N.
Alors, d’apreés (3.22) :

sup E, [HéT - syﬂ > £2(D/2) log N. (3.26)
SESp
Pour D = N, on perd ici un facteur log N par rapport au risque minimax...
En fait, toujours pour 7" > e+/log N, on a :

log N
1+ logN/D’

SupSGSD ES |:||§T - 5“2] > C(K)

= = (3.27)
SUp,eg,, Es [HS - SHQ}

Ce qui devrait achever de nous convaincre que la stratégie a poids variables
est sensiblement meilleure que celle a poids constants.
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4 Simulations numériques

Afin de tester I'efficacité de la méthode de sélection de modéles précédem-
ment décrite, nous 'avons expérimentée dans un cas simple (l'interpolation
de fonctions), et nous nous sommes intéressés au choix de la constante K.
Les résultats qui suivent ont été obtenus a ’aide de Scilab.

Nous n’avons pas cherché a résoudre un probléme réel (ce qui est bien
I'objectif de la sélection de modéles), mais nous sommes partis de s a trouver,
nous avons simulé une réalisation aléatoire du processus Y, puis nous avons
appliqué la méthode de minimisation du critére pénalisé. De cette facon,
nous avons pu comparer le modéle m et le meilleur modéle m de la famille
{Sm }tmem (Loracle).

Rappelons briévement le probléme posé (décrit en 1.1.3) : on considére
une fonction f : [0;1] — R, n points zi,...,x, de [0;1], et on observe
Y = (Yy,...,Y,) avec Y; = f(x;)+0&;, les & étant i.i.d. N(0,1). On voudrait
estimer f par une fonction constante sur les intervalles [j/m; (5 + 1)/m], le
probléme étant de choisir convenablement m. Avant d’aller plus loin, obser-
vons sur un exemple comment fonctionne en pratique la méthode.

4.1 Un exemple

Prenons f(z) = sin(7x) — sin(5x) sur [0;1], n = 100 points, o = 0, 05,
K =25 L, =0, pour m € M = {1,...,n}. Une réalisation de Y est
représentée a la figure 2. C’est tout ce dont on dispose comme information,
et on voudrait retrouver f.

La premiére étape est d’estimer la variance. En effet, on a toujours sup-
posé qu’elle était connue, mais ce n’est pas le cas en pratique. Pour cela, nous
allons utiliser un estimateur qui donne de bons résultats, sans toutefois en
donner la preuve. On a vu au (2.1) que E,[||3,]]*] = ||sm]* + ?m. Comme
s ||? varie peu (par rapport a l'autre terme) pour m grand, E[||3,,[*] est
asymptotiquement linéaire en m , de pente €2 = ¢2/n. Nous allons donc
estimer o2 & I'aide d’une régression linéaire sur ||5,,||> pour m "grand" (c’est-
a~dire proche de n). La figure 3 montre que ce raisonnement semble correct.
On obtient ici 02 = 0,046 en faisant la régression sur les 15 derniéres valeurs
de m, soit une erreur relative de 7%.

Nous pouvons désormais effectuer la sélection de modeéles proprement
dite, comme elle a été décrite dans les sections précédentes. Tout d’abord,
on calcule crit(m) pour tout m entre 1 et n (figure 4), puis en cherche m qui
minimise le critére pénalisé. Ici, m = 17 (le modéle sélectionné) et m = 23
(le modeéle idéal), les erreurs correspondantes étant 0,017 et 0,013, soit un
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rapport de 1,3, ce qui est un excellent résultat. En effet, on a un modéle
optimal & une petite constante prés, sans avoir a priori d’informations sur la
fonction cherchée.

Pour finir, comparons les estimateurs par projection §,, pour m = 3,
m=m = 17, m = m = 23 et m = 100, a laide des figures 5 et 6. Les
valeurs extrémes de m sont clairement mauvaises (il ne suffit pas de faire
grandir le modéle pour améliorer le résultat). En revanche, il n’est pas évident
graphiquement que m = 23 donne un meilleur résultat que m = 17.

4.2 Choix de K

Dans tout ce qui précéde, on a supposé K fixée, et on ne s’est jamais
préoccupé de son influence véritable sur les performances de la méthode de
sélection. N’oublions pas que tous les résultats d’optimalité font intervenir
une constante qui dépend de K, et qu’ils n'auraient aucun intérét si cette
constante était en réalité de lordre de 200 (c’est le minimum de Cy(K)
pour K > 1). Il faudrait prendre n trés grand pour s’apercevoir des qualités
asymptotiques de ’algorithme. Il est ainsi intéressant de chercher un ordre de
grandeur de la meilleure valeur de K. Nous allons étudier ce qui se passe dans
un cas particulier (avec seulement deux fonctions et n fixé). Nous essaierons
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également de comprendre la nécessité d’avoir K > 1, qui n’est nullement un
artifice technique.

On prend n = 150 points, 0> = 0,1 (pour optimiser K, on ne va pas
chercher & estimer la variance dans notre sélection de modéles ), des poids
L., = 0, et la fonction f : z + sin(7x) — sin(5z). On fait varier K de 0 a
20, et on observe la moyenne du rapport ||s — 3||/||s — $x]|* (pour 10 obser-
vations différentes) en fonction de K (figure 7). La courbe obtenue permet
déja d’éliminer certaines valeurs de K : K <1 et K grand (i.e. K > 6). On
avait déja eu cette intuition avec la constante donnée par le théoréme 1, elle
se précise désormais.

Pour chercher quelle valeur de K est optimale, nous avons effectué d’autres
simulations (30 observations au total, avec f(z) = sin(7z) — sin(bx) et
f(z) = sin(wz)) en nous limitant & 1 < K < 4. La figure 8 représente la
courbe obtenue, dont on déduit K,y ~ 2,4 avec ||s — 5[|?/|ls — $xlI*> = 1,39
pour cette valeur de K. Cependant, I'important n’est pas d’optimiser K mais
plutot d’avoir pen(m) = Ke?m rendant la sélection de modéles optimale.
Comme on n’a qu’une estimation de la variance, la valeur de Ke? est proche
de Ke?, et il est donc intéressant de choisir K au centre du plateau inférieur
de la courbe 8, afin de minimiser I'influence d’une erreur d’estimation de la
variance. Dans ces conditions, on ferait sans doute mieux de choisir K = 2,5
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ou K = 2,6 plutot que K, un peu trop proche de ’extérieur de ce plateau.

Revenons pour finir sur les valeurs K a éviter. Pourquoi est-ce mauvais
de prendre K < 1 ou K grand? La réponse est donnée par la comparaison
des courbes crit(m) pour ces différentes valeurs de K. L’idéal est d’atteindre
un minimum au méme point que ||s —§,,||?, et c’est & peu prés ce qui se passe
avec K = 2,5 (figure 4).

Lorsque K < 1, le critére pénalisé est décroissant pour m grand (figure 9),
ce qui conduit toujours a sélectionner m = n. La figure 5 montre bien que c’est
un mauvais choix. En remarquant que E,[crit(m)] = —||s,|* + e*m(K — 1),
comme ||s,,]|*> varie peu pour m grand, on voit que la condition K > 1
s’interpréte effectivement comme une condition de croissance pour les grandes
valeurs de m.

Pour de grandes valeurs de K, bien que la remontée de la courbe 7 soit
moins prononcée qu’au voisinage de 1, on est tout de méme conduits a de
mauvais choix. En effet, comme le montre la figure 10, le critére pénalisé
commence a croitre trop tot par rapport a 'erreur réelle, et donc on choisit
un modéle de dimension trop petite. C’est également désastreux en termes
de risque comme on I’a vu avec la figure 5.
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Bien str, les simulations que nous avons réalisées ne sont pas suffisantes
pour affirmer que K = 2,4 est effectivement optimale. Il faudrait faire va-
rier 6%, n et f (pour vérifier que K, ne varie pas), tester d’autres types de
modéles (découpages irréguliers de [0 ; 1], polynémes, polynomes trigonomé-
triques, etc.), avec un plus grand nombre de simulations dans chaque cas. On
trouve alors K,,; ~ 2. L’intérét de cette expérimentation est surtout de voir
que les constantes obtenues avec le théoréeme sont loin d’étre optimales, et
que la sélection de modéles par pénalisation marche assez bien en pratique.
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