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1 Controélabilité exacte & zéro pour 1’équation de
la chaleur

1.1 Formulation du probléme

Le probleme de la controlabilité exacte a zéro de l’équation de la chaleur
consiste a savoir si, de tout état initial d’un solide, en chauffant ou refroidissant
une partie prescrite de ce solide, il est possible de 'amener a une température nulle
en temps fini.

Plus précisemment, on se donne un ouvert borné régulier 2 de R", un ouvert
w inclu dans €2, une condition initiale gy et un instant 7' strictement positif. La
question est de savoir 8’il existe une fonction u dans L*([0,7] x w) telle que la
solution de I’équation de la chaleur avec second membre !

Oy — Ay = ul,,
y(0,) = o (1)
Yloa =0
vérifie y(T') = 0.

La réponse a ce probléme est affirmative, et nous allons donner quelques élé-
ments de la démonstration de ce fait.

Théoréme 1 : Soit 2 un ouvert borné régulier de R™. On se donne un ouvert non
vide w de ) et un temps T strictement positif. Alors l’équation de la chaleur (1)
est controlable en temps T sur w, c.-a-d. que pour tout fo dans L*(Q) il existe un
u dans L*([0,T] x w) telle que la solution de :
Oy — Ay = ul,
y(07 ) =%
Yloo = 0
vérifie y(T) = 0. De plus, il existe une constante C' telle qu’on puisse choisir u tel
que [[ullzzqomx0) < Cllfollz2@)-

1.2 Bref historique

Les questions de controlabilité sont bien str inspirées par des problémes concrets :
comment agir sur un systéme physique? Des résultats de controlabilité exacte

1. Il est possible, avec trés peu de changement dans les démonstrations, de remplacer —A par
n’importe quel opérateur elliptique Py = — > a;;(x)0i;y + > b (x)0;y +c(x)y avec a;; = aji, a;j
a valeur réélles et pour tout = et &, Y a;;(2)&;€&; > k|€|%. Afin de ne pas alourdir 'exposé, nous
ne le faisons pas.



existent depuis longtemps pour d’autres équations, comme par exemple les équa-
tions différentielles linéaires en dimension finie, des systémes linéaires symétriques
hyperboliques ou I’équation des ondes. Pour voir les résultats connus sur ce sujet
il y a quelques années, on pourra lire 'article de D. L. Russell [5] de 1978 et le
livre de J. L. Lions [1] de 1988.

Les démonstrations de la controlabilité exacte a zéro de I’équation de la chaleur
datent de 1995, par G. Lebeau et L. Robbiano [3] et de 1996 par A. V. Fursikov
et O. Yu. Imanuvilov [2].

2 Observabilité

2.1 Observabilité pour ’équation de la chaleur

Nous définissons ici 'observabilité, qui est une propriété équivalente a la contro-
labilité exacte & zéro :

Définition 2 : On dit I’équation de la chaleur sur le domaine {2 est observable
sur w en temps 7' s’il existe une constante C' telle que pout toute condition initiale
Yo, la solution de I’équation de la chaleur :

Oy —Ay =0
y(0,-) = yo (2)
Yloa =0

vérifie
[waop<e [
Q [0, T xw

L’équivalence entre 1’observabilité et la controlabilité exacte a zéro se démontre
par dualité, en fait par théoréme de Riesz sur les bons espaces L?. Comme la
démonstration fait intervenir une intégration par partie, I’'observabilité apparait
plutot comme une propriété du systéeme adjoint, qui est ’équation de la chaleur
rétrograde, et ot on fixe la condition finale et non la condition initiale. A renver-
sement du temps prés, on peut donc la voir comme 1’équation de la chaleur.

2.2 Observabilité pour I’équation de la chaleur « basses fré-
quences »
Cette équivalence entre observabilité et controlabilité exacte est un phénomeéne

général, et non spécifique a 1’équation de la chaleur. Par exemple, on peut défi-
nir une notion d’observabilité « basses fréquences », associée & un probléme de



controlabilité « basse fréquences » pour I’équation de la chaleur. Si on note Ej, le
sous-espace de L? engendré par les fonctions propres associées aux valeurs propres
du laplacien dans €2 inférieures a k, on considére le probléme de controélabilité
exacte a zéro suivant ? :

y(0,-) =yo € Ej, (3)
Yloa =0

Alors, on peut démontrer I'inégalité d’observabilité :

1 T
ly(T)|32 < B / / ly(t, )| de dt )

sur les solutions de ’équation de la chaleur basses fréquences (équation (3) avec
u = 0). Cette inégalité d’observabilité implique la controlabilité & zéro de 1’équation
de la chaleur basses fréquences.

2.3 Construction du controdle a partir de la controélabilité
des basses fréquences

On peut construire un contrdle pour 'équation de la chaleur (compléte, pas
seulement basses fréquences) de la maniére suivante : on découpe I'intervalle [0, T']
en des intervalles [¢;,t; + a;j41] et [t; + aji1,t; + 2a;41], o tj11 = t; + 2a;41. Sur
[t;,tj+a;41], on applique un contréle amenant a zéro ’amplitude des fréquences in-
férieures a 27 de la solution ; puis, sur [t;+a;1,t;41], on n’applique aucun controle,
et on profite de la dispersion de I’équation de la chaleur.

(? t1 + as jl—‘
I I I I
| aq tl = 2@1 tg = tl + 2@2 |

Fig. 1 — Construction du contrdle : sur les intervalles rouge, on applique un controle
pour annuler 'amplitude des basses fréquences; sur les intervalles bleus, on n’ap-
plique aucun controle, laissant ainsi la dispersion agir.

Pour chacune des étapes sur [t;,t; + a;+1], U'inégalité d’observabilité basse fré-
quence nous indique qu’on peut choisir un controle de norme L2(]t;, ¢; + a;41[Xw)

1 :
au plus a; 2 Be®?  auquel cas la norme L? de la solution y vérifie ||y(t;+a;41)|| > <

2. IlIg, désigne la projection orthogonale sur Ej,



(14 BeX?)||y(t,)| 2. Lors de I'étape suivante, comme toutes les fréquences infé-
rieures & 2/ ne sont plus présentes®, la norme de la solution vérifie ||y(t;41)]|z2 <
e~ %+ ||y (t; +a;11)|. En définitive, sur [t;,t,,1], on a fait diminuer la norme de y
d’un facteur de ordre de exp(K2/ — a;112%), comme 2% croit suffisamment plus
vite que 27, on peut choisir les a; de telle maniére a ce que leur somme soit finie
et que la norme de y tende vers 0 lorsque t tend vers 0, par exemple, on peut les
prendre de la forme a; = c2777 pour tout p strictement entre 0 et 1. Dans le méme

temps, le controle ainsi construit a une norme L? qui est bien finie.

3 Calcul pseudo-différentiel semi-classique

La démonstration de ’observabilité de I’équation de la chaleur basse fréquence
fait intervenir une inégalité dite « de Carleman », dont la démonstration se fait
grace a des outils de calcul pseudo-différentiel semi-classique, que nous présentons
briévement dans cette section.

3.1 Opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques

Définition 3 : Soient m un réel. Un symbole d’odre m est une famille a =
(an)o<n<1 de fonctions de classe C*° de R"™ x R" dans C telle que, pour une certaine
constante C' indépendante de h, x et £ (mais pouvant dépendre de a et 3), on ait * :

oedfan(w, &) < C (g

Définition 4 : Soit m un réel. Un opérateur pseudo-différentiel d’odre m est un
opérateur sur l'espace de Schwartz, de la forme® :

1

0Py (a)(1)(+) = (s

[ e it/ dg

ou a est un symbole d’ordre m.

Théoréme 5 : L’adjoint formel d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m Opy,(a)®

est encore un opérateur pseudo-différentiel semi-classique dont le symbole a* est
tel que” +(a* — a) est un symbole d’ordre m — 1.

3. C.-a-d. qu’en décomposant y sur les vecteurs propres du laplacien, la plus petite valeur
propre intervenant est 2%7.

4. On note (z) = (1 +x - z)'/?

5. 4 désigne la transformée de Fourier : 4(¢) = [ e~ %u(z) dx

6. C.-a-d. Popérateur Opy, (a)* tel que pour u et v dans I’espace de Schwartz, (Opy, (a)(u)|v) =
(u] Opp(a)*(v).

7. a est le conjugué complexe de a.



De maniére informelle, & un terme petit en fonction de h prés, Op,(a) est
I'adjoint formel de Op,,(a).

Théoréme 6 (de composition des opérateurs pseudo-différentiels) : La composi-
tion de deux opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m et m' respectivement est un
opérateur pseudo-différentiel d’ordre m +m’. De plus, le symbole atb de Op,(a) o

o
Op,,(b) est asymptotiquement équivalent a la somme des magaagb, c’est- a-dire
11l
que

1 plel
ot | 90— D e Oeadeh
est un symbole d’ordre m +m’ — N — 1.

3.2 Inégalités sur les opérateurs pseudo-différentiels semi-
classiques

Nous donnons ici les inégalités sur les opérateurs pseudo-différentiels semi-
classiques qui sont utilisées dans la démonstration de l'inégalité de Carleman.

Théoréme 7 (de Calderon-Vaillancourt) : Tout opérateur pseudo-différentiel d’ordre
0 s’étend en un opérateur continu de L* dans L?, dont la norme opérateur est ma-
jorée par une constante indpendante de h.

Ce résultat s’étend aux opérateurs pseudo différentiels d’ordre m quelconque :
un tel opérateur envoi H*~" dans H?, lorsqu’on muni ces espaces d’une norme dé-
pendant de h, adaptée au cadre des opérateur pseudo-différentiels semi-classiques,
a savoir ||ulls = || Op,((€)")(w)]|z2. En particulier, si s est un entier, cette norme est
équivalente & 7, hle!||0%u|| ;2. Dans la proposition suivante, ce sont également
ces normes que nous considérons.

Propriété 8 (inégalité de Garding semi-classique) : Soit K un compact de R™ et
a un symbole d’ordre m vérifiant pour une constante C' > 0, ap(z,§) > C < £ >™,

alors, pour tout C" < C, il existe h; > 0 tel que pour tout h < hy, u fonction C'*°
a support de K, on a :

(Opy(a)(w) [w)zz = C" Jlully, o

4 Inégalités de Carleman

Nous énongons ici les inégalités de Carleman que nous avons évoquées en intro-
duction, et donnons quelques éléments sur leur utilisation dans la démonstration
de I'inégalité d’observabilité basse fréquence discutée a la section 2.2.



4.1 Inégalité de Carleman pour le laplacien

L’inégalité de Carleman pour le laplacien nous dit que pour toute fonction ¢
dans une certaine classe de fonctions®, on a pour une certaine constante C' pour
h assez petit, et pour u & support dans un compact prédéfini :

hHed’/huH%z + h3|]e¢’/hVuH%2 < Ch4]|e¢/hAuH%2

Donnons les grandes idées de la démonstration. Montrer cette inégalité revient a
montrer I'estimation sur ['opérateur conjugué Py défini par Pyu = h%e?/"V (e=//Mu)
suilvante :

2 2 2
h(l[vllzz + 1hVol[z2) < Cf| Povllz2

Pour ce faire, on écrit Py = P + 1P, ou P, et P, sont autoadjoints, a savoir
Py = 5(Py+ P}) et Py = 5;(Ps — P}). Avec ces notations :

i

IPovls = LPuolls + [Pl + 1 (0P Rlel))

ou [Py, P] désigne le commutateur P, Py — Py P, des opérateurs P, et P;.

L’hypothése que l'on fait sur ¢ indique en substance que si les normes || Pyv||
et | Pv|| sont petites, alors le produit scalaire ([P, PiJv|v) est positif et grand.
Alors 'inégalité de Garding nous donne I'estimation recherchée sur Pj.

Pour démontrer I'inégalité d’observabilité, il nous faut également une version «
au bord » de cette inégalité, ou, en particulier, on autorise la dérivée normale de u
au bord a étre non nulle. Soit V' un ouvert borné de la forme | —r,r[xV" et K un
compact de V’. Alors si u est & support compact dans [0,7'] x K, avec u(0,-) = 0,
alors, avec 0,, la dérivée par rapport a la premiére variable :

bl Ml 18Vl < € (W Bl 410 [ 600,00, P

La démonstration de cette inégalité est assez semblable & la démonstration de
I'inégalité de Carleman prcédente, mais la dérivée normale n’étant pas un opéra-
teur pseudo-différentiel, il faut la traiter a part. En dehors de ce détail propre a
compliquer les calculs, la démonstration suit le méme plan.

4.2 Inégalité d’interpolation

Considérons u une fonction dans H?(]0,1[x2) nulle au bord. On cherche a
démontrer I'inégalité d’interpolation suivante : il existe C' > 0, 0 dans |0, 1[ indé-

8. Nous ne la détaillerons pas, mais elle contient en particulier les fonctions de la forme e“¥,
ou ¢ est de classe C*°, dont le gradient ne s’annule pas, et pour C suffisamment grand.

7



+20

Fig. 2 — Ensembles V; pour la démonstration de l'inégalité d’interpolation. Le
support de Vy est inclu dans V; U V3.

pendant de u tels que? :

_ )
”uHHl(]O,l[XQ) < CHUH}W% 2[xQ) (||(as2 + A)U||L2(}0,1[x9) + [|95u(0, ')||L2(w))

1
3

Choisissons un y dans w et posons 2y = (—1,y). Posons également ¢(z) = m,
ainsi que 0 < ¢; < ¢) <y <chy=1<c3<cyet posons V= {¢; < <} (voir
figure 2). Choisissons enfin x une fonction plateau a support dans {¢; < ¢ < &}
et valant 1 sur {c] < ¢ < c3}.

On peut montrer que pour D assez grand, la fonction ¢(s, y) = eP¥(>¥) satisfait
les hypothéses nécessaires pour appliquer les inégalités de Carleman avec ¢ comme
fonction de poid. Alors, en remarquant que eP4 < b < e”% sur V;, I'inégalité de
Carleman au bord appliquée a yu implique que, pour tout 0 < h < hq :

1.D
e |ull i (vg) <

C’(e%em/1

leDcé
ull o xq) + €*

(122 + A)ullr20,1x0 + [|0su(0, ')HL%)))

En optimisant en h on obtient une version locale de 'inégalité recherchée :

_ 5
[ull ) < C”“H}p% %) (11002 + A)ull 2o ixe) + [105w(0, )| 2(w))

12
3'3

Cette inégalité peut alors étre propagée en une version locale au voisinage de

n’importe quel point de ]0,1[xQ. La compacité de [%, %] x Q nous permet d’en
déduire la version globale recherchée.

9. On peut remplacer I'intervalle ], 2[ par |, 1—a pour un « fixé dans ]0, 1/2[. Les constantes
C et 6 dépendent alors de a.



4.3 Inégalité spectrale

En appliquant 'inégalité d’interpolation décrite la section précédente a des

combinaisons linéaires de fonctions de la forme \/%T] sh(s/f;)®;(z) (ou ®; est vec-

teur propre du laplacien associé a la valeur propre 1), on obtient I'inégalité sui-
vante : pour w un ouvert de {2, si u est combinaison linéaire de fonctions propres
du laplacien, de valeurs propres inférieures a u, alors :

ul| 72y < Be"VE||ullZa,, (5)

C’est cette derniére inégalité qui permet d’obtenir I'inégalité d’observabilité
pour I’équation de la chaleur basse fréquence (4) en controlant les constantes en
fonctions de T et de la fréquence maximum, et donc de construire un controle pour
I’équation de la chaleur, comme décrit dans la section 2.3.

5 Autre stratégie de démonstration

La stratégie de démonstration que nous avons briévement exposé est die a
Lebeau et Robbiano [3]. La démonstration de Fursikov et Imanuvilov 2], que nous
avons mentionnée, repose sur une autre inégalité de Carleman, directement sur
lopérateur 0;— A plutot que sur 'opérateur A. Une telle inégalité de Carleman, qui
a une forme différente que celles dont nous avons discuté '°, est de démonstration
un peu plus complexe, mais il est possible de la faire sans calcul pseudo-différentiel.
On peut alors en déduire directement 'inégalité d’observabilité pour ’équation de
la chaleur (et pas seulement pour I’équation de la chaleur basses fréquences).

6 Cas des équations paraboliques dégénérées

En ce qui concerne les équations paraboliques dégénérées, les résultats sont plus
récents. Certaines équations sont contrdlables en temps quelconque, pour d’autres
il faut un temps minimum, et d’autres équations encore ne sont controlables méme
en temps arbitrairement grand.

Par exemple, pour 'équation dyu — diu — x*0ou = 0 sur Q =] — 1,1[x]0, 1],
d’aprés l'article [I| de Beauchard, Cannarsa et Guglielmi, selon la forme de w,
on peut avoir controlabilité en temps arbitrairement petit ou controlabilité uni-
quement en temps assez grand (et pour certaines formes de w, c¢’est encore un
probléme ouvert). En ce qui concerne cet article, les auteurs considérent les co-
efficients de Fourier suivant la seconde variable, et regardent les équations qu’ils

10. En particulier, h devient la fonction du temps h(t) = et(T — ) ou € est une constante
suffisamment petite.



vérifient ; il s’agit d’équations paraboliques non dégénérées, et ils se raménent donc
a la controlabilité uniforme d’une famille d’équations.

De facon informelle, cela leur donne une estimation suivant une variable, qu’ils
combinent avec une estimation semblable suivant ’autre variable pour obtenir une
inégalité d’observabilité pour I’équation de départ.

Contrairement au cas des équations paraboliques non dégénérées, pour les-
quelles on dispose de résultats assez généraux, les équations paraboliques dégéné-
rées sont regardées au cas par cas. Des théorémes généraux sont encore & inventer.
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