Plongements d’ordres dénombrables et
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Sous la direction de Noé de Rancourt

La conjecture de Fraissé

Le but de ce mémoire est d’exposer la preuve de Laver de la conjecture
de Fraissé comme a fait Simpson [6], ainsi que certains résultats analogues.
Commencons par énoncer cette conjecture.

Définition 1. Soient (L, <) et (M, <;s) deux ensembles totalement ordon-
nés. Un morphisme de L dans M est une application croissante f de L dans
M, cest adire quesiz,y € Lyx <py = f(z) <u f(y).

L et M sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme : une bijection
croissante entre L et M.

Définition 2. Soient L et M deux ensembles totalement ordonnés. On notera
L < M si L se plonge dans M, c’est a dire qu’il existe un sous-ensemble de
M isomorphe & L. L’ordre < est appelé 'ordre de plongement.

Notation. On notera également L = M si L < M et M < L, et L < M si
L < Met M« L. On notera enfin L L M si L et M sont incomparables,
cest adire L L M et M £ L.

Théoréme 3 (Conjecture de Fraissé). La conjecture de Fraissé est [’assertion
selon laquelle parmi les ensembles totalement ordonnés dénombrables, il n’y
a pas de suite décroissante infinie

Lo>Ly>--->L,>..., (n€w)
ni d’antichatne infinie (suite d’éléments deur o deux incomparables)
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Afin d’arriver & ce résultat nous allons dans la partie 1 rappeler le théo-
réme de Ramsey.

Puis dans la partie 2 nous allons étudier les wqo, et montrer que la conjec-
ture de Fraissé correspond a montrer qu'une certaine classe d’ordres est wqo.
Mais on montrera que Q°™ n’est pas forcément wqo si @ lest, ce qui est
un obstacle a cette preuve. Cela nous aménera donc & étudier les bqo, une
notion plus forte, dans les parties suivantes.

De la méme maniére que ’on utilisait le théoréme de Ramsey pour étudier
les wqo, nous utiliserons un théoréme de Ramsey généralisé, le théoréme de
Galvin et Prikry que nous montrerons dans la partie 3.

Nous montrerons alors dans la partie 4 des propriétés des bqo et notam-
ment le théoréme de Nash-Williams :Q) bqo si, et seulement si Q°*® bqo.

Ensuite, nous montrerons effectivement la conjecture de Fraissé dans la
partie 5 en définissant la classe & des ordres dispersés dont on montrera
qu’elle est bqo.

La partie 6 présentera le contre-exemple de Dushnik, Miller et Sierpinski
qui montre que la classe des ordres totaux n’est pas wqo.

Les parties suivantes serviront a généraliser la conjecture de Fraissé a la
classe M des ensembles o-dispersés.

Définition 4 (Quasi-ordre). (Q,<) est un quasi-ordre (qo) si < est une
relation binaire réflexive et transitive sur ().

Notation. Siz < y et y <z, on notera x = y.

Siz <yetysL x,on notera x < y.

Siz L yetyLx,onnotex Ly.
Remarque 5. = est une relation d’équivalence. La relation < passe au quotient
pour = et la relation induite est un ordre partiel.

Notation. Dans tout le mémoire on notera @, (), (), . .. des ensembles quasi-
ordonnés ou partiellement ordonnés.

Définition 6 (Somme d’ordres). Si (Qo, <o) et (Qy, <q)qe, sont des ordres,
alors on définit la somme Q) = ZQO (), comme Pensemble | |Q, ordonné par

Siz e Qqety e Qy,
r<yssig<ggd oug=qetx <,y

Définition 7 (Produit d’ordres). Si (Q1, <) et (Q2, <o) sont des ordres, on
définit leur produit () = Q)1 x Q2 par 'ensemble ()1 x ()5 ordonné par I'ordre
lexicographique.



1 Théoréme de Ramsey

Pour la preuve de Fraissé, nous allons avoir besoin d’introduire les notions
de wqo et de bqo, qui seront liées au théoréeme de Ramsey. Nous allons donc
le rappeler.

Notation. On notera, pour A un ensemble et x un cardinal, [A]" Pensemble
des parties de A de cardinal k. On notera en particulier [A]* I'ensemble des
parties dénombrables de A, et de méme [A]<“ I'ensemble des parties finies
de A.

Théoréme 8 (Ramsey). Soient k,d > 0 des entiers et C : [w]? — k un
coloriage en k couleurs des parties a d éléments de w. Alors il existe A une
partie infinie de w telle que C est constante sur [A]%.

Démonstration. On prouve le théoréme par récurrence sur d, a k fixé.

Initialisation :

Si d = 1, le principe de Dirichlet assure l'existence d’une partie infinie
monochrome.

Héredité :

On suppose le théoréme de Ramsey vrai pour tout n < d.

Soit C' une coloration de [w]t!, ao un entier, et notons M = w \ {ao}-
Alors C induit une coloration C’ de [M]? définie par

VN € w,C'(N) = C(N U{ag})

Par hypothése de récurrence, comme toute partie infinie de w est iso-
morphe & w, on peut appliquer le théoréme de Ramsey & [M]?, et on obtient
une partie Ny infinie de M telle que C” est constante sur [No]?. Ainsi C est
constante sur {agp} U Np.

On peut ensuite construire de la méme maniére a; € Ny et une partie infi-
nie N; de Ny ayant la méme propriété, et ainsi par récurrence on obtient une
suite (a;);c. telle que tout ensemble a d+1 éléments de la forme {a;,, ... a;,,,}
avec 17 < - -+ < 1441 a une couleur par C' qui dépend uniquement de ;.

De plus, par le cas d = 1, il existe une infinité de n tels que cette couleur
est la méme pour les i,,.

Par construction, I’ensemble de ces a;, a la propriété voulue, ce qui prouve
I’hérédité. m



2  Well Quasi Orderings

La propriété que Fraissé attribue a I'ensemble des ordres dénombrables
n’est pas propre a cet ensemble. C’est méme la définition des well quasi-
orderings qui suit. Nous allons donc étudier les propriétés de ces objets pour
comprendre comment montrer la conjecture.

Définition 9 (Quasi-ordre bien fondé). Si (@, <) est un qo, < est bien fondé
s’il n’y a pas de suite infinie strictement décroissante, c’est a dire de suite
infinie &1 > x9 > -+ > 2, ...

Définition 10 (Antichaine). Une partie A C @ est une antichaine si Va,y €
Ax#y = x Luy.

Théoréme Définition 11 (Well quasi-ordering). Soit (@, <). Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :
(1). (@, <) n’a pas d’antichaine infinie, et < est bien fondée.
).V rw— Q.30 <, £0) < S()
). Vfrw— Q,3(ip < iy <...), flip) < f(ir) < ...
(). VX CQ,IF C X finitel que Vg€ X, Ir € F, r <q
)

. Tout ordre total sur )/ = compatible avec < est un bon ordre. (Un
ordre total < sur )/ = est compatible avec < si, et seulement si
Vi,ye Qur <y = z =Xy

Si elles sont vérifiées, on dit que (@, <) est un well quasi-ordering (wqo)

Démonstration. Montrons maintenant I’équivalence entre les cinq définitions
précédentes. (i) = (ii7) : Soit f : w — Q. On en déduit un coloriage de
Osii<jet f(i) < f(j)
w]? = C({i,j}) = { Lsii<jet f(i) > f(j)
2sii<jet f(i) L f(5)

Alors par le théoréme de Ramsey, il existe une partie H € [w]® telle que C
soit monochrome sur [H]?. Comme < est bien fondé et @ n’a pas d’antichaine
infinie, cette couleur ne peut étre ni 1 ni 2. Il existe donc une suite croissante.

(1i1) = (1) est immédiat.

(11) = (i) : Supposons une suite infinie (z;,7 < w) telle que Vi <
J, xi % x; , alors f 10— x; ne satisfait pas a (i7).

4



(11) = (iv) : Supposons qu’il existe X C @ tel que VF C X fini,
Jdqg € X,Vr € F, r £ ¢. En partant d'un ¢y € X, on construit alors une
suite (¢;)i<. telle que Vi < j, ¢; & g;, en prenant des F,, = {qo,...q,} et par
hypotheése il existe ¢; € ¢nt1 pour tout ¢ < n Ce qui contredit (i)

(iv) = (it) : Solent f:w — Q et X = {f(i),7 < w} Il existe alors
F C X fini tel que Vy € X, 3z € Fyox < y Alors F' = {f(i1),..., f(in)} avec
i < -+ <, donc 3j <n, f(i;) < f(in, + 1) et Q est un wqo.

(1) = (v) : Soit = un ordre total sur )/ = compatible avec <. Soit
alors (x;) une suite. Alors il existe ¢ < j, f(i) = x; < z; donc z; < z;, donc
(x;) n’est pas strictement décroissante et < est un bon ordre.

(v) = (i) : On utilisera le lemme suivant : Tout ordre partiel < se
prolonge en un ordre total. En effet si on considére ’ensemble des ordres <
tels que < est inclus dans =<, cet ensemble aura un élément maximal pour
I'inclusion qui sera un ordre total.

Montrons que < est bien fondé : Supposons (z;) € Q¥ telle que z1 > xo >
> T, >

Soit < un ordre total sur )/ = compatible avec <. (< se restreint en un
ordre partiel sur )/ =, lequel se prolonge par le lemme.)

Alors (z;) € @/ = est strictement décroissante pour =<, ce qui est impos-
sible par par (v), < est un bon ordre. Donc < est un bon ordre.

Si maintenant (x;) € Q“ est une antichaine, si (r;) est une énumération
bijective de Q, on prolonge l'ordre sur @)/ = par z; < ©; < r; < 1;; en effet
les x; étant incomparables deux a deux, les ordonner deux & deux conserve
le caractére d’ordre de < car U'ordre sur Q est bien un ordre.

On prolonge ensuite cet ordre en <* total, mais <* posséde une partie iso-
morphe a ) donc il n’est pas bien ordonné. Ainsi (@), <) n’a pas d’antichaine
infinie, donc on conclut que () est wqo. O

Propriété 12. (). Si (Q, <) est wqo et (Q', <) est qo, si f:(Q,<) —
(Q', <) est un morphisme alors f(Q) est wqo

(). Sin € N, (Qs,<i)icn sont wgo, alors [[;_, Q; est wqo pour l'ordre
p’f’OdUit ('Tla s 73:71) < (y17 s 7yn) And VZ, T K Yi

Démonstration. (i) Soit f : QQ — @Q'. Soit g : w — f(Q). On prend des
(g; € Q) tels que g(7) = f(q:). Alors il existe i < j tels que ¢; < g; car @ est



wqo. Alors comme f est un morphisme, f(g;) < f(g;) donc g(i) < g(j) Cela
étant vrai pour tout tel g, f(Q) est wqo par la définition équivalente (ii).

(i) Si Q = [[}, @i, Soit f : w — [[i~, Qi une application. On note
pi @ [[ie, Qi — Q; la i-éme projection. Alors comme (); est wqo, par la
définition (74), il existe H; € [w]” telle que py o fig, soit croissante. Puis
si 'on a Hy, on trouve comme (Jr1 est wqo un Hy.; C Hj infini tel que
Pr+1 © fim,,, soit croissante. Ainsi on obtient H,, et fiy, est croissante, et
finalement, [ [ Q; est wqo. ]

Définition 13. Soit (@), <) un qo. On dit que f : w — @ est mauvaise si
Vi, j, i <j = f(i) £ f().

Et f est dite mauvaise minimale si
Vidk g(1) < f(k)

Pour toute fonction g : w —> @, telle que 'on a
I @ tellea {ai, kg(i) < f(k)

g n’est pas mauvaise.

Remarque 14. (Q, <) est wqo si, et seulement aucune suite de () n’est mau-
vaise.

Propriété 15. Soit (Q, <) bien fondé, mais pas wqo. Alors il existe une suite
mauvaise minimale.

Démonstration. Soit f(0) minimal tel que f(0) est le premier terme d’une
mauvaise suite (un tel élément minimal existe car ) est bien quasi-ordonné).
Soit f(1) minimal tel que f(0), f(1) sont les premiers termes d’une mauvaise
suite. On construit ainsi f par récurrence, et par construction f est une
mauvaise suite. Soit alors g : w — @ telle que Vi, 3k, g(i) < f(k)

et 3i,k,g(i) < f(k). On suppose g mauvaise. Montrons que quitte a prendre
une sous-suite de g, on peut supposer qu’il existe j tel que g(0) < f(j) et
que Vi > 0,3k > j, (i) < f(k).

Prenons jp le plus petit entier tel qu’il existe ig, g(ig) < f(jo). Supposons
alors que pour une infinité de iy > is > jo, 9(i1),9(i2) < f(51), ot j1 < jo.
Alors par minimalité de jg,g(i1)) = ¢(i2), ce qui est impossible car g est
mauvaise. On a donc pour une infinité de i, Ik > jo,9(i) < f(k), et on
extrait cette sous-suite, commencant a ig.

Alors soit ¢ tel que Vk > j, g(i) & f(k). Or il existe un [ < j tel que
g(i) < f(l) par construction de g donc comme f est une mauvaise suite,

g(i) # f(k). (sinon on aurait f(k) < f(l)).



Donc montrons que la suite (f(0),...f(j —1),9(0),g9(1),...) est mau-
vaise : On a déja g et f mauvaises, et de plus, si £ < j, on a vu que
Vi, f(k) £ g(i), sinon comme il existe | < j,9(i) < f(I), ¢ca contredirait
le fait que f est mauvaise. Or ¢g(0) < f(j), ce qui contredit la minimalité du
choix de f(j). Ainsi g n’est pas mauvaise et f est bien minimale. ]

Propriété 16. Soit (Q,<) bien fondé mais pas wqo, et f : w — Q une
suite mauvaise minimale. Alors {q|3i,q < f(i)} est wqo.

Démonstration. Supposons que non. Par le théoréme précédent, il existe une
mauvaise suite dans {q | 3i,q < f(i)}, ce qui contredit la minimalité de f
dans Q. O

Propriété 17. Toute somme wqo de wqgo est wqo.

Démonstration. Supposons que f est une mauvaise suite de () = quQo Q-
Alors pour tout ¢ € Qp, {n € w| f(n) € Q,} est finie car chaque (), est
wqo donc n’a pas de mauvaise suite.
Ainsi {g € Qo |3In € w, f(n) € Q,} est infini, ce qui est impossible car on
aurait alors une mauvaise suite de (Qg, qui est wqo. O

Définition 18. Si @ est un ensemble, on note Q<* ={f :n — Q, n < w}.
Si Q est muni de <, on munit Q<“ de 'ordre suivant :

s <t<« dH : doms — domt strictement croissante telle que
Vi € doms, s(i) < t(H(i))

On définit également Q¥ = {f : w — @} muni de Pordre
s <t< dH : w — w strictement croissante telle que
Vi€ w, s(i) <t(H(7))

Théoréme 19. Si Q) est wqgo alors Q=¥ est wqo.

Démonstration. Montrons dans un premier lieu que Q<“ est bien fondé. Soit
$1 =89 =+ =8, > ... Alors doms; > domsy > --- > doms,, > ... Or
ces domaines sont des ordinaux, donc la suite des domaines de s; stationne.
On a alors & partir d’un certain rang (supposons 0) les s; de domaine n, et
donc pour tout k < n,so(k) = s1(k) > ..., donc comme @ est wqo, < est
bien fondé et les (s;(k));e. Stationnent pour tout k < n.

Finalement, les s, stationnent et Q<“ est bien fondé.

S’il n’est pas wqo, il existe une suite f : w — () mauvaise minimale.
On prend pour tout entier 7, s; = f(i). On a pour tout 4, |s;| > 0 car f est
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mauvaise. Etudions alors la suite (s}) ot la suite s’ est la suite s de laquelle
on a enlevé le dernier élément (en effet toutes les suites s; sont finies). On a
pour tout ¢, s, x; = s;. Or pour tout i, s, < s;, donc par minimalité de s;,
on peut trouver une extractrice ¢ telle que 5;5( i) soit croissante. Or () est wqo
donc di < j, wg) < Ty et alors sy < sg(;) donc (s;) n’est pas mauvaise,
donc finalement Q< est wqo. O

Si la propriété wqo passe aux suites finies,elle n’est pas vraie en général
si 'on considére les suites infinies sur un wqo comme nous allons le voir
dans 'exemple suivant (I’exemple de Rado). Il faudra pour cela définir des
conditions plus fortes : les ensembles bqo.

FEzemple 20. On définit Q1 = {(4,J), i < j < w} muni de 'ordre suivant :
(1,7)) < (k) & (i=ket j<l)ouj<k.

Alors Q1 est wqo et Qf ne l'est pas. Montrons que )7 est wqo. Supposons
que l'on ait une suite (v1,y1) € (v2,y2) & ... de Q1. Alors Vi € N, y; >
x;, donc on peut trouver une sous-suite dont la premiére composante est
constante, donc sa deuxiéme composante est strictement décroissante, ce qui
est impossible. Donc ()1 est wqo. Montrons alors que )Y ne ’est pas. Posons

frw— QY
ir— (j— (i, j+i+ 1))
Soient i # k € w, alors pour j >iet >k, (i,j) < (k,l) & j < k donc j ne
peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs, ce qui rend donne f(i) £ f(k),
et par symétrie on obtient f(i) L f(k) et donc QY n’est pas wqo.

Remarque 21. On peut cependant montrer que si () wqo alors Q) est bien
fondé. Et que si Q¥ n’est pas wqo et () est wqo alors () a un sous ensemble
isomorphe & @y (voir [3]).



3 Théoréme de Galvin et Prikry

Le théoréme de Galvin et Prikry est une généralisation du théoréme de
Ramsey sur les parties des parties infinies de w. Cela ne marchera pas direc-
tement, il nous faudra se restreindre aux boréliens d’une topologie.

Notation. Notons [w]<“ ensemble des parties finies de w.

Pour s € [w]“ et U € [w]*, onnote U/s={ne€U:Vies:n>i}et

s, U ={Vew®:sCVCsUU}.

On donne & [w]* la topologie dont une base d’ouverts est formé des en-
sembles de la forme [s,w/s].

Ainsi un ouvert de cette base est ’ensemble des suites dont les |s| premiers
termes forment la méme suite finie s

Théoréme 22. Soit O un ouvert de [w]”. Alors il existe un U € |[w]¥ tel que
soit [U]* C O, soit [U*NO = 0.

Notation. On définira les notions de bon et trés bon ensemble : [s, U] est bon
s'il n’y a pas de V' € [U]“ tel que [s,V] C O. [s,U] est trés bon s’il est bon
et si pour tout n € U, [sU{n},U/{n}] est bon également.

Lemme 23. Si [s,U] est bon, il existe un V € [U]“ tel que [s,V] est trés
bon.

Démonstration du Lemme. Supposons le contraire : soit Wy = U/s. On va
construire par récurrence des suites (n;) et (W;) qui améneront une contra-
diction.

On suppose qu'on a nyg < --- < n;—; < minW;, avec W; C U. Par
hypothése, [s, W;] est bon mais pas trés bon , donc on peut choisir n; € W;
tel que [s Un;, W;/n;] n’est pas bon. On peut donc choisir un W;; C W;/n;
tel que [s Un;, Wi1] € O

Enfin on pose V' = {n; : i € w}. Ainsi on a [s, V] C O par construction,
ce qui contredit le fait que [s, U] est bon.

O

Démonstration du Théoréme. S'il existe U € [w]¥ tel que [U]* C O, le théo-
réme est vérifié.

Supposons alors qu’il n’existe pas de tel U, et on a donc [(, w] est bon.
Posons alors Uy = w et construisons le U du théoréme par récurrence.



Supposons construits ng < - -+ < n;_; < minU; tel que si s C {ng,...,n;_1}
alors [s, U;] est bon. On remarque que la propriété d’étre trés bon est conser-
vée quand on remplace U par un sous-ensemble, donc on peut appliquer le
lemme & des [s, W ;] pour tout s pour obtenir un V; C U; tel que pour tout
s C{ng,...,ni_1}, [s, Vi] est trés bon, avec W,;; C --- C W, C U;. Posons
alors n; = minV;, et U;11 = Vi /{n;}.

On prend enfin X = {n, : i € w}, montrons que ce X vérifie [X|*NO = 0.

Sinon, soit Y un élément de [X]* N O. Comme O est ouvert, on peut
trouver un élément [s,w/s] de la base tel que Y € [s,w/s] C O. U;Nw/s est
infini , et [s, U; N W] C O, ce qui contredit que [s, U;] est bon. ]

Remarque 24. La méme preuve se généralise facilement a la topologie d’El-
lentuck sur [w], dont une base d’ouverts est formée des ensembles de la forme
[s, U].

Théoréme 25 (Galvin-Prikry). Soient U € [w| et un ensemble borélien
B e [U)~. Alors il existe V € [U]¥ tel que soit [V]¥ C B, soit [V]* N B = 0.

Démonstration. Montrons la propriété plus forte : B est telle que pour tout
[s,U], il existe V' C U/s avec soit [s,V] C B, soit [s,V] N B = (. Cette
propriété est vraie si B est de la forme [t,w/t], et le reste si B est seulement
ouvert. De plus on remarque immédiatement qu’elle est préservée par passage
au complémentaire.

Montrons qu’elle est préservée par union dénombrable.

Soit (B;);ew une suite d’ensembles sur lesquels Galvin-Prikry s’applique,
et B = J B;. Construisons V' par induction.

On pose Uy = U. Si 'on a défini U; et ng < --- < n;_1 < min U, on pose
n; = min U;, et comme on a le théoréme sur les B;, on 'applique avec chaque
s C {ng,...,n;}, pour trouver un U;1; C U;/{n;} tel que pour tout tel s,
soit [s, Ujy1] C By, soit [s, U;11] N B; = 0.

Enfin on pose N = {n; : i € w}. Alors si W € [N]%, on a par construction
W € B; si, et seulement si [WN{ng,...,n;},U;s1] € B;. Cest une condition
portant sur un sous-ensemble fini de W, donc une condition ouverte. Ainsi
pour tout i, B; N [N]“ est ouvert dans [N]*. On a donc BN [N]¥ ouvert dans
[N]“ également. On peut donc utiliser le cas particulier pour un ouvert, et
on a finalement un V' € [N]¥ C [U]* tel que [V]* C B ou [V]* N B = 0.

On trouve le théoréme lorsque s = () O

On utilisera dans la suite la conséquence suivante du théoréme.
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Théoréme 26. Si U € [w]¥, et si f: [U]* — X borélienne d’image sépa-
rable ot X est un espace métrique, il existe un V € [U]¥ tel que la restriction
de f a [V]“ est continue.

Démonstration. Soit {O; : i € w} une base d’ouverts de im(f) (qui existe
car elle est séparable). Posons Uy = U. Si ng < --+ < n;_; < minU; sont
définis, on pose n; = min U;, et on applique le théoréme de Galvin et Prikry
pour chaque s C {ny,...,n;} afin d’avoir U;;; C U;/{n;} tel que pour tout
tel S, [8, Ui+1] - fﬁl<OZ) ou bien [S, Ui+1] N fﬁl<OZ) = 0.

Posons enfin V' = {n; : i € w}. Alors pour tout W € [V]¥, on a W €
F7HO;) si, et seulement si [W Nng, ..., n;, Uisi] € f7HO;). Ainsi on obtient
que f~H(O;)N[V]¥ est ouvert dans [V]“, et donc f est continue sur [V]*. O
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4 Better Quasi Orderings
Définition 27. Soit X € [w]”, on note X+ = X — {min(X)}.

Définition 28. Soit () un quasi ordre. On met sur () la topologie discréte. Un
(@-tableau est une application f : [U]“ — @ borélienne d’image dénombrable,
ou U € [w]“. Un Q-tableau est mauvais si il n’y a pas de X € [U]¥ tel que
F(X) < f(XT). On dit que @ est bqo s’il n’y a pas de mauvais tableau.

Théoréme 29. ) bgo = Q) wqo.

Démonstration. Soit f : w +— @, on définit un tableau g : [w]* — @ par
g(X) = f(min(X)), comme @ est bqo la suite f n’est pas mauvaise. Ainsi
Q est wqo. n

Propriété 30. Soit Q un bgo et f : [U]* — Q un tableau, alors il existe
V e [U telle que VX € [V]¥, f(X) < f(XT). On dit également que g est
un tres bon tableau.

Démonstration. On définit B C [U]” par X € B ssi f(X) < f(XT). Par le
théoréme de Galvin et Prikry, il existe V' € [U]“ tel que [V]* C B, et on ne
peut pas avoir [V]“ N B = () car on obtiendrait alors un mauvais tableau sur

0.
Ainsi sur VX € [V]¥, f(X) < f(XT). O

Propriété 31. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(7). @ est bgo.

(17). Il n’y a pas de mauvais tableau continu.
(i73). Pour tout Q-tableau f : [U]¥ — @, IV € [U]*,VX € [V]¥, f(X) <

fXT).

Démonstration. Comme tout application borélienne sur [U]¥ peut étre res-
treinte en une application continue, I’équivalence entre (i) et (i) est immé-
diate. Par la propriété des trés bons tableaux, on obtient immédiatement
I'équivalence (i) et (ii). O
Propriété 32. On a les propriétés suivantes :

(7). Tout bon ordre est bqo.

(7). Si Q est Uunion de deuz bqo alors Q) est bgo.
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(191). S1 Q1 et Qo sont bgo alors Q1 X Qs est bqo.

(iv). Toute somme bgo de bqos est bqo.

Démonstration.  (i). Si f : [w]¥ — « est un tableau et a un ordinal.
Comme « est bien ordonné on ne peut pas avoir f(w) > f(w™) >
<o > f(wtT) > ... donc f n’est pas mauvais et « est bqo.

(17). Soit f : [w]* — Q1 U Qs, oit Q1 et Q2 sont bqo, par le théoréme de
Galvin et Prikry, on peut restreindre f telle que f : [U]Y — Q1 (ou
()2). Alors f n’est pas mauvaise, donc @ est bqo.

(1i1). Soit f : [w]¥ — Q1 X Q2, en restreignant [ et en notant p; la premiére
projection, on a py o f : [U]* — @ telle que VX € [w]|“U, p; o f(X) <
p1o f(XT). Comme @ est bqo il existe X € [U]“ tel que pyo f(X) <
pao f(XT), alors f(X) < f(XT), et Q1 X Q2 est bgo.

(iv). Soit Q un ordre partiel bqo, on considére Q@ = 3, Qg soit flw]”
() un tableau, il y a deux cas : soit il existe U € [w]* tel que f([U]¥) C
(), pour un certain g € (o, alors f n’est pas mauvaise. Sinon on note
p:Q — Qo la projection sur la base.

Par Galvin et Prikry, il existe U € [w]* tel que VX € [U],p(f(X)) =
p(f(X*)) ou VX € [U,p(f(X)) # p(f(X*)). Par hypothése, on
se trouve dans le deuxiéme cas, ainsi comme )y est bqo, il existe
X € [U) telle que p(£(X)) # p(f(X¥)) et p(F(X)) < p(F(X)),
done f(X) < f(XT), et @ est bqo.

m

Définition 33. Soit () un quasi ordre, on notera la relation <. Un rang
partiel sur @, est un ordre bien fondé <’ tel que z <y = = < y.

Définition 34. Soit ) un qo qui n’est pas bqo, et on suppose que I’on dispose
d’un rang partiel <’ sur @, on note x <"y six < yet x #y.

Soit f;[U]Y — Q et g : [U]* — @ deux mauvais tableaux, on note g <’ f
siV CUetg(X)< f(X) pour tout X € [V]¥. On note de plus g <’ f si
V C A et pour tout X € [V]¥, g(X) <" f(X).

Enfin on dit que f est minimal mauvais si il n’y a pas de mauvais tableau
g tel que g <’ f.

Théoréme 35. Soit Q) un qo qui n’est pas bgo, on suppose Q) equipé d’un
rang partiel. Soit fo : [Ug]* — Q un mauvais tableau, alors il existe un tableau
minimal mauvais f < fo.
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Démonstration. Supposons que le théoréme est faux. Nous allons ainsi définir
une suite de mauvais tableaux fe : [Ue]¥ — Q tel que f, <' feet U, € Ug
pour tous les ordinaux £ < n < N;. Ce qui est impossible car on obtiendrait
une suite strictement décroissante de cardinal N; de parties de w.

Supposons donc qu'il y ait fy : [Up]Y — @ un mauvais tableau tel qu’il
n’y ait pas de tableau minimal mauvais f <’ fp.

Soit ¢ un ordinal dénombrable, on suppose que l'on a défini fe <' f,
des mauvais tableau pour tout v < £, on a en particulier f; <' f; donc fe
n’est pas minimale mauvaise. Soit g : [Ve]* — @ un mauvais tableau tel que
ge <' fe, quite a restreindre V¢ on peut supposer ge continue et Ug — Ve infini.

Par continuité il existe s, un segment initial de V¢ tel que [s¢, Ve| C
ggl({g(Vg)}) Ainsi pour tout X € [s¢, Ve], ge(X) = ge(Ve). On pose alors

Uer1 = Ve U {n € Ug,n < max(s¢)} (1)
et

{ge(X) 51 X € [V
o0 = {fs(X) X € U] — Vil 2

Alors fe11 est borélienne donc est un tableau.

Soit X € [Uga]?, si X € [Vg]¥ alors XT € [Vg], donc fei1(X) £
Jert(XT). Si X, XT € [Uen]” — [Ve]” alors fe1(X) £ fera(XT), et si
X € [Ue]® et XT € [Ve]? alors fer1(X) € fer1(XT) sinon on aurait
fe(X) < ge(XT) < fe(XT), ce qui est impossible donc fey1 est mauvaise.

Enfin comme g <’ fe, on a ferq < fe et Ueyr C Ue car Ug — Vg est infini.

Passons maintenant au cas limite, soit 0 un ordinal limite dénombrable, on
suppose que tous les fe pour & < ¢ sont définis. On pose Us = N{U¢, £ < 0}.

Montrons que Us est infini.

Dans le cas contraire il existe m € w, Us € m. On définit alors V& < 9, ne
comme le plus petit entier n > m tel que n € Uk.

Il y a une infinité de £ tel que ng € Ugiq. Supposons qu’il n’y en ait qu'un
nombre fini, soit § leur max, montrons alors que pour tout n > £, neyq € U,

Clairement pour £ + 1 ceci est vérifié par définition, remarquons que par
inclusion la suite (n¢) est croissante et toujours par inclusion on a V0 <
§,ney1 € Up. Maintenant si A < 0 est limite et que V§ < n < A\, neyq € U,
comme Uy = N{Uy, 0 < A}, on a ngyy € Uy. Enfin sin > € et ngy € U,
par croissance on a n, = ng¢q et comme n > §,n, € U,y donc ngpq € Upq.
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Finalement comme Us = N{U, & < 0}, on a ngpq € Us, ce qui est absurde
car Us Cm et ngyq > m.

Pour chaque ¢ tel que ng £ Ugyq, on a ng > max(se), en effet sinon on a
ne < max(se). Et comme Ugyy = VeU{n € Ug,n < max(s¢)}, on ang € Ugyq.

Donc pour un tel £, on a m > max(se). Sinon, si m < max(s¢), alors on
a max(sg) € Ugyr, d'oll ngyy < max(sg) < ng ce qui est impossible.

Donc il y a une infinité de s¢ qui coincident, en effet pour une infinité de
¢, m > max(s¢) donc il y a au plus 2™ s¢ possibles. Donc on a une partie
infinie £/ de ¢ tel que pour tout { < n dans E, s¢ = s,. Par construction on
a alors V,, € [s¢, Ve|, et donc

Fo(Va) < fera(Va) = 9e(Vi) = 9e(Ve) <" fe(Ve) (3)

Ce qui contredit le fait que 'ordre < est bien fondé, et donc Uy est infini.
Soit maintenant X € [Us], on pose f5(X) = limeos fe(X), en effet fe(X)
est bien défini pour X € [Us]¥ et est décroissante pour I'ordre bien fondé
donc stationne et la limite existe. Par décroissance de la suite f¢(X), on a
clairement f5(X) <’ fe(X) pour tout £ < J. Prouvons que fs est mauvaise,
soit X € [Us]¥, comme <’ est bien fondé il existe deux ordinaux &, 7 < § tels
que les limtes limg5 fe(X) et limeos fe(X ) sont atteintes, on peut supposer
¢ =mnainsi f5(X) = fe(X) € fer1(XT) = fs(XT). Puis comme f5 est la
limite simple d’une suite de fonctions borélienne, elle est méme borélienne.
Finalement fs est un mauvais tableau. O]

Définition 36. Soit ) un quasi-ordre et o un ordinal. Une suite transfinie
est une application s : @ — @, ot & = lh(s) est la longeur de s. On note sy
la restriction de s a 0, ¢’est a dire 'unique s’ de longeur 6 tel que s'(£) = s(&)
pour tout ¢ < 6. La classe des suites transfinies de Q est notée Q ou Q°.

On quasi-ordonne Q™ par s < t ssi il existe une application strictement
croissante h : 1h(s) — 1h(¢) telle que s(&) < t(h(£)), V€ < 1h(s).

Lemme 37. Sis,t € Q9 et s £ t; alors il existe 0 < 1h(s) telle que sg <t
et sjg41 L t.

Démonstration. Si s € t, on définit h par induction, soit h(§) le plus petit
n < lh(t) tel que s(&) < t(n), et n > h(£'),VE < £ Soit maintenant 6 le
plus petit ordinal £ pour lequel h(§) n’est pas défini. On a alors sy < t et
541 ¥ t comme demandé. m
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Théoréme 38 (Nash Williams). Soit un mauvais Q9™ -tableau (sx, X €
[UI¥). Il existe V € [U]¥ et un mauvais Q-tableau (f(X), X € [V]¥) tel que
pour tout X € [V]¥, f(X) est un terme de la suite transfinie sx.

Démonstration. Pour r,t € Q™ on définit un rang partiel r <’ ¢ ssi r est un
segment initial de ¢, i.e. il existe § < 1h(r),tjp = r. Cet ordre est bien fondé
car les ordinaux sont bien ordonnés. Remarquons que si ¢ € () est un terme
de r <’ t alors c¢’est aussi un terme de t donc on peut supposer s minimal
mauvais.

Etant donnés X € [A]Y et Y = X7 on a sy £ sy donc par le lemme il
existe Ox tel que (sx)jo, < Sy et (sx)px+1 £ Sy, et ce Ox ne dépend que de
Sx et Sx+. On remarque ensuite que ((sx)jo,, X € [A]Y) <" (sx : X € [A]¥).

Mais par minimalité de (sx), ((sx)jox, X € [A]) n’est pas mauvais, donc
il existe, d’aprés la propriété 30, B € [A]“ tel que VX € [B]*, (sx)py <
(sx+)j,- Mais par définition de 0x, on a (sx)jox+1 % (Sy)jey+1 on a donc
sx(0x) £ sy(fy). Donc (sx(fx)) est un mauvais Q-tableau et vérifie les
hypothéses du théoréme. O]

Théoréme 39 (Nash Williams). Q bgo < Q°™ bqo.

Démonstration. Si Q™ n’est pas bqo, on peut trouver un mauvais tableau
puis avec le théoréme précédent on peut en extraire un mauvais Q)-tableau
donc ) n’est pas bqo. Réciproquement si Q°™ est bqo tout sous-ensemble
de Q9 est bqo, il suffit donc d’appliquer la définition aux suites transfinies
de longueur 1. O]
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5 Preuve de la conjecture de Fraissé

Définition 40. La classe des ordres dispersés est la classe des ordres totaux
dans lesquels Q ne se plonge pas.

Définition 41. On définit pour tout ordinal p, S, par induction par : Sy est
la classe des singletons ordonnés et pour tout ordinal p > 0, la classe S, est
la classe des ordres d’une des deux formes suivantes :

L=L0+L1+"‘+L§+... (§<O./)
L:"'+L£+“’+L1+LO (£<a)

pour a un ordinal et L, des ordres dans U{S3, 3 < p}.
Enfin on pose S = U{S,, p € Ord}.

Définition 42. On note le rang de L. € S comme le plus petit ordinal
tk(L) = p tel que L € S,

On montre maintenant que S est la classe des ordres dispersés et que S
est bgo pour 'ordre de plongement.

Lemme 43. Soit L € S alors tout sous-ordre de L' C L est dans S

Démonstration. On montre ce résultat par induction :

(I) Si L est un singleton alors L' € S.

(H)Supposons que pour tout { < a, si L € S¢ alors L' € S. On suppose
L € S,. De plus supposons que L = Lo+ Ly +---+ L+ ... (£ < p) et
V& < p,tk(Le) < o, si L est un singleton le cas est déja traité et 'autre cas
est symétrique a celui-ci.

Si L' C L¢ pour un £ < « alors par hypothése d’induction L' € S, sinon
quitte a supprimer des termes de (L¢) on suppose L'NL¢ # () pour tout { < «
, on pose alors L; = L' N L¢ alors par hypothése pour tout § < a, L; € S et
comme L' = Ly+ -+ Lg+...,ona Ll €8§.

m

Théoréme 44 (Hausdorff). S est exactement la classe des ordres dispersés.

Démonstration. On commence par montrer que tous les éléments de S sont
dispersés,
Si L € § est un singleton alors L est dispersé.
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SiL=Lo+Li+--+Le¢+... (£ <p) (Pautre cas est symétrique) avec
L e S, et V& < p,rk(Lg) < «, alors par induction V€ < p, L¢ est dispersé. Si
Q se plonge dans L par f, comme QQ ne se plonge pas dans «, il existe £ < «
et I un intervalle de Q tel que Vg € I, f(q) € L¢, or Q se plonge dans I donc
Q se plonge dans L¢ ce qui est absurde. Donc Q ne se plonge pas dans L.

Soit L un ordre dispersé, nous montrons maintenant que L € S. On définit
sur L la relation suivante : pour tout z,y € L,z ~ y si, et seulement si [z, y] €
S ou [y,z] € S§. On remarque que ~ est symétrique et réflexive, montrons
sa transitivité. Si x ~ y et y ~ z, on suppose z < y < z alors [z,y] € S et
[y, z] € S donc par le lemme [z,y[€ S, ainsi [z, 2] = [z, y[+]y, 2] € S donc ~
est une relation d’équivalence.

Nous montrons maintenant que les classes sont convexes. Soit z < z < y
tels que = ~ y alors, [z,y] € S et [z, 2] C [z,y] ainsi par le lemme [z,2] € S
donc x ~ z. Ainsi les classes sont compatibles avec l'ordre sur L et I'ordre
passe au quotient.

Montrons maintenant que les classes sont des éléments de S. Soit C' C L
une classe d’équivalence, considérons (z¢)e<o €t (yYe)e<p des suites respec-
tivement croissante cofinale et décroissante coinitiale dans C et telles que
xg = Yo , alors si C' n’a pas d’élément minimal, C' = - +|ygs1, Yg) +
4y, yol+]wo, 1) + - Hag, Traa] + . . ., et sinon, C' a comme élément mi-
nimal un Y, et C' = [Ym, Ym—1] + - - +]y1, vol+|@o, 1] + - - Hwp, Tpga] + . .
Comme chacun des termes est dans S, C € S.

Nous montrons désormais que l'ordre induit sur L/ ~ est dense. Sil existe
[z],[y] € L/ ~ avec [z] < [y] alors il existe [x] < [z] < [y]; sinon [z,y] € S
donc [z] = [y], ce qui est impossible, donc I'ordre sur L/ ~ est dense. Ainsi
’il y a plus d’un seul élément, Q se plonge dans L/ ~, donc en relevant un
élément dans chaque classe, Q se plonge dans L, ce qui est absurde donc il

n’y a qu’une seule classe et L € S.
O

Théoréme 45. La classe S des ordres totaux dispersés est bgo pour [’ordre
de plongement.

Démonstration. On définit un ordre bien fondé sur S par M <’ N ssi
tk(M) < tk(N) et M < Nyet M <" N ssi M <" N ou M = N. Sup-
posons que S n’est pas bqo alors il existe (Lx, X € [A]*) une suite mau-
vaise minimale. Alors pour tout X € [A]“, Ly est soit de la forme Lx =
LY + Ly + -+ L+ ... ou Ly = --- + L§ + --- + Lk + L% avec les
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rk(L%) < rk(Lx) ou un point. Par le théoréme de Galvin et Prikry une de
ces trois formes est celle d’une infinité de Lyx. Comme la suite est mauvaise,
le troisiéme cas n’est pas possible. Les deux autres cas étant symétriques
on suppose que VX € [A]*, Ly = L% + LY + -+ L + ... (€ < ax), et
rk(L5) < rk(Ly). Ainsi pour tout ¢ < ax, L <’ Lx.

On définit alors P un mauvais SO"-tableau par P(X) = (L, € < ax).
Clairement si P(X) < P(X™) alors Lx < Lx+ ce qui impliquerait que L ne
soit pas mauvaise, donc P est mauvaise. Alors par le théoréme sur les suites
transfinies on peut extraire de P un mauvais S-tableau f : [B]* — S tel que
VX € [B]*, f(X) = L5 et (L5¥, X € [B]*) est mauvaise, or on a clairement
(L%, X € [B]*) <’ (Lx,X € [B]*) ce qui contredit la minimalité de L. Ainsi
S est bqo. O

Théoréme 46. La classe des ordres totaux dénombrables est wqo pour [’ordre
de plongement.

Démonstration. Notons L cette classe alors on a L =S N L+ [Q] ou [Q] est
I’ensemble des ordres totaux dénombrable équivalents & Q pour 'ordre de
plongement. Par le théoréme précédent le premier terme est bqo, le deuxiéme
I’étant clairement aussi on a L bgo donc L est wqo. O
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6 Un contre-exemple dans le cas indénombrable

Montrons que la classe des ordres totaux n’est pas wqo. Tout ce contre-
exemple est dit & Sierpinski, Dushnik et Miller [1] [5] Dans cette partie nous
allons construire deux parties de cardinal 2%, H, Z C R telles que ZNH = )
et Ve #£ye Z,HU{x} L HU{y}.

Dans toute cette partie nous notons F' I’ensemble des fonctions R — R
strictement croissantes différentes de 1'identité.

Propriété 47. Card(F) = 2%

Lemme 48. Soit f € F, alors 'ensemble des points de discontinuité de f
est dénombrable.

Preuve du Lemme. Soit f € F, étant donné x un point de discontinuité de f,
on appelle f(z1) — f(z7) la hauteur de cette discontinuité. On note D(f, n)
I’ensemble des points de discontinuité de f de hauteur > % pour n > 0.
Montrons que D(f,n) est discret. Sinon on peut trouver une suite (zy)
strictement croissante telle que x < z,Vk et x, 2, € D(f,n) et x — x alors
la suite f(zg) — f(z7). Soitn > 0telque Vy < x,z—y <n = f(z7)—f(y) <
L. Soit ko tel que Vk > ko, zp — x < n. Alors f(zy,) — f(z7) < i, mais
fary) — f(@7) > flaf ;1) — f(@, 1) > & Ce qui est absurde donc D(f,n)
est discret et donc dénombrable. Ainsi I'ensemble des points de discontinuité
de f D(f) =U,D(f,n) est dénombrable. O

Preuve de la Propriété. On pose sur F' la relation d’équivalence suivante :
g~ f< D(f) = D(g). Il y a clairement au plus 2™ classes d’équivalence.
Soit maintenant C' une telle classe, fo € C et X C R — D(f) une partie
dénombrable dense, enfin notons h : C — R telle que h(fy) est la restriction
de fo & XUD(fy). Alors par unicité du prolongement continu, h est injective.
Donc Card(C) < Card(RX) = (280)% = 2% — 2% Finalement Card(F) <
280 9Ro,

Réciproquement pour tout a € R% — {1}, on a 2 — ax € F donc
Card(F) = 2%, O

Construisons maintenant les ensembles H et Z. Soit (fa)a<omo Une énumeé-
ration de F' telle que chacune des deux sous-suites correspondant aux indices
pairs et impairs sont des énumérations de F'.
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Remarquons de plus que I’ensemble des points fixes de f € F n’est pas
dense dans R (en effet sinon on aurait f = id). Ainsi il existe |aq, b, [C R tel
que f, ne fixe aucun point de cet intervalle.

Construisons alors par récurrence deux suites (Z4)acom0 €6 (Ya)acaro, DO
tons de plus S, = {z3,y5, 8 < a} telles que Vo < 2% 2, & S,, fo(za) €
Sa U{za} et yo = fal(za).

L’initialisation et I'induction sont identiques, si tous les termes g, yg pour
B < « sont construits, on remarque que Card(S,) < 2% donc Jag, ba[—Sa —
f4(S,) # 0, on peut donc choisir x, dedans et poser y, = fa(7,). Ce qui

conclut la récurrence.
On pose alors H = {z2,} et Z = {z3a41}

Propriété 49. H est dense dans R.

Démonstration. Soit ]a, b un intervalle non vide de R, posons h la fonction
telle que h(z) = x si « a,b[ et h(z) = (b — a)($2)* + a sinon, alors h ne
fixe aucun point de ]a, b[ et est strictement croissante alors il existe « tel que

h = fan, cOMmMe Yy, # Tas ON & To, €]a,b[ donc H est dense dans R. O
Définition 50. Etant donné T'C Z on pose Er = HUT.
Propriété 51. Soit A, B C Z tels que A — B # ) alors B4 € Ep.

Démonstration. Sinon soit f : E4 — Ep une application strictement crois-
sante. Comme H est dense F4 l'est aussi donc on peut étendre f en une
application g : R — R strictement croissante. On a g # id sinon f est I'iden-
tité donc f(E4) = Ea, or f(Es) C Ep et Eq4— Ep # 0 ce qui est impossible
donc g n’est pas l'identité sur R, on a donc g = f5, pour un certain a.

On alors o, € H C E4 et fou(724) € Ep par construction on a f(FE4) €
Ep, ainsi E4 £ Ep. O

On a alors le résultat suivant £y < Fp <& A C B.

On obtient maintenant une famille d’ordres (E4)acz isomorphe a P(Z).
En prenant les parties Z, = {zop+1,8 = a}, Tn, = {x95+1,0 < a} et
Qo = {T2a+41}, on obtient respectivement des suites strictement décroissante,
croissante et incomparable de cardinal 2%¢. Et en particulier la classe des
ordres totaux de cardinal 2% ou < 2% n’est pas wqo.
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7 Théoréme de structure des ordres o-dispersés

A partir de cette partie nous allons faire la distinction entre les ensembles
ordonnés (ou ordres) qui seront notés L, M, N, ..., et les types d’ordres qui
seront notés ¢, x, ¥, . ...

Définition 52. Si L est un ordre on note ¢ = ot(L) la classe d’isomorphisme
de L, c’est le type d’ordre de L.

La classes des types d’ordre est naturellement ordonnée par l'ordre de
plongement : ¢ < 9 <= il existe L, M des ordres tel que ot(L) = ¢ et
ot(M)=1v et L <M.

Les notions de wqo, bqo et cardinaux s’étendent naturellement aux types
d’ordre.

Définition 53. On définit les sommes de types d’ordre (respectivement de
quasi-ordre) :

Si L est un ordre de type d’ordre ¢ et (¢,).cr est une famille de types
d’ordre et (L;).er tel que ot(L,) = ¢, Vo € L , alors on définit ) comme
v =ot(M)et M => L,.

z€L
On notera dans la suite abusivement ¢ = ) ¢,.
TEP

On notera n = ot(Q). On peut alors redéfinir S comme la classe des types
d’ordres 2 7, il est alors clair que le théoréme de Hausdorff s’étend aux types
d’ordres avec ces nouvelles définitions et que S est alors bqo.

Dans les parties qui suivent nous allons étendre le résultat de Fraissé aux
ordres o-dispersés.

Définition 54. Un ordre total L est dit o-dispersé si L = U,enL, ol chaque
L, est un ordre dispersé pour 'ordre induit par L. On note dans toute la
suite M la classe des ordres o-dispersés.

Le but des trois parties suivantes est de montrer le résultat suivant :
Théoréme 55. La classe M est bgo.

La démonstration suit un schéma similaire & celle de la conjecture de
Fraissé : on va montrer un théoréme de structure sur les éléments de M, puis
on va utiliser le fait que la propriété bqo est stable par passage a certaines
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structures (on s'était servi de @ bqo implique Q°™ bqo pour la conjecture
de Fraissé).

A partir de cette section on notera RC la classe des cardinaux réguliers.
Si K est un cardinal on notera cf(x) sa cofinalité.

Définition 56. Si ¢ est un type d’ordre, on note ¢* I'ordre renversé, c’est a
dire, si ¢ = ot(L, <) alors ¢* = ot(L,>).

Montrons d’abord quelques propriétés :

Lemme 57. (i). Une somme dispersée de types dispersés est dispersée.
(7). Sik € RC et k <Y ey &y alors k <t ou il existe y tel que K < @y
(i17). Sik € RC,\ < K, L = Uycp\L, et & < L alors pour un certain v on a

k < L.
(). Sik € RC,¢ € S,Card(¢) = k alors k < ¢ ou K* < ¢.

Démonstration. Le (i) est clair d’aprés le théoréme de Hausdorff

Pour le (ii), soit f:x — >, ¢, une application strictement croissante.
Définissons o, = min f~1(3°, ., . #2). Cette suite est cofinale dans « et de
type d’ordre < ¢, donc si k £ ¢ alors cette suite est constante a partir d’un
certain rang donc pour un certain y on a K < ¢,.

De méme, pour le (i77), soit f : kK = U,<\L, une application strictement
croissante. Soit av, = min(f = (U,<s<rLs) . Cette suite est de nouveau cofinale
dans x de type d’ordre < A donc constante a partir d’un certain rang, donc
pour un certain v, kK < L,.

Pour le (iv), soit ¢ € S, alors il existe 3, ¢ € Ss. Procédons par induction :
si 8 = 0 alors le résultat est immédiat. Sinon, supposons ¢ = ¢g + - - - + ¢¢ +
... (£ < @) (lautre cas étant symétrique). On a alors o < Card(¢) et pour
tout £ € RC, Card(¢¢) < Card(¢), donc d’apreés le (i7), on a le résultat. [

Nous allons maintenant construire des types d’ordres particuliers dans
M, qui vont prendre en compte le fait que les ordres de M peuvent étre
denses.

Définition 58. Soit «, S un couple de cardinaux, on dit que («, ) est ad-
missible si :

(7). «, B € RC et sont indénombrables.
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(77). max{a, f} est un cardinal successeur.

Définition 59. Soit («, ) un couple admissible ; nous allons définir un type
d’ordre 0,4 par :
(i). Sia=~T et f=0JT, on pose o,5 = 0.
(43). Sian’est pas successeur et 3 = 07", alors oo = Y s ¢, OU pour tout
T € 0,0, < a* et pour tout A < « il existe x tel que ¢, > \*.

(#4i). Dans le dernier cas on pose : 0,53 = (034)"

Définition 60. On peut enfin définir 1,3 = ot(L), ot L = U,enLy, et les L,
sont définis par :

(). ot(Lo) = 0up,

i1). L,.1 est obtenu a partir de L,, en insérant une copie de 0,3 dans
(i) + p p 8
chaque intervalle vide |z, y[ de L,.

On pourra remarquer que c¢’est le moyen le plus simple de construire un
type d’ordre qui est 3 dense dans le sens croissant et o dense dans le sens
décroissant. On a de plus 7 = 1,4, -

Le théoréme suivant décrit les propriétés de 1,z :

Théoréme 61. Soit («, 3) admissible,
(). Nap € M

(7). & L nap et B L Nap
(193). Si|x,y| est un intervalle de L (ou ot(L) = nap), alors ot(|z,y[) = o
pour tout ag < av et ot(|x,y[) = By pour tout By < B
Réciproquement si ¢ est non trivial (ie ¢ #0,1) et ¢ = ot(M) et (¢, M)
satisfont (i)-(iti) (en remplagant nag par ¢ et L par M dans les propositions
avec o, 8 des cardinauz fizés), alors (o, B) est admissible et ¢ = 1,5.

Démonstration. (i) On reprend ici les notations de la définition 60; par
définition Ly € S et par construction ot(Lny1) = > ., ¢, ol chaque
¢ € {1,1 + 0,3}, comme 0,5 € S d’aprés le (i) du lemme 57,4, € S,
donc L € M.

(77) On ne traite que le cas de § car celui de o est symétrique. Par
définition S £ 045 donc par la remarque et le point précédent, on a § £
ot(L,) pour tout n € N, comme > w (car («, ) admissible) d’aprés le (i)
du lemme 57, 8 & ot(L) = 7ap.
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(737) Encore une fois on ne fera la démonstration pour f, la partie pour
a étant symétrique. Soit v < [; on suppose que pour tout & < 7, (iii) est
vérifié. Soit |x, y[ un intervalle de L.

Pour un certain m € w,x,y € L, et comme 7 £ L, (car L, € §), il
existe u, v € [x,y] tel que |u,v| est vide. Ainsi dans L,, 1, ]z, y[ contient une
copie de 0,5 donc tous les cardinaux < (3 se plonge dans |z, y[ (dans L,1).

Donc cf(vy) < ot(Jz,y[) (dans Ly,41), si v = cf(7y) le résultat est montré.
Si v > cf(v) alors on peut écrire v = Ewecfm & ot £ < 7y est un ordinal.
Ainsi on a une suite (y,)zecr(y) d’éléments de Ly, strictement croissante ;
par ’hypothése d’induction chaque &, <|y., y.+1| (dans L) donc v <]z, y|
dans L.

Pour la réciproque, on se donne ¢ et M vérifiant les hypothése (i) — (ii7),
ainsi M € M, soit M = U,¢, M, ou chaque M, € §.

Montrons tout d’abord que (o, ) est admissible. Si 5 (de méme pour «)
n’était pas régulier alors on pourrait exprimer 5 comme la somme sur cf(/3)
d’ordinaux < f3, ce qui, par un argument similaire au point précédent, par le
(i77) entrainerait 8 < 1,4, ce qui est contradictoire avec (7).

Comme Card(M) > 1, il y a donc au moins deux points z < y € M donc
on peut trouver par (iii),r < z < y, puis en itérant cet argument on a w < ¢
et w* < ¢. Donc a et 3 sont indénombrables.

Enfin supposons que max(«, 5) = [ et  n’est pas successeur, alors comme
(par (7i7)) pour tout By < B, fo < ¢, Card(M) > By donc Card(M) > S, mais
comme 5 € RC et 8 > w on a pour un certain n < w, Card(M,) > B. Mais
par le lemme 57 (iv) on a ot(M,) > 5 ou > f* > a*, ce qui est impossible.

Donnons d’abord la définition suivante : si N est un ordre total, alors
(N1, N3) est une coupure de Dedekind si Vo € N1,Vy,y < x = y € N; (de
méme avec Ny pour =) et Ny U Ny = N et Ny NNy = 0.

Nous allons montrer que si Card(/N) > 1 et N satisfait (iii) alors ¢ <
ot(N), on aura alors par symétrie ¢ = 1,4. Définissons le fait suivant, soit
Ny tel que ot(N7) € S se plonge dans N par f en respectant les coupures si
pour toute coupure de Dedekind (N{, N?) de N il existe un intervalle |z, u[
de N tel que

z €lr, yl,u € Ni,v € N} — f(u) <z < f(v).

Montrons par induction sur & que si N; satisfait (i7) alors N7 se plonge
dans N en respectant les coupures. Si ot(/V;) est une ¢ (ou 6*) somme de
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type d’ordre < ot(NV;) alors § < ot(/N) et comme § est un ordinal, il peut
se plonger dans IV en respectant les coupures alors, comme chaque intervalle
de N vérifie (7ii), on peut plonger (par induction) tout les termes de Ny en
respectant les coupures dans les intervalles définis par le plongement de 4. Le
plongement ainsi obtenu respecte bien les coupures. Maintenant pour plonger
M dans N, si M = U, M, alors on peut plonger M, dans N en respectant les
coupures, puis on étend le plongement (toujours en respectant les coupures)
a My U My, etc. On obtient alors un plongement de ¢ dans ot(N) ce qui
compléte la preuve.

m
La démonstration précédente donne aussi le corollaire suivant :
Corollaire 62. ¢ e M et a* £ ¢, 0 L ¢ < ¢ < Nag.

Avec ceci nous allons pouvoir partitionner M en sous-classes :
Notation. On note Dup = {¢, ¢ < Nus}-

Remarque 63. Le corollaire précédent nous permet d’affirmer que

M = U(a,8) admissible Das

Nous pouvons maintenant passer au théoréme de structure de cette par-
tie :

Théoréme 64. (i). Une somme D,z de types de D,p, est encore dans
Dos.

(i1). Dap = Uycmax(a,8)(Dap)y 0t les (Dag)y sont définis par induction :

(a) (Daﬁ)O = {07 1},
(b) Pour § > 0,¢ € (Dyp)s < ¢ est une af ou une By ou une nu,a,

somme, pour ap < « ou By < B ou (ag, o) < (o, ) (respective-
ment) des ordinauz, de membres de Uy<5(Dag)--

Démonstration. Pour le (i), le corollaire précédent assure que 7735 = Nag-
Soient maintenant ¢ € D,g, et ¢, € Dyp pour tout x € M et ot(M) =1 ; on

a alors Zz@ Oz < Nap- SiNap < erw ¢ alors soit 1,5 < 1, soit un intervalle
de nap (donc 7n,s) est < ¢, pour un certain x, ce qui est impossible, donc

erw be < No-
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La preuve du (i7) est semblable dans sa structure a celle du théoréme
de Hausdorff. Soit donc Cap = Uscmax(a,8)(Dag)ys si ot(L) < nap alors
Card(L) < max(a, ) ainsi une somme C,p d’éléments de C,s est encore
dans Cng. Enfin si oy < av et fy < B alors ag € Dag, fo € Dag €t Nays, € Dag
donc Cog C Dygp.

Supposons qu'il existe L tel que ot(L) € Dys — Cop; on définit sur L la
relation suivante : © ~ y < ot(|x,y]) € Cop ou ot(]y, z[) € Cup, clairement
r~zxetr ~y<y~uz Enfinsiz <y < zetx ~ yy ~ z alors
ot(Ja, y[), ot(Jy, z[) € Cap donc ot(]z, z[) = ot(Jx,y[) + 1 + ot(]y, 2[) € Cup
donc x ~ z et ~ est une relation d’équivalence. Comme dans la preuve de
Hausdorff, en considérant des suites coinitiale et cofinale, on montre que les
classes sont des intervalles et sont des éléments de Cyp.

Soit maintenant L' C L obtenu en choisissant un élément dans chaque
classe. Chaque intervalle de Ju, v[ de L est dans D,s—C,gs ; en effet dans le cas
contraire U'intervalle de L formé par |u, v] serait dans C,g, ce qui contredit le
fait que u o4 v. Comme ot(L') € D,p, 0t(L) < nap donc il existe un intervalle
|20, Yo[C L' et g < v ou By < S tel que afy £ L', By £ ', supposons qu'il
existe un tel By (le cas pour « est symétrique) et que tout intervalle |u, v[ de
L’ veérifie, V1 < By, b1 < ot(Ju, v]).

Maintenant choisissons ag < « le plus petit ordinal 0 tel que pour un
intervalle 21, y1[Clzo, Yo| on ait & £ ot(Jzy, y1[). Maintenant ot(]z1, y1[), o
et [y vérifient les hypotheéses de la réciproque du théoréme 61, donc (ayg, Bo)
est admissible et 7,5, = ot(x,y;). Mais comme (ag, 5y) < (@, ), Naps, €
Cop- Ainsi ot(]z1,y1][) € Cup ce qui nous donne une contradiction et donc le
théoréme. O]
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8 Un théoréme sur les arbres

Ici nous allons utiliser le fait que ¢ bqo implique 7g, la classe des Q-
arbres, est bqo; ce sera l'objet de la prochaine partie. Elle est basée sur les
travaux de Nash-Williams [4]

Définition 65. Soit () un qo, nous allons mettre deux structures de qo sur
2(Q)

Premier ordre : soient X,Y € Z2(Q); on note X <, Y s’il existe une
fonction f: X — Y telle que Vo € X,z < f(z). On peut aussi le reformu-
ler par Vx € X,dy € Y tel que z < y. Comme la composée de fonctions
croissantes est croissante, c’est bien un quasi-ordre.

Deuxiéme ordre : on note X <; Y si X <,, Y et la fonction précédente
est injective ; encore une fois c’est un quasi-ordre.

Propriété 66. On a Q bgo = (P(Q), <m) est bgo et (P(Q),<1) est bgo.

Démonstration. Commengons par (Z(Q), <,) : Soit f : [w]* — Z(Q) un
mauvais tableau, alors pour tout X € [w]”,Y = X*, ona f(X) £ f(Y) donc
il existe z € f(X) tel que pour tout y € f(Y),z £ y. On définit g(X) par
un tel x, alors g est un mauvais tableau sur @), ce qui est absurde car @) est
bqo.

Ensuite pour (Z(Q),<;) : Soit f : [w]Y — Z(Q) un mauvais tableau,
alors pour tout X € [w]®, il existe une énumération de f(X), sx : Card(f(X)) —
f(X), alors X — sx est un tableau sur Q°*¢.Comme c’est un ordre bqo,

il existe X tel que sx < sy. On obtient donc une fonction injective de
h: f(X)— f(Y) telle que h(x) < h(y).
Finalement &2(Q) est bien bqo pour les deux ordres. ]

Définition 67. Un arbre T est un ensemble partiellement ordonné par <r,
tel que chaque segment initial est bien ordonné. S’il existe x € T tel que pour
tout y € T,z <r y alors on dit que T est enraciné et que = est sa racine,
dans un tel cas on note x = p(T') la racine de T.

On note de plus 7T la classe des arbres T tels que : T est enraciné et il
n’y a pas de chemin de longueur > w

Pour tout T € T et z,y € T on note x Ny le plus grand ancétre commun
entre z et y (on remarquera que ¢’est toujours bien défini car il y a au moins la
racine). On peut alors définir une relation d’ordre sur 7. Soit 17,7, € T, on
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définit T < Ty ssi il existe une fonction f : 77 — T telle que f(zNy) = f(x)N
f(y). On remarquera que pour montrer que f est un plongement, il suffit de
vérifier que pour tout = € Ti, et tout y,z deux successeurs distincts de x

sont envoyés par f dans deux branches distinctes de racines deux successeurs
distincts de f(x).

Définition 68. On définit maintenant un @-arbre comme un couple (71)
ou T est un arbre et [ : T" — () est une application qui sert a étiqueter les
sommets de 7. De la méme maniére on note 7 la classe des Q-arbres (T',1)
tel que T € T.

On quasi-ordonne T par (11,1) < (T3,12) ssi 71 < T par une fonction
f telle que pour tout = € T1,11(z) < lo(f(x)).

Le théoréeme que 1'on cherche a montrer dans cette partie est :
Théoréme 69. () bgo = T bqgo.

Dans toute la suite nous supposerons () bqo. Pour la démonstration nous
allons avoir besoin de trois lemmes et des définitions suivantes :

Définition 70. Soit T € T et € T, on note S(z) 'ensemble des successeurs
immeédiats de x.

Si (T',1) € Tg et € T on note br(r;)(z) le Q-arbre formé par les noeuds
> z, que I'on abrégera selon le contexte en br(x), on dit alors que br(z) est
la branche de (T, 1) de racine z.

Une branche X de (T',1) est dite stricte ssi X < (T,1).

Le premier lemme va réduire le probléme de montrer que 7 est bqo a
celui d’une classe plus petite.

Définition 71. Soit (7',1) € Tp, on dit que (7,1) est infiniment descendant
ssi il existe une suite de noeuds z1 < xy <r ... tels que br(xy) > br(zy) >
..., dans le cas contraire on dit que (7,1) est finiment descendant.

On note Fq la classe des Q-arbres finiment descendants de 7q et F/(7T),1)
I’ensemble des branches finiment descendantes de (7',1).

Définition 72. Soit (T,1) € T et € T, on définit
L(z) = {br(y),y € S(x),br(y) € F(T,1)}
M(x) ={y,y € S(x), br(y) & F(T,1)}
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Et
Ay (@) = (L(x), Card(M(x)), I(x))

Enfin
Oy () = {Awy(v), y =1 x}

De méme selon le contexte on écrira : A(x) et ®(x), on a A(x) € P2(Tg) x
Card x() que l'on quasi-ordonne par l'ordre produit et Z?(7g) est quasi-
ordonné par <;. De plus ®(z) € Z(H(Tg) x Card xQ) que l'on quasi-
ordonne par la relation <,,.

Lemme 73. Si (T,1) € Tg et F(T,1) est bqo alors (T,1) € Fyq.

Remarque 74. Avec ce lemme, il suffit de montrer que Fg est bqo, ce qui sera
I’objet des lemmes suivants.

Démonstration. 1l est clair d’apreés la définition que pour tout z € T, ®(x) €
P(P(F(T,1)) x Card xQ) qui est alors bqo par hypotheése.

Supposons alors que (7,1) € Fo, il existe alors x € T tel que br(z) € Fo,
nous allons alors construire un xz; > z tel que ®(x) > P(z1). C’est une
opération que l'on peut réitérer et on obtient alors une suite strictement
croissante © < x; < xg < ... telle que ®(x) > O(z1) > P(x2)..., ce qui
contredit le fait que Z(F(7Tg) x Card xQ) est wqo donc bqo.

Supposons alors qu’il n’existe pas de tel x;. Cela implique alors que pour
tout z =7 x, ®(z) < ®(x), et par hypothése pour tout u =7 x tel que
br(u) € Fo on a ®(u) = ®(x). Comme br(z) ¢ Fop, il existe y >r x tel que
br(y) & Fg et br(x) > br(y), nous allons maintenant montrer que br(y) <
br(z) et donc aboutir & une contradiction.

Nous allons construire un plongement f de br(z) dans br(y), comme
O(x) = D(y), il existe z =7 y tel que A(z) < A(z), on définit f(z) = z,
on a alors [(x) < I(fx)), comme L(x) < L(z) pour 'ordre <; on peut trou-
ver une application g : L(z) — L(2) injective telle que b < g(b) pour tout
b € L(x), alors on obtient des plongements hy, : b — g(b). Ces plongements
permettent d’étendre f a toutes les branches de L(x) en préservant le fait
que f est un plongement.

Il reste donc & définir f sur les branches des éléments de M (z), comme
Card(M(x)) < Card(M(z)) on a une injection M (z) — M(z), on peut
donc s’assurer que la construction suivante préserve le fait que f est un
plongement. Soit donc v € M(z) et w € M(z), on a d’aprés le paragraphe
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précédent comme v, w =7 z,P(v) = &(x) = $(w), donc on peut réitérer la
construction précédente, on conclut alors par induction. O

Les deux prochains lemmes vont montrer que F¢ est bqo, ce qui suffira
pour conclure.

Définition 75. Soit (7',1) € Tg et x € T, on définit :

J(z) = {br(y),y € S(x) et br(y) est stricte}
K(2) = {5,y € S(z) etbr(y) = (T, 1)}
De plus on définit :

Piry (@) = (J(2), Card(K (2)), [(x))
o(T1,1)) = {T'@y(z),z € T}

On fera attention au fait que Iy (x) € P (Tg) x Card xQ et O((T,1)) €
P (P (Tg) x Card xQ) que 'on quasi-ordonne comme précédemment.

Lemme 76. @((Tl,ll)) < @((Tg,lg)) — (Tl,ll) < (Tz,lg)
Lemme 77. Fg est bqo.

Démonstration. Voyons d’abord comment F¢ bqo se déduit du premier lemme.
Sur Fg on définit un quasi-ordre (T3,1;) <* (1%, l2) si (11,11) est une branche
stricte de (7%, ly). Par définition de Fp, <* est bien fondé.

Soit donc f : [w]¥ — Fg un tableau minimal mauvais pour <*. On
définit g : [w]¥ — P(P(Tg) x Card xQ) par g(X) = O(f(X)). Comme f est
mauvais, g I’est aussi par le premier lemme. Comme dans la démonstration du
fait que (Z(Q), <m) est bqo, on peut extraire un tableau hlw]* — Z(Tg) %
Card x@ tel que h(X) € g(X) pour tout X € [w]”.

On notera p; la projection sur la :-éme coordonnée ; comme @) et Card sont
bqo, quitte & extraire, on peut supposer que pour tout X € [w]“, pa(h(X)) <
pa(h(Y)) et p3(h(X)) < p3(h(Y)) ou Y = X*t. Ainsi comme h est mauvais
on a nécessairement pyoh : w]¥ — F(Fp)) est un mauvais tableau. Comme
dans la démonstration du fait que (Z(Q), <1) est bqo, on peut trouver un
mauvais tableau h : [w]® — For tel que h(X) soit une énumeration de
p1(h(X)), mais alors par le théoréme 38 on peut trouver un mauvais tableau
7 [A]® — Fo tel que j(X) est un terme de h(X) donc j5(X) € py(h(X)).

Finalement j est un mauvais Fg-tableau et j(X) <* f(X) par définition
donc f n’est pas minimal mauvais, ce qui est absurde, ainsi Fg est bqo. [
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Démonstration. Montrons maintenant le premier des deux lemmes, nous al-
lons construire un plongement de (77,1;) dans (75, l3) par induction sur 77.

Soit v € T} ; supposons que pour tout u <r v dans T}, f est définie et
qu’on a défini deux ensembles K;(u) et Ks(u) vérifiant :

(). Ki(u) U Ka(u) = K(f(u))

(i1). Ki(u) N Koy(u) =0
(#i1). J(u) <1 (J(f(u)) U{br(z),2 € Ki(u)})
(iv). Card(K(u)) < Card(Ks(u))

On peut comprendre Kj(u) et Ko(u) comme une partition de K(f(u))
qui décrit ou s’envoient les branches de K(u) et J(u), c’est a dire que les
branches de J(u) s’envoient dans des branches de J(f(u)) et des branches de
K (u) alors que les branches de K (u) s’envoient sur des branches de Ks(u).

Il nous faut maintenant étendre f aux successeurs directs de v. Le point
(77i) nous permet d’étendre f a toutes les branches de J(v) dans des branches
distinctes de J(f(v))U{br(z),x € Ki(v)}. Il reste donc a définir f sur K (v).

Comme Card(K(v)) < Card(K3(v)), on peut trouver une injection de
K(v) = Ks(v). Il suffit alors de montrer que pour tout y € K(v), z € Ks(v),
on peut définir f(y) € br(z) qui satisfait 'hypothése d’induction.

On a z € K(f(v)) donc br(z) = (T3,1s) ; choisissons donc un plongement,
de j: (T3,l3) — br(z). Comme O((11,11)) < O((Ty,13)), il existe w € Ty, tel
que Lery 1) (y) < Dy ) (w).

On pose alors f(y) = j(w), on peut remarquer que l1(y) < ly(w) <
lo(f(y)). On définit V = {z € J(w),j(z) € br(t)pour un certain t €
K(j(w))}. (On fait ici un abus de notation car les éléments de J(w) sont
des branches et non des sommets, mais on considére dans cette définition
J(w) comme I’ensemble des successeurs de w vérifiant br(x) est stricte.)

On pose alors K1(y) = {x € S(f(y)),j(v) >, x,pour un certain x € V},
et Ko(y) = K(f(y)) — Ki(y). Clairement (i) et (i¢) sont vérifiés, comme
Liry(y) < Ty (w), on a Card(K (y)) < Card(K (w)) < Card(j(w)) car j
est un plongement, on obtient donc (iv). Par définition de K;(y) et comme
J est un plongement, on a (). ]
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9 Le théoréme sur les ordres o-dispersés

Nous allons maintenant donner une suite de définitions. Dans toute la
suite on fixe ) un quasi-ordre (a priori non bqo).

Définition 78. On appelle Q-ordre linéaire un couple, (L,l) ou L est un
ensemble linéairement ordonné et [ : L — () une application. Deux Q)-ordres
linéaires (Lq, ;) et (Lo, l5) sont isomorphes s'il existe une application bijective
strictement croissante f : Ly — Ly telle que ly(z) = lo(f(z)) pour tout
x € Li. Un Q-type est la classe d’isomorphisme d’un Q-ordre linéaire.

On notera ®, X, ¥, O les Q-types.

La classe des Q-types est quasi-ordonnée par la relation de plongement
suivante : & = ot(L1,1l;), ¥ = ot(Lg,ls), ® < ¥ <= s’il existe f : L1 —
L strictement croissante telle que [1(x) < lo(f(z))pour tout = € L4

Si & = ot(L,l) est un @Q-type alors on appelle ot(L) la base de ® que
I'on note bs(®) et [ son label. La somme ordonné de > _ @, est le Q-type
naturel dont la base est > ., bs(®;).

Le @ type de base 0 sera noté 0, pour ¢ € () on note 1, = ot(z,l) ou

l(x) =q.

Définition 79. Soit ¢ un type d’ordre, alors Q?, (Q<?, Q=) est la classe des
Q-types ® tel que bs(®) = ¢(resp < ¢, = ¢). Si R est une classe de types
d’ordres QT est la classe des Q-types ® tels que bs(®) € R.

Remarque 80. On remarquera que les notations précédentes : QO™ Q. ..
ne sont pas exactement identiques, les anciennes notations désignaient des
suites ; elle désignent ici des (Q-types mais la notion est presque identique, en
effet si s : a — Q est un élément de Q™ alors ot((a, s)) est le Q-type qui
lui est naturellement associé. On considérera que les notations coincident de
cette maniére.

L’objet de toute la suite est de montrer que @ bqo = Q™ bqo; pour
cela nous allons construire une classe H(Q) qui sera composée des éléments
additivement indécomposables de Q™. Il nous suffira alors de montrer que
H(Q) est bqo pour obtenir le résultat. Nous allons de plus montrer que les
¢lements de H(Q) se plonge dans T+ pour un @ C QF que nous allons
définir. La classe H(Q) sera définie par induction. L’objet des prochaines
définitions est de définir les constructeurs de H(Q).

Définition 81. Si @ est un Q-type, U un ensemble de Q-type (on demande
ici précisément a ce que U soit un ensemble et pas une classe) et x un cardinal
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infini, on dit que @ une (U, k)-somme non bornée ssi & = > ¢, ou {P,,z €

TEK
K} =U et
Vo € k,3Y C k(Card(Y) = ketVy € Y, ®, < ®,).
De la méme maniéere on définit les (U, £*)-sommes non bornées.

Lemme 82. Soient 6 € RC,k < 0,9 une (U, k)-somme non bornée et

U une (V,d)-somme non bornée (respectivement des (U, k*), (V,d*)-sommes
non bornées) et VO e U,3X € V,0 < X. Alors & < ¥

Démonstration. Soient & = > &, et U = " W, ; nous allons construire
TER YES
un plongement h : & — ¥ par induction. Supposons que h est défini sur

> &, et avaleur dans ) W, un segment initial de ¥, alors par hypothése
x <o y<yo
il existe y; € ¢ tel que ®,, < ¥,,. Comme ¥ est une somme non bornée,

il existe yo > yo tel que ¥, < ¥,, alors on étend h : &, — ¥,,. Comme
0 € RC et k < 0, une limite de 7 < Kk segments initiaux propres de ¥ est
encore un segment initial propre de ¥ donc on peut faire passer ’argument
précédent aux limites, ce qui conclut I'induction. L’argument pour s* et ¢*
est symétrique. O

Définition 83. Soit R un ensemble de Q-types et ¥ € R? pour un type
d’ordre ¢, alors W = ot(L,l) ot [ : L — R et ot(L) = ¢. On peut naturelle-
ment lui associer le Q-type ¥ défini par :

U= Zl(a:)

zeL

On dit que ® est (Q,, 3)-universel ssi ® € Q="5 et pour tout ¥ €
Q"8 U L P, Si R C QM et ® est (Q,a, 3)-universel alors on dit que ® est
un (R, «, 5)-mélange.

Lemme 84. Si ® est un (U, v, 5)-mélange et ¥ un (V,~,d)-mélange, (o, 5) <
(7,0) et VX €U, 30 € V, X < O alors & < V.
La preuve de ce lemme est similaire a la preuve du lemme précédent.

Remarque 85. Les propriétés que 'on demande pour les mélanges sont trés
fortes et dans la suite on ne donnera pas d’exemple de ceux-ci. Il se pourrait
qu’il n’en existe pas mais on n’en demande jamais 1’existence dans la suite.
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Nous avons maintenant défini nos constructeurs, nous allons donc définir

la classe H(Q) :

Définition 86.  (i). Ho(Q) = {0} U {1, ¢ € Q}
(ii). Si o > 0 alors ® € H,(Q) > pour un certain U C UsoHp(Q)
(a) @ est une (U, k) ou (U, k*)-somme non bornée pour x € RC, ou

(b) @ est un (U,,d)-mélange pour un couple (v, ) admissible.
On pose alors H(Q) = Upecora Ha(Q)-

Nous allons maintenant montrer que H(Q) est bqo (si @) I'est), pour cela
nous allons plonger H(Q) dans 7o+ ; définissons maintenant Q* :

Définition 87. Nous définissons Q1 en rajoutant a Q des éléments a,. et b,
pour tous £ € RC, et des éléments ¢,z pour tout couple (o, §) admissible.
On quasi-ordonne Q* de la maniére suivante : a, < ay <> b, < by <& vk <\
Et cop < ¢y > (o, 5) < (7,0), sur @ Pordre reste identique.

Définissons maintenant un plongement de H(Q) — T+ :

Définition 88. Soit ¢ € Q et B C T, on définit [¢, B] comme le Q-arbre
(T,1) tel que U(p(T)) = q et {br(z),z € S(p(T))} = B. Et on note 17 le
(Q-arbre réduit & un sommet étiqueté par q.
A chaque ® € H(Q), on associe un T'(P) € T+ défini par induction :
(7). T'(0) est le Q* arbre vide, et T'(1,) = 19

(i7). Supposons que T'(V) est défini pour tout ¥ € Uz, Hp(Q) et sup-
posons ® € H,(Q) — UscaHp(Q). Par définition on a un ensemble
U C U< Hp(Q) tel que

(a) Pour un certain A € RC, ® est une (U, A)-somme non bornée, alors
on pose T'(®) = [ax, U]

(b) Pour un certain A\ € RC,® est une (U, \*)-somme non bornée,
alors on pose T'(®) = [by,U]

(c) Pour un couple (v, 0) admissible, ® est un (i, ~, §)-mélange, alors
on pose T(®) = [cys,U].

Théoréme 89. 5i O,V € H(Q) et T(P) < T(V) alors & < V.

Corollaire 90. Q) bgo = H(Q) bgo
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Démonstration. La démonstration du corollaire est immeédiate : par le théo-
réme, si s est un mauvais tableau sur H(Q) alors T'os est un mauvais tableau
sur To+ qui est bqo car QT est bqo, ce qui est impossible. Donc H(Q) est
bqo. O

Démonstration. Montrons maintenant le théoréme, pour un certain (o, 8), ® €
Hao(Q) et ¥ € Hp(Q) supposons par induction que pour tout (ag, 5y) < (e, 3)

ou (ap, o) € Ord x Ord. Soit T'(®) = (T3,11) et T(V) = (Lo, ls) et f: T} —

T> un plongement de T'(®) dans T'(¥); quitte a appliquer I'hypothése d’in-

duction, on peut supposer que f(p(71)) = p(T»). Nous avons maintenant

plusieurs cas :

(7). Si T'(P) est arbre vide alors & < W.

(#7). Si pour un certain ¢ € Q,l;(p(11)) = g, alors comme 4 (p(T1)) et
l5(p(T3)) sont comparable on a ly(p(T)) = r € @ donc & = 1, et
¥ =1, et le théoréme est vérifié.

(173). Si l1(p(T1)) = a, pour un certain £ € RC, par le méme argument
que précédemment, lo(p(73)) = ay pour un A € RC,\ > k. Alors
® est une (U, k) somme non bornée et ¥ est une (V,§)-somme non
bornée ot U = {O,pour un x € S(p(11)),T(O) = br(x)} et V =
{6, pour un = € S(p(1y)), T(O) = br(x)}, alors comme f est un plon-
gement de @ arbre pour toute branche br(x) pour z € S(p(T1)) il
existe y € S(p(T3)). Par hypothése d’induction VO € U, 3X € V,0 <
X. Par le lemme 9 ® < .

Le cas ou l1(p(T})) = b, est symétrique.

~—

(1v).
(v). Enfin si {1(p(11)) = cap pour («, 5) admissible, alors ly(p(12)) = cqs
pour (7,0) admissible. Donc ® est un (U, a, f)-mélange et ¥ est un

(V,7,0)-mélange ou U,V sont définis comme précédemment, alors par
hypothése VO € U, 3X € V,0 < X. Par le lemme 84, & < V.

]

Les trois prochains résultats vont montrer que H(Q) bqo = Q™ bqo.

Théoréme 91. Soit Q) wqo et & € Q"5 ; alors O est une Dyog somme de
1, ou q € Q et de types (R, ap, Bo)-universels, ou R C Q) et (ap, fo) < (a, ).

Démonstration. Encore une fois cette preuve cherche & montrer ’égalité entre
deux classes de types d’ordre, on va donc utiliser une stratégie similaire a la
démonstration de Hausdorff.
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Par induction sur @ (car @ est wqo) nous allons supposer que le théoréme
reste vrai si 'on remplace @ par Q, ou ¢ € Q et Q, = {r € Q,q¢ £ r}.
Soit ® € QS & = ot((L,1)). Pour y < z € L on définit une relation
y ~ z <> tout sous-intervalle Ju,v[ de |y, z[ est une D, somme de 1, ou
q € Q et de types (R, ap, fp)-universels. On peut aussi ajouter y ~ y et
Yy~ z <> z ~y et ~ est une relation d’équivalence, encore une fois les classes
sont des intervalles de L. Si x € L, on notera |z| la classe de z. En considérant
des suites coinitiales et cofinales de |z|, il est clair que x est une D,g somme
de 1, ou g € Q et de types (R, ag, Bo)-universel. Il suffit alors de montrer que
L est réduit a une classe d’équivalence.

Supposons que non, soient z,y € L tels que x ¢ y, alors I’ensemble
quotient (que l'on notera |L|) est ordonné par |z| < |y| <> = < y. Si ||z, |y]]
est un intervalle non vide de |L| alors :

(@). ot(lz], [ylD) = 7as
(17). Yq € Q,3z € L, |z| €]|z|, |y|[ et I(2) = ¢.

Le (i) est clair ot(]|x|, |y|[) < nap donc si ot(]|z|, |y|[) € Dap alors z ~ y
et I'intervalle est vide donc ot(]|z|, |y|[) = Nas

Si le (i4) est faux alors pour un certain r € Q) on a {l(z), |z| €]|z], |y|[} C
Q, alors par hypothése d’induction {z,|z| €]|z|, |y|[} est réduit & une seule
classe d’équivalence et ne peut donc pas contenir un sous-ensemble = 7),3.

Nous allons maintenant montrer que ® est (@, a, §)-universel ce qui suffira
pour montrer le théoréme. Soit ot(M, ") € Q<" ; comme 7735 = 7, ON peut
trouver une partition de |L| en intervalles (|L|,)zen 01t 0t(N) = 145 tel que
L, < |L|, < = < y,Yz,y € N (ou |L|, < |L|, signifie que pour tout
xo € |Llzyyo € |L|y, z0 < o). Comme ot(M) < 144, on peut trouver un
plongement f : M — |L| tel que chaque intervalle |L|, contienne au plus
un point de f[M], alors par (i7) on peut trouver un plongement g : M — L
tel que pour tout x € M, |g(x)| est dans U'intervalle |L|,, contenant f(z) et
I'(z) < I(g(x)). Ainsi g est un plongement de Q-types donc ot(M,l') < ¢
donc @ est (Q, «, f)-universel. O

Lemme 92. $i ¥V € H,(H(Q)) alors ¥ € H(Q).

Démonstration. Nous allons montrer le résultat par induction sur ~.
Siy = 0 le résultat est évident.

(). Sik € RC, et U est une (U, x)-somme non bornée, ould C Ug,Hz(H(Q)),

alors W est une ({U;,¥; € U}, k)-somme, qui est non bornée car
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U, < Uy = U, < W, Par hypothése d’induction, chaque ¥; € H(Q)
donc ¥ € H(Q). L’argument symétrique s’applique pour les (U, x*)-
sommes non bornées.

(#). Si W est un (U, 0, \)-mélange, pour un U C Us,Hp(H(Q)), alors
par définition W est un ({¥;, ¥; € U}, 6, \)-mélange, de méme chaque

U; € H(Q) donc ¥ € H(Q).
O

Théoréme 93. Si Q) est bgo et & € Q"B, alors O est une somme finie de
membres de H(Q).

Démonstration. Nous allons montrer ce théoréme par induction sur (o, ) ;
supposons donc que pour tout (ag, fy) < (v, B) le théoréme est vérifié. Nous
allons traiter les deux cas suivants séparément : ® € QP8 et & € Q="5.

Supposons donc que ® € QP25 et travaillons par induction sur QP=#. Si
® € QPas)o alors le théoréme est vérifié car bs(®) est 0 ou 1. Supposons que
pour v > 1,® € QPes)r; par le théoréme 64, bs(®) est soit une By-somme
(pour By < f) ou une ap-somme (pour ap < @) OU UNE Ty, 4,-SOMme (pour
(ao, Bo) < (a, B)) d’éléments de Us<(Dag)s.

(1) Si bs(P) est une fy-somme, supposons que le théoréme est faux pour
®; alors il existe A et il existe © qui n’est pas une somme fini d’éléments

de H(Q) mais qui s’écrit comme > O, ou O, € H((Q) est une somme finie
TEX
d’éléments de H(Q). Soit donc un tel A minimal, alors posons © = > O,.
TEX
Nous allons maintenant montrer que A € RC; quitte a regrouper des termes

© s’écrit comme la somme © = 3 ;0% ot ot(M) = cf()) et chaque ©Y
est une < A-somme de ©,. Par minimalité de A\, chaque ©Y est une somme
finie d’éléments de H(Q) donc par minimalité, cf(\) = A.

Alinsi quitte a développer chaque ©, en une somme finie, on peut supposer
(car A € RC) que Vz € X\, 0, € H(Q). Montrons maintenant que

drg e AMVy,z€ Mo <y<z— Juez<uet b, <b,)).

S’il n’existe pas de tel xy, pour y arbitrairement grand 3z € Ay < z
et Vu € Mz < u = 0, £ 0,)). Mais on peut alors construire une suite
croissante yi,ys,... telle que pour tout n < m < w,0,, £ 6, ce qui
contrevient a I’hypothése H(Q) bqo (donc wqo). Ainsi il existe xqy tel que
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> O, est une ({O,,r > zo}, \)-somme non bornée d’éléments de H(Q),

r<xo
donc est une élément de H(Q), mais alors ) _ O, est finie par minimalité

de A (car X régulier, donc on peut enlever suffisamment de termes pour avoir
une somme finie). Mais alors © est une somme finie d’éléments de H(Q) donc
A n’est pas dans I’ensemble considéré, ce qui est absurde, donc ® vérifie le
théoréme.

(77) Si bs(®) est une afy somme, alors 'argument du (i) est symétrique.

(473) Si bs(®) est une 1,,43,-somme, alors ® est une 7,,5,-somme de somme
finies de ‘H(Q) par hypothése d’induction. Comme 173060 = Naghys ON DeUL
voir & comme une 7,3, somme d’éléments de H (). Ainsi si on note ¢ =
bs(®),® = ¥ pour un ¥ € H(Q)?.

Mais comme H(Q) est bqo et bs(¥) = 745, €t Nags, < Map donc par
hypothése d’induction ¥ = W, + --- + ¥, ou chaque ¥; € H(H(Q)) alors,
par le lemme précédent, ®; € H(Q) pour tout i < n alors ® = Oy +---+ ¥,
donc le cas ® € QP=s est réglé.

Maintenant dans le cas général si ® € Q<"#, par le théoréme précédent,
on sait que ® est une ¢-somme pour ¢ € D,z de 1, et de (R,~,0)-type
universel. On remarquera que les types (R, -y, §)-universels sont des éléments
de H(Q), alors ® est une somme sur ¢ d’éléments de H(Q), donc il existeV €
H(Q)?, ¥ = ®. Alors en appliquant le cas précédent, on obtient de la méme
maniére que P est une somme finie d’éléments de H(Q). O

Théoréme 94. Q bgo = Q™ bqo.

Démonstration. Les premiers résultats de cette partie ont donné ) bqo =
H(Q) bqo. Le résultat précédent nous donne @ bqo = Q™ est 'ensemble
des sommes finies sur H(Q). De plus si Q) est bqo alors H(Q)<“ est bqo et on
a une surjection croissante naturelle H(Q)<% — Q™, donc Q™ est bqo. [

Corollaire 95. M est bqo.
Démonstration. Par définition 1" ~ M, donc M bqo car 1 l'est. H

Nous allons finalement mentionner un dernier résultat qui permet de com-
prendre la relation entre H(Q) et Q™. Pour sa démonstration, voir |2].

Propriété 96. H(Q) est l’ensemble des éléments additivement indécompo-
sables de QM. (Ou ® est additivement indécomposable s’il n’existe pas de
suite finie (®;) telle que & = Oy + ... D, ).
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