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Introduction

La premi�re partie de ce texte est une introduction rapide � un probl�me classique de la th�orie locale
des espaces de Banach� l�estimation du diam�tre du compact de Banach�Mazur� Les espaces al�atoires�
intimement li�s aux matrices al�atoires� ont jou� un r	le fulgurant dans la r�solution de ce probl�me� On
peut esp�rer qu�une meilleure connaissance des matrices al�atoires puisse permettre de r�soudre d�autres
probl�mes ouverts de la th�orie locale�

Le reste du m�moire consiste en l�exposition des di
�rentes m�thodes qui permettent d�obtenir des
r�sultats de concentration pour la plus grande valeur propre d�une matrice al�atoire de l�Ensemble Gaus�
sien Unitaire � manipulation directe des variables gaussiennes� propri�t� de concentration de la mesure
dans l�espace gaussien� utilisation des op�rateurs int�graux� r�sultats � la Tracy�Widom�

Ce m�moire inclut un certain nombre de d�monstrations� qui peuvent parfois sembler un peu trop
�techniques � mais j�ai d�lib�r�ment voulu conserver un panorama assez large des di
�rentes m�thodes
utilisables� en montrant le genre de preuves qu�elles engendrent� N�anmoins� un tel panorama ne saurait
�tre complet� et j��num�re en derni�re partie quelques autres id�es qui ont eu ou pourraient avoir des
cons�quences int�ressantes pour les questions abord�es ici�

� Les motivations de la th�orie locale des espaces de Banach

Le principe de la th�orie locale des espaces de Banach est d��tudier ces espaces � travers leurs sous�
espaces de dimension �nie �mais grande�� Le premier outil n�cessaire � cette �tude est un moyen de
mesurer la distance entre deux espaces vectoriels norm�s de m�me dimension n� On d��nit � cet e
et la
distance de Banach�Mazur �

D�finition ����� � Soit E et F deux espaces vectoriels norm�s de dimension n� On d��nit

dBM �E�F � �� inf
T
jjT jj � jjT��jj ���

L�in�mum est pris sur tous les isomorphismes T de E sur F �

Cette �distance v�ri�e une in�galit� triangulaire multiplicative

dBM �E�G� � dBM �E�F �dBM �F�G� ���

D�autre part� deux espaces sont � distance � si et seulement si ils sont isom�triques� En e
et� supposons
que dBM �E�F � � �� On peut alors trouver une suite d�isomorphismes �Tn� de E sur F tels que jjTnjj � �
et jjT��n jj � � � �

n � Par compacit�� cette suite admet un point d�accumulation qui est bien une isom�trie
de E sur F �

Remarquons �galement que dBM �E�F � � dBM �E�� F �� �il su�t de passer � l�isomorphisme adjoint��
Un des th�or�mes fondamentaux est le suivant �on note �np l�espace Lp associ� � la mesure de comptage

sur un espace � n points�

Th�or�me ����� �John� � Tout espace vectoriel norm� E de dimension n v�ri�e

dBM �E� �n� � �
p
n ���

�



Cette in�galit� est optimale� par exemple on peut voir que dBM ��n� � �
n
�� �

p
n� Remarquons tout

d�abord que la borne
p
n est atteinte par l�identit� naturelle entre ces deux espaces� Consid�rons main�

tenant n�importe quel isomorphisme T de norme � de �n� sur �n� et soit �ej� la base canonique de �n��
�crivons l��galit� du parall�logramme dans �n�

nX
j��

jjTej jj� �
�

�n

X
��f����gn

jj
nX
j��

�jTej jj� � �

�n

X
��f����gn

jj
nX
j��

�jej jj� � � ���

Il existe donc un indice j tel que jjTej jj � �p
n
� ce qui prouve que jjT��jj � p

n et donc que jjT jj � jjT��jj �p
n�
D��nissons maintenant Kn comme l�espace des classes d�isom�trie d�espaces vectoriels norm�s de

dimension n� Les remarques pr�c�dentes montrent que �Kn� dBM � est un espace m�trique� on peut par
ailleurs montrer qu�il est compact� Cet espace est appel� compact de Banach�Mazur� ou compact de
Minkowski selon les terminologies�

Un corollaire imm�diat du th�or�me pr�c�dent est

Corollaire ����	 � Le diam�tre de �Kn� dBM � est born� par n�

On peut naturellement se demander si cette estimation est pr�cise ou non� Dans tout les cas o� l�on sait
calculer pr�cis�menet la distance entre deux espaces vectoriels norm�s explicites� cette distance n�exc�de
jamais

p
n �� une constante multiplicative pr�s�� Cependant� on peut prouver le th�or�me suivant

Th�or�me ����
 �Gluskin� � Il existe une constante num�rique c � � telle que pour tout n� le
diam�tre de �Kn� dBM � vaut au moins cn�

La d�monstration de ce th�or�me �ou tout au moins la seule d�monstration connue� voir par exemple
���� est enti�rement probabiliste � on construit deux espaces de dimension n de mani�re al�atoire et
ind�pendante� et on montre qu�avec probabilit� grande leur distance est de l�ordre de n� Ces espaces
al�atoires peuvent par exemple �tre des projections de ��n� sur Rn � On consid�re l�image par une matrice
al�atoire d�une structure norm�e �xe�

Ce th�or�me illustre bien la puissance des espaces g�n�r�s al�atoirement� qui fournirent des contre�
exemples � de nombreux probl�mes de ce genre� Pour cela il faut avoir des estimations pr�cises sur la
norme �ainsi que sur d�autres param�tres� des matrices al�atoires qui interviennent�

� Matrices al�atoires

��� Pr�sentation de l�ensemble EGU�

Il existe beaucoup de mod�les di
�rents de matrices al�atoires � matrices carr�es ou non� r�elles ou
complexes� sym�triques ou non� � � � � On peut �galement imposer ou non l�ind�pendance des coe�cients
et choisir la loi qu�ils suivent�

Dans la suite de cette introduction nous ne consid�rerons qu�un mod�le tr�s particulier de matrices
al�atoires� pour lequel les calculs sont particuli�rement simples � l�ensemble gaussien unitaire EGU� Il
existe des analogues de la plupart des r�sultats cit�s dans des situations plus g�n�rales � nous parlerons
de ceci dans la derni�re partie�

On note Mn�C � l�ensemble des matrices complexes n� n et Hn le sous�ensemble form� des matrices
hermitiennes� On note A � �aij�i�j�����n l��l�ment g�n�rique de Hn� U�n� d�signe le groupe des matrices
unitaires�

Hn est muni d�un produit scalaire donn� par hA�Bi � tr�AB��� Il poss�de donc une structure eucli�
dienne et une mesure de Lebesgue associ�e� Cette mesure de Lebesgue peut s��crire comme un produit
de mesures de Lebesgue ��dimensionnelles
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D�finition 	���� � L�ensemble gaussien unitiare �EGU	 est l�espace probabilis� �Hn�Pn�� o
 Pn est
d��nie par sa densit� par rapport � la mesure de Lebesgue

dPn ��
�

cn
e�

n
�
tr�A��dA ���

La valeur de la constante cn est ajust�e a�n d�obtenir une mesure de probabilit�� On note En l�esp�rance
associ�e � la probabilit� Pn�

Remarque � comme la fonctionnelle A � tr�A�� est invariante sous l�action par conjugaison du
groupe unitaire U�n�� on voit que la mesure Pn est aussi invariante sous cette m�me action�

Proposition 	���� � Soit A une matrice de l�EGU� de taille n� n� Alors

�� aij � aji

� Les variables al�atoires �aii�� ��aij�i�j et ��aij�i�j sont ind�pendantes�

�� � i� aii suit une loi gaussienne N��� �n ��

�� � i � j��aij et �aij suivent une loi gaussienne N��� �
�n ��

De plus� les conditions ��� d�terminent uniquement la mesure Pn�

D�monstration � La propri�t� � est �vidente puisque A est hermitienne� Pour les autres points� il
su�t d��crire
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et d�utiliser l��criture ��� de la mesure de Lebesgue� �

Cette derni�re proposition est particuli�rement importante lorsque l�on cherche � e
ectuer des simu�
lations num�riques � c�est une repr�sentation concr�te de la mesure Pn�

On peut d��nir de m�me l�ensemble gaussien orthogonal �EGO� en munissant l�espace Sn des matrices
sym�triques r�elles de taille n d�une mesure de probabilit� d��nie de mani�re analogue� qui sera invariante
par l�action du groupe orthogonal O�n�� Bien que beaucoup de r�sultats s��tendent au cas orthogonal� on
se contentera de les �noncer dans le cas unitaire� pour lequel les calculs sont souvent plus simples�

Sauf mention contraire� on supposera d�sormais que l�on travaille avec EGU � l�expression �matrice
al�atoire devra �tre comprise comme signi�ant ��l�ment de EGU�

Dans la suite� on s�int�ressera au comportement des valeurs propres de ces matrices� lorsque la dimen�
sion n tend vers l�in�ni�

����� Loi du demi�cercle

Soit An � Hn� Les valeurs propres de An sont r�elles et on les appelle �dans l�ordre d�croissant�

���An� � � � � � �n�An� � �

D�finition 	���	 � La mesure empirique associ�e � An est la mesure de probabilit� sur R suivante

N�An� ��
�

n

nX
j��

	�j �An� �!�

o
 	x d�signe la masse de Dirac au point x�

Soit P la probabilit� produit
Q�

n�� Pn� On peut alors �noncer le r�sultat suivant

Th�or�me 	���	 �Loi du demi�cercle de Wigner� � Soit �An� une suite de matrices
de l�EGU� o
 An est de taille n � n� Alors� P�presque s�rement� la suite de mesures N�An� converge
�troitement vers 
��

�



Ici� 
� d�signe la la probabilit� sur R dont la densit� a la forme d�un demi�cercle

d
� ��
�

��
�������

p
		 x�dx ��"�

On dit qu�une suite de mesures �
n� converge �troitement vers une mesure 
 si pour toute fonction
f � R � R continue born�e�

R
fd
n converge vers

R
fd
�

D�monstration � Nous esquissons ici une preuve� due � L�Pastur �cf ����� qui utilise la transform�e de
Stieltjes�

D�finition 	���
 �Transform�e de Stieltjes� � Soit 
 une mesure de probabilit� sur R�
On appelle tranform�e de Stieltjes de 
 la fonction S� d��nie pour z � C n R par

S��z� ��

Z
R


�d��

�	 z
����

Proposition 	���
 � La fonction S� ainsi d��nie v�ri�e les propri�t�s suivantes

�� Elle est analytique sur C n R�
� Elle laisse globalement invariant le demi�plan sup�rieur�

�� S��z� � S��z��

�� limy�� yjS���y�j � ��

De plus� une fonction f qui v�ri�ent les conditions ��� pr�c�dentes �appel�e �fonction de Herglotz�	�
est n�cessairement la transform�e de Stieltjes d�une probabilit� sur R� et on peut retrouver cette derni�re
gr�ce � la formule d�inversion de Perron�Frobenius� lorsque I est un intervalle de R tel que 
�I� � �


�I� � lim
��	

�

�

Z
I

�S���� ���d� ����

De plus la transformation de Stieltjes est un hom�omorphisme de l�espace des mesures de probabilit�
sur R� muni de la topologie �troite� vers l�espace des fonctions de Herglotz� muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de C n R�

Voyons maintenant comment cet outil intervient dans la d�monstration du th�or�me de Wigner� Soit
�An� une suite de matrices de l�EGU� o� An est de taille n�n� On note gn � SN�An� �

�
n tr�An	
Id����

et donc d�apr�s la proposition pr�c�dente il su�t de montrer que P�presque s#rement� gn converge vers
S� uniform�ment sur tout compact� Par ailleurs� ils est plus commode de travailler l�esp�rance de gn �
pour cela on d��nit fn�z� �� Engn�z��

Notons B� �� fz � C � j�zj � �g� La preuve des lemmes suivants� que nous admettons� est assez
calculatoire �voir ����

Lemme 	���� � � z � B��Varn
gn�z�� �
C

n��� �

Lemme 	��� � La fonction fn v�ri�e l�in�galit�� pour z � B�

jfn�z� � �

z
�

�

z
fn�z�

�j � C���

n
����

Par ailleurs� il est facile de voir que gn �et donc fn� est born�e sur B� par �
� � Par le th�or�me de

compacit� de Montel� on peut extraire une sous�suite f	�n� qui converge uniform�ment sur tout compact
de B� vers une fonction limite f � En passant � la limite dans ����� f doit n�cessairement v�ri�er l��quation
f�z�� � zf�z� � � � �� autrement dit f est de la forme

f�z� �
�

�
�	z �

p
z� 	 	� ����

�



Mais f est une fonction de Herglotz� par cons�quent on doit prendre la d�termination de la racine
carr�e sur B� qui se comporte en z�O��� quand z tend vers l�in�ni� Ansin f est bien d�termin�e� ce qui
veut dire qu�en fait toute la suite �fn� converge vers f �

Pour passer de fn � gn� on utilise l�in�galit� de Bienaym��Tchebychev et le lemme ����� �ici z � B��

Pn
jfn�z�	 gn�z�j � �� �
�

��
Var
gn�z�� �

C

����n�
����

La s�rie
P�

n�� Pn
jfn�z� 	 gn�z�j � �� est donc convergente� et le lemme de Borel�Cantelli nous permet
de conclure que P�presque s#rement� fn�z�	 gn�z� tend vers "� c�est���dire que gn�z� tend vers f�z�� En
faisant tendre � vers "� cette conclusion reste vraie pour tout z dans C n R�

Soit Q une partie dense de C n R� On sait que P�presque s#rement� gn tend vers f sur Q� Or les
fonctions gn et f sont toutes analytiques� et le th�or�me de Vitali nous permet de conclure qu�en fait gn
tend cers f uniform�ment sur tout compact de C n R�

On sait que f est une fonction de Herglotz� Soit 
 la fonction dont f est la transform�e de Stieltjes�
En �crivant la formule de Perron�Frobenius pour un intervalle I de R� on obtient


�I� � lim
��	

�

�

Z
I

�f��� ���d� �
�

��

Z
I�������

p
		 ��d� � 
��I� ����

Ainsi� P�presque s#rement� SN�An� converge uniform�ment sur tout compact vers S�� donc N�An�
converge �troitement vers 
��

�

Il existe de nombreuses variantes de cet �nonc�� plus ou moins fortes� et l�on en conna$t �galement
beaucoup de d�monstrations� % la d�monstration d�origine� qui reposait sur une analyse combinatoire
assez ardue� ont succ�d� des preuves plus conceptuelles� Signalons par exemple� outre l�utilisation de la
transformation de Stieltjes� l�approche des probabilit�s libres� qui donne � la distribution &en demi�cercle&
un r	le qui est l�analogue non�commutatif de celui jou� par la loi gaussienne �il existe en particulier un
analogue du th�or�me central limite qui s�inscrit parfaitement dans le cadre pr�sent� ici��

� Un premier r�sultat de concentration

Cependant� tous les r�sultats pr�c�dents sont des r�sultats globaux� au sens o� ils ne permettent
pas de pr�voir le comportement des valeurs propres au voisinage d�un certain point� De m�me� ils ne
pr�cisent rien sur les grandes valeurs propres � par exemple la loi du demi�cercle nous permet d�a�rmer
que le nombre de valeurs propres plus grandes que � est en o�n�� mais a priori ce nombre peut tendre
vers l�in�ni�

��� Majoration de l�esp�rance de la norme

En fait� on peut montrer que l�esp�rance de la norme �' de la plus grande valeur propre� d�une matrice
de l�EGU est born�e uniform�ment en n� C�est relativement facile � voir si on ne cherche pas � avoir la
borne optimale�

Proposition 
���� � On a l�estimation uniforme

sup
n�N

En���An� �� ����

D�monstration � Soit �x
�
�R un �
� �r�seau �ni de Sn��� c�est���dire tel que � x � Sn���  � tel que

jjx 	 x
jj � �
� � Alors jjAnxjj � �

� jjAnjj� jjAnx
jj� donc on prenant le supremum pour x dans la sph�re�
on obtient

jjAnjj � �max



jjAnx
jj �� �

�



Un raisonnement similaire� en �crivant jjAnx
jj � supx�Sn��
hAnx
� xi� donne

jjAnjj � 	max

��

hAnx
� x�i ��!�

Or hAnx
� x�i �
P

i�n aijx
i

x

j
� � donc d�apr�s la proposition ������ cette quanitit� est une somme de gaus�

siennes ind�pendantes� et la loi de hAnx
� x�i est une loi N��� ��� avec �� � �
n � Nous allons maintenant

utiliser le lemme suivant

Lemme 
���	 � Soit �Xi���i�N une suite de N variables al�atoires gaussiennes N��� �� �non n�ces�
sairement ind�pendantes	� Alors il existe une constante C � � telle que

E max
i
jXij � C

p
logN ��"�

D�monstration � On note � la queue de la distribution gaussienne standard

��x� ��

Z �

x

e�t
��� dtp

��
����

On commence par remarquer que la fonction x� �p
�
e��


���x����� est concave� ce qui permet de montrer
que dans notre probl�me� le cas le pire est celui� sym�trique� o� pour tout i� la probabilit� que Xi soit la
plus grande des N variables al�atoires vaut �

N � et o� cela correspond � Xi � ���� �
N ��

Pour r�gler ce cas� on utilise des encadrements asymptotiquement tr�s pr�cis de � � par exemple� pour
x positif� on a

�e�x
���

x�
p
x� � 	

� ��x� �
	e�x

���

x�
p
x� � �

����

En tournant autour de ces in�galit�s� on arrive sans emb#che � la majoration annonc�e en
p

log�N�� �

Revenons � la d�monstration de la proposition� On savait gr(ce � ��!� que

En jjAnjj � En max

��

hAnx
� x�i ����

Donc le lemme pr�c�dent nous permet d�a�rmer que En jjAnjj � �p
n

p
log�N��� o� N est le cardinal du

r�seau R� Mais on sait bien estimer le cardinal d�un tel r�seau �

Lemme 
���
 � On peut trouver un �
� �r�seau de Sn�� de cardinalit� inf�rieure � �n�

D�monstration � C�est tr�s simple � soit �xi���i�N un ensemble �
� �s�par� maximal dans Sn��� C�est

n�cessairement un �
� �r�seau de Sn��� Consid�rons maintenant la familles de boules n�dimensionnelles

�B�xi�
�
� ����i�N � Ces boules sont disjointes et contenues dans B��� �� �� donc la comparaison des volumes

donne imm�diatement que N� �� �
n � � �� �

n� donc N � �n� �

Dans le cas qui nous int�resse� on obtient En jjAnjj � C� ce qui est bien l�estimation annonc�e�
�

On peut en r�alit� obtenir une majoration exacte pour EnjjAnjj en utilisant des r�sultats sur la
comparaison de processus gaussiens� comme par exemple le lemme de Slepian �voir ����� On obtient alors
par cette m�thode En jjAnjj � ��

Ce r�sultat est bien s#r asymptotiquement optimal� car d�apr�s la loi du demi�cercle on a� P�presque
s#rement� En jjAnjj � �	 � pour n assez grand �� � �x���

��� Concentration de la mesure

Maintenant que l�on conna$t la limite pr�cise de l�esp�rance de la plus grande valeur propre� on aimerait
estimer la probabilit� que cette valeur propre d�vie beaucoup de son esp�rance� C�est possible gr(ce �
des r�sultats de concentration de la mesure�

�



Regardons d�abord ce ph�nom�ne sur la sph�re euclidienne Sn��� munie de la distance g�od�sique�
On note �n�� la mesure de Haar normalis�e sur Sn��� Si A � Sn��� on note A� l�ensemble des points qui
sont � distance au plus � de A et �n���A� �� lim��	

�
� ��n��A� 	 �n���A��� �n���A� est en quelque

sorte la mesure n	 ��dimensionnelle de la fronti�re de A� On peut alors �noncer le r�sultat suivant

Proposition 
�	�� �In�galit� isop�rim�trique sur la sph�re� � Soit A � Sn�� et
C � Sn�� une calotte �c�est���dire une boule pour la distance g�od�sique	 telle que �n���A� � �n���C��
Alors � � � �� �n���A�� � �n���C���

Corollaire 
�	�	 � Soit A � Sn�� et C une calotte de m�me mesure que A� Alors �n���A� �
�n���C��

Autrement dit� parmi les parties de Sn�� d�un volume donn�� ce sont les calottes qui ont la plus
�petite fronti�re� Ce r�sultat est bien s#r l�analogue sph�rique de l�in�galit� isop�rim�trique usuelle dans
Rn � parmi les parties de Rn de volume donn�� ce sont les boules euclidiennes qui ont la plus petite
surface� Ce probl�me �tait d�j� connu sous l�Antiquit� �en dimension �� c�est le probl�me de Didon��

D�monstration � Il n�existe pas de d�monstration �l�mentaire de cette in�galit�� La m�thode tradi�
tionnelle pour d�montrer l�analogue euclidien est� en partant d�une partie donn�e de Rn � de lui appliquer
une suite sym�trisations bien choisies ��sym�trisations de Steiner� pour tendre vers la boule euclidienne
et conservant le volume et en diminunant la surface� Dans le cas sph�rique on peut appliquer une m�thode
similaire en rempla)ant la sym�trisation de Steiner par la sym�trisation � deux points ������

�

Corollaire 
�	�
 �Concentration de la mesure sur la sph�re� � Soit f � Sn�� � R

une fonction ��lipschitizienne �par rapport � la distance g�od�sique	� On note Mf une m�diane de f � On
a alors l�estimation� pour � � �

�n���fx� jf�x�	Mf j � �g� �
p
���e��

��n����� ����

Cette propri�t� est extr�mement importante� Elle a�rme qu�avec grande probabilit�� la valeur d�une
fonction su�samment r�guli�re d��nie sur la sph�re est proche de la valeur m�diane� Il est �galement
important de noter que le terme exponentiel tend vers " lorsque n augmente � autrement dit� la propri�t�
de concentration est d�autant meilleure que la dimension est grande�

D�monstration � Si f�x� � Mf � �� alors par la propri�t� de Lipschitz d�x� fy� f�y� �Mfg� � �� Par
cons�quent fx� jf�x�	Mf j � �g � fx� f�x� �Mfg� � fx� f�x� �Mfg��

Mais �n���fx� f�x� � Mfg� � �
� � donc par l�in�galit� isop�rim�trique� �n���fx� f�x� � Mfg� �

�n���C��� o� C est une demi�sph�re�
Un calcul sans grande di�cult�� faisant intervenir des int�grales de Wallis� nous donne �n���C�� �

�	p���e��
��n������ On obtient bien le r�sultat annonc�� �

La fonction qui nous int�resse ici �la norme d�une matrice de l�EGU� n�est pas d��nie sur la sph�re�
mais sur l�espace gaussien� En e
et� on peut identi�er Hn � RN avec N � n� en prenant pour base
fpnaiig��i�n � f

p
�n�aijgi�j � f

p
�n�aijgi�j � Sous cette identi�cation� l�image de la mesure Pn est la

mesure gaussienne usuelle d�N sur RN �j 
 j d�signant la norme euclidienne�

d�N ��
�

����N��
e�jxj

���dx ����

Mais il y a un argument� d# � Poincar�� qui permet de passer de la sph�re � l�espace gaussien

Lemme 
�	�� �Lemme de Poincar�� � Soit n un entier naturel �x�� Si N � n� PN d�signe la
projection naturelle de RN sur Rn �projection sur les n premi�res coordonn�es	� On note ��N�� la mesure
de Haar normalis�e sur la sph�re

p
NSN��� Alors pour tout bor�lien A de Rn � PN � ��N���A� converge

vers �N �A��

On peut alors d�duire une in�galit� de concentration pour la mesure gaussienne �ce n�est pas totale�
ment �vident� voir par exemple ��� pour les d�tails��

�



Corollaire 
�	� �Concentration pour l�espace gaussien� � Soit f � Rn � R une
fonction L�lipschitzienne �par rapport � la distance euclidienne	� On note Mf une m�diane de f pour �n�
Alors pour � � �

�n�fx� f�x� �Mf � �g� � e�t
���L�

����

Par ailleurs� le m�me r�sultat est vrai si on remplace la m�diane par l�esp�rance�

On peut maintenant appliquer ce r�sultat � la fonction An � jjAnjj d��nie sur l�EGU �qui s�iden�
ti�e � l�espace gaussien via la correspondance pr�c�dente�� L�image de la norme euclidienne par cette
identi�cation est� � une constante

p
n pr�s� la norme de Hilbert�Schmidt jj 
 jjHS � Or on sait que

jjAjj	jjBjj � jjA	Bjj � jjA	BjjHS � ce qui montre que notre fonction An � jjAnjj est �p
n
�lipschitzienne

par rapport � la m�trique euclidienne� Le corollaire pr�c�dent nous permet donc de conclure �en utilisant
le fait que En jjAnjj � ��

Pn����An� � � � �� � e�n�
��� ����

C�est un premier r�sultat de concentration pour la plus grande valeur propre�

� Tracy�Widom et un second r�sultat de concentration

��� Distribution limite de Tracy�Widom

Nous allons commencer par �crire les probabilit�s qui interviennent comme des d�terminants de cer�
tains op�rateurs� comme c�est fait dans la th�orie classique �voir ����� Fixons d�abord quelques notations �
on note �Hn� les polyn	mes de Hermite� d��nis par �

Hn�t� �� �	��net�� d
dt

�ne�t
�

�� �

Ces polyn	mes sont orthogonaux pour la mesure sur R de densit� e�x
�

par rapport � la mesure de
Lebesgue� On note ensuite

�n�t� ��
�p
dn

Hn�t�e
�t��� ��!�

o� dn ��
R
R
Hn�x�

�dx� La famille ��n� est donc orthonormale dans L��R�� On pense en�n

kn�x� y� ��

n��X
n�	

�n�x��n�y� ��"�

On peut associer � kn un op�rateur int�gral Kn d��ni sur l�espace de Hilbert L��R� par �

�Knf��x� ��

Z
R

kn�x� y�f�y�dy ����

L�op�rateur Kn n�est autre que la projection orthogonale dans L� sur le sous�espace engendr� par
��n���n�n�

Cette situation est tr�s g�n�rale � � chaque fois que l�on a un espace mesur� �X�
� et un &noyau&
k � L��X �X�� on peut lui associer un op�rateur K sur L��X� par une formule analogue � ����� Dans la
suite on notera toujours les noyaux par des lettres minuscules et les op�rateurs int�graux correspondants
par la majuscule correspondante�

On peut alors exprimer la fonction de r�partition de ��n�� � l�aide du noyau kn� Plus pr�cis�ment� on
a le r�sultat suivant �voir par exemple ���� �

� t � R�P�
p
n�

�n�
� � t� � det

�t���
�Id	Kn� ����

 



Dans la formule ����� la notation det�t��� doit �tre comprise comme le d�terminant de l�op�rateur Kn

agissant sur l�espace L��
t��
�� �ou encore de l�op�rateur de noyau knj�t������ On notera cette restriction

K
�t�
n �
Ici l�op�rateur Kn est de rang �ni� et donc la d��nition du d�terminant ne pose pas de probl�me�

Dans la suite le symbole det pourra d�signer le d�terminant d�une pertubation nucl�aire de l�identit��
d��ni alors par

det�Id �N� �� � �

�X
k��

tr��k�N�� ����

Tracy et Widom ont d�montr� que� sous une certaine renormalisation� ces noyaux convergeaient vers
un noyau limite� qui fait intervenir la fonction d�Airy� La bonne renormalisation est la suivante

�n�x� ��
p
�n�

xp
�n��

����

notons �galement �kn le noyau renormalis� �

�kn�x� y� ��
�p

�n��
kn��n�x�� �n�y�� ����

Soit k le noyau d��ni par �

k�x� y� ��
Ai�x�Ai	�y�	Ai	�x�Ai�y�

x	 y
����

Le noyau k est prolong� par continuit� sur la diagonale� La fonction Ai est la fonction d�Airy� C�est une
solution de l��quation di
�rentielle

�

x�
y�x� � xy�x� ����

Elle tend vers z�ro tr�s rapidement en ���
Tracy et Widom ont montr� que noyau k est la limite des noyaux � �K

�t�
n �� dans le sens suivant �����

Proposition ����� �Tracy�Widom� � Pour tout r�el t� la suite d�op�rateurs � �K
�t�
n � converge

en norme nucl�aire vers l�op�rateur K �t��

La fonction det�Id�
� �tant continue par rapport � la norme nucl�aire� on peut en d�duire le r�sultat
suivant gr(ce � la formule ����

Corollaire ����	 � On note �
TW

�x� �� �	 det�x�����Id	K�� Alors

lim
n��

Pn����An� � � � xn����� � �
TW

�x� �� �

La partie la plus importante des travaux de Tracy et Widom a �t� d��crire cette fonction �
TW

en
termes de solutions d��quations de Painlev�� Remarquons juste que le comportement asymptotique de
�
TW

est bien connu � pour x assez grand� on a

c	e�C
�x��� � �

TW
�x� � ce�Cx

���

��!�

��� Une version uniforme

Le r�sultat pr�c�dent �le collaire ������ permet de voir que l�in�galit� ���� que nous avions obtenue
pr�c�demment par des m�thodes de concentration dans l�espace gaussien n��tait pas optimale� Rappelons
quelle �tait cette in�galit� �

Pn����An� � � � �� � e�n�
��� ��"�

!



Or� si l�on choisit � � xn����� le terme de gauche de cette in�galit� tend vers �
TW

�x� �d�apr�s le
r�sultat de Tracy�Widom�� qui est tr�s petit� et le terme de droite tend vers ��

On aimerait donc ra�ner cette in�galit� pour qu�elle co*ncide avec le comportement de Tracy�Widom�
Ceci �tait l�objet de travaux que j�ai e
ectu�s en DEA� o� je suis parvenu au r�sultat suivant

Proposition ��	�� � Il existe des constantes universelles c et C telles que� pour tout � positif

Pn����An� � � � �� � Ce�cn�
���

����

La preuve de ce th�or�me suit pas � pas celle de Tracy et Widom� en prenant su�samment de soin pour
garder � chaque �tape une estimation uniforme� Elle est expliqu�e en d�tail dans l�article �An inequality
about the largest eigenvalue of a random matrix�

G�n�ralisations possibles

Il semble y avoir d�autres m�thodes pour parvenir � d�montrer la proposition ������ Par exemple�
Michel Ledoux m�a r�cemment signal� qu�il obtenait des r�sultats tr�s similaires �� un terme polynomial
parasite pr�s� par des m�thodes d�hypercontractivit�� Il n�est pas exclu qu�une analyse plus pr�cise dans
cette voie permette de se d�barasser de ces termes�

Par ailleurs� Alexander Soshnikov a prouv� que la distribution limite de Tracy�Widom apparaissait
dans un cadre beaucoup plus g�n�ral que celui de l�EGU � celui des matrices de Wigner� o� l�on impose
juste que les coe�cients de la matrice al�atoire suivent des lois ind�pendantes� avec un contr	le uniforme
sur les moments� On peut naturellement se demander si notre analogue �uniforme reste vrai dans ce
cadre�
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