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Introduction

La premiére partie de ce texte est une introduction rapide & un probléme classique de la théorie locale
des espaces de Banach, ’estimation du diamétre du compact de Banach-Mazur. Les espaces aléatoires,
intimement liés aux matrices aléatoires, ont joué un role fulgurant dans la résolution de ce probléme. On
peut espérer qu’une meilleure connaissance des matrices aléatoires puisse permettre de résoudre d’autres
problémes ouverts de la théorie locale.

Le reste du mémoire consiste en ’exposition des différentes méthodes qui permettent d’obtenir des
résultats de concentration pour la plus grande valeur propre d’une matrice aléatoire de I’Ensemble Gaus-
sien Unitaire : manipulation directe des variables gaussiennes, propriété de concentration de la mesure
dans ’espace gaussien, utilisation des opérateurs intégraux, résultats a la Tracy-Widom.

Ce mémoire inclut un certain nombre de démonstrations, qui peuvent parfois sembler un peu trop
“techniques” ; mais j’ai délibérément voulu conserver un panorama assez large des différentes méthodes
utilisables, en montrant le genre de preuves qu’elles engendrent. Néanmoins, un tel panorama ne saurait
étre complet, et j’énumeére en derniére partie quelques autres idées qui ont eu ou pourraient avoir des
conséquences intéressantes pour les questions abordées ici.

1 Les motivations de la théorie locale des espaces de Banach

Le principe de la théorie locale des espaces de Banach est d’étudier ces espaces & travers leurs sous-
espaces de dimension finie (mais grande). Le premier outil nécessaire a cette étude est un moyen de
mesurer la distance entre deux espaces vectoriels normés de méme dimension n. On définit & cet effet la

distance de Banach-Mazur :

DEFINITION 1.0.1 — Soit E et F' deux espaces vectoriels normés de dimension n. On définit

dpn (B, F) == inf ||T|] - ||| (1)

Linfimum est pris sur tous les isomorphismes T de E sur F'.

Cette “distance” vérifie une inégalité triangulaire multiplicative
dem (E,G) <dpm(E,F)dpy (F,G) (2)

D’autre part, deux espaces sont & distance 1 si et seulement si ils sont isométriques. En effet, supposons
que dpp(E, F) = 1. On peut alors trouver une suite d’isomorphismes (7,) de E sur F tels que ||T,|| < 1
et ||T;7|| < 1+ L. Par compacité, cette suite admet un point d’accumulation qui est bien une isométrie
de E sur F.
Remarquons également que dgy (E, F) = dpyp (E*, F*) (il suffit de passer a I’isomorphisme adjoint).
Un des théorémes fondamentaux est le suivant (on note £} Vespace Ly, associé & la mesure de comptage
sur un espace i n points)

THEOREME 1.0.1 (JOHN) — Tout espace vectoriel normé E de dimension n vérifie

dpy(E,l3) < v/n (3)



Cette inégalité est optimale, par exemple on peut voir que dpns(€%,€%) = y/n. Remarquons tout
d’abord que la borne \/n est atteinte par I'identité naturelle entre ces deux espaces. Considérons main-
tenant n’importe quel isomorphisme T de norme 1 de €2, sur £ et soit (e;) la base canonique de €2 .
Ecrivons I’égalité du parallélogramme dans £3

Z||T€j||2=2—n > ||ZEjT€j||2<2—n ST eelP=1 (4)
j=1

ce{-L1pn =1 ce{-L1yn =1

Il existe donc un indice j tel que ||Te;|| < \/iﬁ, ce qui prouve que ||T || > /n et donc que ||T||-||T | >
V.

Définissons maintenant KC,, comme 'espace des classes d’isométrie d’espaces vectoriels normés de
dimension n. Les remarques précédentes montrent que (KCp,,dpas) est un espace métrique, on peut par
ailleurs montrer qu’il est compact. Cet espace est appelé compact de Banach-Mazur, ou compact de
Minkowski selon les terminologies.

Un corollaire immédiat du théoréme précédent est

COROLLAIRE 1.0.2 — Le diameétre de (K,,dpn) est borné par n.

On peut naturellement se demander si cette estimation est précise ou non. Dans tout les cas ot ’on sait
calculer précisémenet la distance entre deux espaces vectoriels normés explicites, cette distance n’excéde
jamais y/n (& une constante multiplicative prés). Cependant, on peut prouver le théoréme suivant

THEOREME 1.0.3 (GLUSKIN) — [l existe une constante numérique ¢ > 0 telle que pour tout n, le
diameétre de (K,,,dgpy) vaut au moins cn.

La démonstration de ce théoréme (ou tout au moins la seule démonstration connue, voir par exemple
[6]) est entiérement probabiliste : on construit deux espaces de dimension n de maniére aléatoire et
indépendante, et on montre qu’avec probabilité grande leur distance est de ’ordre de n. Ces espaces
aléatoires peuvent par exemple étre des projections de 3™ sur R”. On considére I'image par une matrice
aléatoire d’une structure normée fixe.

Ce théoréme illustre bien la puissance des espaces générés aléatoirement, qui fournirent des contre-
exemples & de nombreux problémes de ce genre. Pour cela il faut avoir des estimations précises sur la
norme (ainsi que sur d’autres paramétres) des matrices aléatoires qui interviennent.

2 DMatrices aléatoires

2.1 Présentation de ’ensemble EGU.

Il existe beaucoup de modéles différents de matrices aléatoires : matrices carrées ou non, réelles ou
complexes, symétriques ou non, .... On peut également imposer ou non l'indépendance des coefficients
et choisir la loi qu’ils suivent.

Dans la suite de cette introduction nous ne considérerons qu’un modéle trés particulier de matrices
aléatoires, pour lequel les calculs sont particuliérement simples : 'ensemble gaussien unitaire EGU. 1
existe des analogues de la plupart des résultats cités dans des situations plus générales; nous parlerons
de ceci dans la derniére partie.

On note M, (C) ’ensemble des matrices complexes n x n et H,, le sous-ensemble formé des matrices
hermitiennes. On note A = (a;;)i j=1...n ’élément générique de H,. U(n) désigne le groupe des matrices
unitaires.

‘H,, est muni d’un produit scalaire donné par (A, B) = tr(AB*). Il posséde donc une structure eucli-
dienne et une mesure de Lebesgue associée. Cette mesure de Lebesgue peut s’écrire comme un produit
de mesures de Lebesgue 1-dimensionnelles

dA = ﬁ daii H d%aij H d%aij (5)
i=1

i<j i<j



DEFINITION 2.1.1 — L’ensemble gaussien unitiare (EGU) est l’espace probabilisé (H,,Py), ot Py, est
définie par sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue

dP, = L 3r(A) g4 (6)

Cn
La valeur de la constante c,, est ajustée afin d’obtenir une mesure de probabilité. On note E,, [’espérance
associée a la probabilité P,,.

Remarque : comme la fonctionnelle A — tr(A?) est invariante sous I’action par conjugaison du
groupe unitaire U(n), on voit que la mesure P,, est aussi invariante sous cette méme action.
PROPOSITION 2.1.1 — Soit A une matrice de 'EGU, de taille n x n. Alors

1. aj; = aji

2. Les variables aléatoires (a;;), (Raij)ic; et (Saij)ig; sont indépendantes.

3. Vi,a;; suit une loi gaussienne N(0,L).

4. Vi< j,Ra;; et Sa;; suivent une loi gaussienne N (0, %)

De plus, les conditions 1-4 déterminent uniquement la mesure P,.

DEMONSTRATION — La propriété 1 est évidente puisque A est hermitienne. Pour les autres points, il
suffit d’écrire

n
ie—gtr(,ﬁ) _ i He_gafi He—n(é}?ai]—y H e—n(%aij)z (7)
c c
" Ti=1 i<j i<j

et d’utiliser I’écriture (5) de la mesure de Lebesgue. [ |

Cette derniére proposition est particuliérement importante lorsque ’on cherche & effectuer des simu-
lations numériques : ¢’est une représentation concréte de la mesure P,,.

On peut définir de méme ’ensemble gaussien orthogonal (EGO) en munissant I’espace S,, des matrices
symétriques réelles de taille n d’une mesure de probabilité définie de maniére analogue, qui sera invariante
par ’action du groupe orthogonal O(n). Bien que beaucoup de résultats s’étendent au cas orthogonal, on
se contentera de les énoncer dans le cas unitaire, pour lequel les calculs sont souvent plus simples.

Sauf mention contraire, on supposera désormais que ’on travaille avec EGU ; ’expression “matrice
aléatoire” devra étre comprise comme signifiant “élément de EGU”.

Dans la suite, on s’intéressera au comportement des valeurs propres de ces matrices, lorsque la dimen-
sion n tend vers linfini.

2.1.1 Loi du demi-cercle

Soit A, € H,,. Les valeurs propres de A, sont réelles et on les appelle (dans 'ordre décroissant)

DEFINITION 2.1.2 — La mesure empirique associée 4 A, est la mesure de probabilité sur R suivante
1 n

N(An) = n Z 5>\j(An) (9)
j=1

ot 0, désigne la masse de Dirac au point x.
Soit IP la probabilité produit [] 2, P,,. On peut alors énoncer le résultat suivant

THEOREME 2.1.2 (LOI DU DEMI-CERCLE DE WIGNER) — Soit (A,) une suite de matrices
de VEGU, ou A, est de taille n x n. Alors, P-presque sirement, la suite de mesures N(A,,) converge
étroitement vers un.



Ici, pn désigne la la probabilité sur R dont la densité a la forme d’un demi-cercle

1
dﬂm = %1[_272] V 4 — z2dx (10)

On dit qu’une suite de mesures (u,) converge étroitement vers une mesure p si pour toute fonction
f : R — R continue bornée, [ fdu, converge vers [ fdpu.

DEMONSTRATION — Nous esquissons ici une preuve, due a L.Pastur (cf [5]), qui utilise la transformeée de
Stieltjes.

DEFINITION 2.1.3 (TRANSFORMEE DE STIELTJES) — Soit u une mesure de probabilité sur R.
On appelle tranformée de Stieltjes de p la fonction S, définie pour z € C\ R par

Su(z) ::/R% (11)

PROPOSITION 2.1.3 — La fonction S,, ainsi définie vérifie les propriétés suivantes
1. Elle est analytique sur C\ R.
2. Elle laisse globalement invariant le demi-plan supérieur.
5. 5,(2) = Su(2).
4. limy o0 y|Su(ey)| = 1.
De plus, une fonction f qui vérifient les conditions 1-4 précédentes (appelée “fonction de Herglotz”).

est nécessairement la transformée de Stieltjes d’une probabilité sur R, et on peut retrouver cette derniére
grace a la formule d’inversion de Perron-Frobenius, lorsque I est un intervalle de R tel que u(0I) =0

1
p(l) =lim — [ IS, (A +1)dA (12)
e—=0 T T
De plus la transformation de Stieltjes est un homéomorphisme de l’espace des mesures de probabilité
sur R, muni de la topologie étroite, vers l’espace des fonctions de Herglotz, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts de C\ R.

Voyons maintenant comment cet outil intervient dans la démonstration du théoréme de Wigner. Soit
(An) une suite de matrices de 'EGU, ol A, est de taille n X n. On note g, = Sy(a,) = =tr(4, —oId) ™",
et donc d’aprés la proposition précédente il suffit de montrer que P-presque sirement, g, converge vers
S uniformément sur tout compact. Par ailleurs, ils est plus commode de travailler ’espérance de g, ;
pour cela on définit f,(2) := E, g,(2).

Notons B, := {z € C,|Sz| > n}. La preuve des lemmes suivants, que nous admettons, est assez
calculatoire (voir [5])

LEMME 2.1.4 — Yz € B,,Var,[g,(2)] < -5

n2n? -

LEMME 2.1.5 — La fonction f,, vérifie l'inégalité, pour z € B,

1 1 C(n)

[fn(2) + <+ —fal2)’] < == (13)

Par ailleurs, il est facile de voir que g, (et donc f,,) est bornée sur B, par % Par le théoréme de
compacité de Montel, on peut extraire une sous-suite f;(,) qui converge uniformément sur tout compact
de B, vers une fonction limite f. En passant & la limite dans (13), f doit nécessairement vérifier ’équation
f(2)? +2f(2) + 1 =0, autrement dit f est de la forme

fz)= %(—z +V22—4) (14)



Mais f est une fonction de Herglotz, par conséquent on doit prendre la détermination de la racine
carrée sur B, qui se comporte en z + O(1) quand z tend vers l'infini. Ansin f est bien déterminée, ce qui
veut dire qu’en fait toute la suite (f,,) converge vers f.

Pour passer de f,, & gn, on utilise 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et le lemme 2.1.4 (ici z € B,,)

P[] fn(2) = gn(2)] > €] < %Var[gn(z)] < % (15)
€ e2n’n

La série Y o2 Py[|fn(2) — gn(2)| > €] est donc convergente, et le lemme de Borel-Cantelli nous permet

de conclure que P-presque strement, f,(z) — g, (2) tend vers 0, c’est-a-dire que g,(z) tend vers f(z). En

faisant tendre 7 vers 0, cette conclusion reste vraie pour tout z dans C\ R.

Soit () une partie dense de C \ R. On sait que P-presque stirement, g,, tend vers f sur @. Or les
fonctions g,, et f sont toutes analytiques, et le théoréme de Vitali nous permet de conclure qu’en fait g,
tend cers f uniformément sur tout compact de C\ R.

On sait que f est une fonction de Herglotz. Soit p la fonction dont f est la transformée de Stieltjes.

En écrivant la formule de Perron-Frobenius pour un intervalle I de R, on obtient

u(D) = 1im = [ SFO\ +18)dr = — / VA=A = pn(]) (16)
2m IN[-2,2]

e—=0 T I

Ainsi, P-presque strement, Sy(4,) converge uniformément sur tout compact vers Sn, donc N(A,)
converge étroitement vers pn.
|
Il existe de nombreuses variantes de cet énoncé, plus ou moins fortes, et I’on en connait également
beaucoup de démonstrations. A la démonstration d’origine, qui reposait sur une analyse combinatoire
assez ardue, ont succédé des preuves plus conceptuelles. Signalons par exemple, outre 'utilisation de la
transformation de Stieltjes, 'approche des probabilités libres, qui donne & la distribution "en demi-cercle"
un role qui est ’analogue non-commutatif de celui joué par la loi gaussienne (il existe en particulier un
analogue du théoréme central limite qui s’inscrit parfaitement dans le cadre présenté ici).

3 Un premier résultat de concentration

Cependant, tous les résultats précédents sont des résultats globaux, au sens ou ils ne permettent
pas de prévoir le comportement des valeurs propres au voisinage d’un certain point. De méme, ils ne
précisent rien sur les grandes valeurs propres : par exemple la loi du demi-cercle nous permet d’affirmer
que le nombre de valeurs propres plus grandes que 2 est en o(n), mais a priori ce nombre peut tendre
vers linfini.

3.1 Majoration de ’espérance de la norme

En fait, on peut montrer que I’espérance de la norme (= de la plus grande valeur propre) d’une matrice
de 'EGU est bornée uniformément en n. C’est relativement facile & voir si on ne cherche pas a avoir la
borne optimale.

PROPOSITION 3.1.1 — On a l'estimation uniforme

supE, A (4,) < o (17)
neN

DEMONSTRATION — Soit (Z4)aer Un %—réseau fini de S,,_1, c’est-a-~dire tel que Vz € S, 1,3 a tel que
||z — zo|] < 5. Alors ||Anz|| < 3[|4n]| + |[An2al|, donc on prenant le supremum pour & dans la sphére,
on obtient

14l < 2max || 4,2, (18)



Un raisonnement similaire, en écrivant |[A,z4|| = sup,cs _, (AnZa, ), donne

4] < 4max(A,za,5) (19)

Or (Apzq,z8) = Eln aij;vgxg, donc d’aprés la proposition 2.1.1, cette quanitité est une somme de gaus-
siennes indépendantes, et la loi de (A,zq,s) est une loi N(0,0?) avec 0 < L. Nous allons maintenant
utiliser le lemme suivant

LEMME 3.1.2 — Soit (X;)1<icn une suite de N variables aléatoires gaussiennes N(0,1) (non néces-
sairement indépendantes). Alors il existe une constante C' > 0 telle que
Emax | X;| < Cy/log N (20)
(2

DEMONSTRATION — On note ¥ la queue de la distribution gaussienne standard

R Rt
¥ = [ Nor (21)

On commence par remarquer que la fonction z — #e*(q’_l(z))z/ % est concave, ce qui permet de montrer
que dans notre probléme, le cas le pire est celui, symétrique, ou pour tout ¢, la probabilité que X; soit la
plus grande des IV variables aléatoires vaut %, et ou cela correspond & X; > T’l(%).
Pour régler ce cas, on utilise des encadrements asymptotiquement trés précis de ¥ : par exemple, pour
z positif, on a
26—z2/2 46—902/2

- V() ————
z+VzZ+4 (@) 3z +Vz2+8

En tournant autour de ces inégalités, on arrive sans embtche a la majoration annoncée en y/log(N). W

(22)

Revenons a la démonstration de la proposition. On savait grace a (19) que

E, ||An|| <E, rgabX<Anmaa $B> (23)

Donc le lemme précédent nous permet d’affirmer que E,||A4,]|| < ﬁ\/log(N 2), ou N est le cardinal du
réseau R. Mais on sait bien estimer le cardinal d’un tel réseau :

LEMME 3.1.3 — On peut trouver un %-réseau de S,,—1 de cardinalité inférieure a 5™.

DEMONSTRATION — C’est trés simple : soit (z;)1<i<n un ensemble %—séparé maximal dans S,,_;. Cest
nécessairement un %—réseau de S,_1. Considérons maintenant la familles de boules n-dimensionnelles
(B(,%))1<i<n- Ces boules sont disjointes et contenues dans B(0, 2), donc la comparaison des volumes
donne immédiatement que N($)" < (£)", donc N < 5". [ |

Dans le cas qui nous intéresse, on obtient E,||A,|| < C, ce qui est bien 'estimation annoncée.
|
On peut en réalité obtenir une majoration exacte pour E,||A,|| en utilisant des résultats sur la
comparaison de processus gaussiens, comme par exemple le lemme de Slepian (voir [2]). On obtient alors
par cette méthode E, ||4,|| < 2.
Ce résultat est bien sir asymptotiquement optimal, car d’aprés la loi du demi-cercle on a, P-presque
strement, E,||A,|| > 2 — € pour n assez grand (3 ¢ fixé).

3.2 Concentration de la mesure

Maintenant que ’on connait la limite précise de ’espérance de la plus grande valeur propre, on aimerait
estimer la probabilité que cette valeur propre dévie beaucoup de son espérance. C’est possible grace a
des résultats de concentration de la mesure.



Regardons d’abord ce phénoméne sur la sphére euclidienne S,_;, munie de la distance géodésique.
On note 0,_1 la mesure de Haar normalisée sur S,,_1. Si A C S,_1, on note A. ’ensemble des points qui
sont & distance au plus € de A et do,—1(4) = mg_m%(an_lAg — 0n—1(A)). 8o,—1(A) est en quelque
sorte la mesure n — 2-dimensionnelle de la frontiére de A. On peut alors énoncer le résultat suivant

PROPOSITION 3.2.1 (INEGALITE ISOPERIMETRIQUE SUR LA SPHERE) — Soit A C S,_; et
C C Sp_1 une calotte (c’est-a-dire une boule pour la distance géodésique) telle que o,,—1(A) = 0p_1(C).
Alors Ve > 0,0p-1(Ac) > 0p—1(C2).

COROLLAIRE 3.2.2 — Soit A C S;,—1 et C une calotte de méme mesure que A. Alors 0o,—1(A) >
(30'n_1(0).

Autrement dit, parmi les parties de S, 1 d’un volume donné, ce sont les calottes qui ont la plus
“petite” frontiére. Ce résultat est bien str I’analogue sphérique de I'inégalité isopérimétrique usuelle dans
R™ : parmi les parties de R" de volume donné, ce sont les boules euclidiennes qui ont la plus petite
surface. Ce probléme était déja connu sous I’Antiquité (en dimension 2, c’est le probléme de Didon).

DEMONSTRATION — Il n’existe pas de démonstration élémentaire de cette inégalité. La méthode tradi-
tionnelle pour démontrer ’analogue euclidien est, en partant d’une partie donnée de R™, de lui appliquer
une suite symétrisations bien choisies (“symétrisations de Steiner”) pour tendre vers la boule euclidienne
et conservant le volume et en diminunant la surface. Dans le cas sphérique on peut appliquer une méthode
similaire en remplacant la symétrisation de Steiner par la symétrisation & deux points ([1]).

|

COROLLAIRE 3.2.3 (CONCENTRATION DE LA MESURE SUR LA SPHERE) — Soit f:5,_1 = R
une fonction I1-lipschitizienne (par rapport & la distance géodésique). On note My une médiane de f. On
a alors ’estimation, pour € > 0

onot ({a, |f(x) — My| > €}) < /7[2e " (D) (24)

Cette propriété est extrémement importante. Elle affirme qu’avec grande probabilité, la valeur d’une
fonction suffisamment réguliére définie sur la sphére est proche de la valeur médiane. Il est également
important de noter que le terme exponentiel tend vers 0 lorsque n augmente ; autrement dit, la propriété
de concentration est d’autant meilleure que la dimension est grande.

DEMONSTRATION — Si f(z) > My +¢, alors par la propriété de Lipschitz d(z, {y, f(y) < Ms}) > ¢. Par
conséquent {z,|f(xz) — M| < e} C {z, f(x) < My} U{x, f(z) > Ms}..

Mais 0,1 ({z, f(z) > My}) > %, donc par I'inégalité isopérimétrique, o,—1({z, f(z) > My}) >
0n—1(C:), ot C est une demi-sphére.

Un calcul sans grande difficulté, faisant intervenir des intégrales de Wallis, nous donne o,,_1(C.) >
1— /n/8¢ =" ("=2)/2_On obtient bien le résultat annonceé. [ |

La fonction qui nous intéresse ici (la norme d’une matrice de 'EGU) n’est pas définie sur la sphére,
mais sur Iespace gaussien. En effet, on peut identifier 7, & RY avec N = n? en prenant pour base
{Vnai; }1<icn U {\/%?Raij}iq U {\/%%aij}iq. Sous cette identification, 'image de la mesure P, est la
mesure gaussienne usuelle dyy sur RY (| o | désignant la norme euclidienne)

1 g

Mais il y a un argument, da & Poincaré, qui permet de passer de la sphére & ’espace gaussien

LEMME 3.2.4 (LEMME DE POINCARE) — Soit n un entier naturel fizté. Si N > n, Py désigne la
projection naturelle de RNV sur R* (projection sur les n premiéres coordonnées). On note 6n_1 la mesure
de Haar normalisée sur la spheére VNSN-1. Alors pour tout borélien A de R™, Py x 6n—1(A) converge
vers yn(A).

On peut alors déduire une inégalité de concentration pour la mesure gaussienne (ce n’est pas totale-
ment évident, voir par exemple [3] pour les détails).



COROLLAIRE 3.2.5 (CONCENTRATION POUR L’ESPACE GAUSSIEN) — Soit f : R® — R une
fonction L-lipschitzienne (par rapport a la distance euclidienne). On note My une médiane de f pour vy,
Alors pour e > 0

ya{z, () > My +e}) < et/ (26)

Par ailleurs, le méme résultat est vrai si on remplace la médiane par ’espérance.

On peut maintenant appliquer ce résultat a la fonction 4,, — ||4,]|| définie sur TEGU (qui s’iden-
tifie & ’espace gaussien via la correspondance précédente). L’image de la norme euclidienne par cette
identification est, & une constante \/n prés, la norme de Hilbert-Schmidt || e ||gs. Or on sait que
[|A||-|B|| € ||A—B|| < ||A—Bl|us, ce qui montre que notre fonction A,, — ||A4,|| est \/Lﬁ—lipschitzienne

par rapport a la métrique euclidienne. Le corollaire précédent nous permet donc de conclure (en utilisant
le fait que E,||A,[| < 2)

Po(A(An) > 2+¢) < e/ (27)

C’est un premier résultat de concentration pour la plus grande valeur propre.

4 Tracy-Widom et un second résultat de concentration

4.1 Distribution limite de Tracy-Widom

Nous allons commencer par écrire les probabilités qui interviennent comme des déterminants de cer-
tains opérateurs, comme c’est fait dans la théorie classique (voir [4]). Fixons d’abord quelques notations :
on note (H,,) les polyndmes de Hermite, définis par :

Hy(t) := (—1)”et2(%)”e_t2 (28)

Ces polynomes sont orthogonaux pour la mesure sur R de densité e~ par rapport & la mesure de
Lebesgue. On note ensuite

oult) = =

ou dy, = [ Hp(z)?dx. La famille (¢,,) est donc orthonormale dans L?(R). On pense enfin

H,(t)e "/ (29)

n—1
kn(z,y) =Y on(2)en(y) (30)
n=0
On peut associer & k, un opérateur intégral K, défini sur I’espace de Hilbert L?(RR) par :

(Knf)(@) = / Fon ) £ () dy (31)

R

L’opérateur K, n’est autre que la projection orthogonale dans L? sur le sous-espace engendré par
(‘Pn)lénén‘

Cette situation est trés générale : & chaque fois que 'on a un espace mesuré (X, u) et un "noyau"
k € L?(X x X), on peut lui associer un opérateur K sur L?(X) par une formule analogue & (31). Dans la
suite on notera toujours les noyaux par des lettres minuscules et les opérateurs intégraux correspondants
par la majuscule correspondante.

On peut alors exprimer la fonction de répartition de ,\§”) a l’aide du noyau k. Plus précisément, on
a le résultat suivant (voir par exemple [4]) :

Vte R P(vrA™ <t) = [det[(Id ~-K,) (32)
t,00



Dans la formule (32), la notation det}; o[ doit étre comprise comme le déterminant de I'opérateur K,
agissant sur l'espace L([t,c[), (ou encore de I'opérateur de noyau kys,[2). On notera cette restriction
Kl

Ici Uopérateur K, est de rang fini, et donc la définition du déterminant ne pose pas de probléme.
Dans la suite le symbole det pourra désigner le déterminant d’une pertubation nucléaire de l’identité,
défini alors par

det(Id + N) :=1+ i tr(A*(N)) (33)
k=1

Tracy et Widom ont démontré que, sous une certaine renormalisation, ces noyaux convergeaient vers
un noyau limite, qui fait intervenir la fonction d’Airy. La bonne renormalisation est la suivante

(@) = Von+ —=— \/_nl/(i (34)

notons également k,, le noyau renormalisé :

];;n(xvy) = kn(ma (), 7 (y)) (35)

1
\/§n1/6
Soit £ le noyau défini par :

Ai(0)Ai'(y) — AT (2)Ai(y)
r—y

k(z,y) =

(36)

Le noyau k est prolongé par continuité sur la diagonale. La fonction Ai est la fonction d’Airy. C’est une
solution de I’équation différentielle

(@) = ay(z) (1)

Elle tend vers zéro trés rapidement en +oo.
Tracy et Widom ont montré que noyau k est la limite des noyaux (Kr[f]), dans le sens suivant ([7])

PROPOSITION 4.1.1 (TRACY-WIDOM) — Pour tout réel t, la suite d’opérateurs (K}{f]) converge
en norme nucléaire vers lopérateur K.

La fonction det(Id + e) étant continue par rapport a la norme nucléaire, on peut en déduire le résultat
suivant grace a la formule (32)

COROLLAIRE 4.1.2 — On note ¢, (z) := 1 — det, 4oo[(Id — K). Alors

lim P,(A\(A,) =24+ 2n723) = ¢, (2) (38)

n—o0

La partie la plus importante des travaux de Tracy et Widom a été d’écrire cette fonction ¢,,, en
termes de solutions d’équations de Painlevé. Remarquons juste que le comportement asymptotique de
¢ est bien connu : pour z assez grand, on a

_v.3/2 _Cp3/?
e K Py () S cem " (39)
4.2 Une version uniforme

Le résultat précédent (le collaire 4.1.2) permet de voir que 'inégalité (27) que nous avions obtenue
précédemment par des méthodes de concentration dans I’espace gaussien n’était pas optimale. Rappelons
quelle était cette inégalité :

Pu(A(Ap) >24¢e) < e /2 (40)



Or, si 'on choisit € = zn~=%/3, le terme de gauche de cette inégalité tend vers ¢, (z) (d’aprés le
résultat de Tracy-Widom), qui est trés petit, et le terme de droite tend vers 1.

On aimerait donc raffiner cette inégalité pour qu’elle coincide avec le comportement de Tracy-Widom.
Ceci était I'objet de travaux que j’ai effectués en DEA, ou je suis parvenu au résultat suivant

PROPOSITION 4.2.1 — Il existe des constantes universelles ¢ et C telles que, pour tout € positif

/2

Pu(M(A4,) > 2+2) < Cem’ (41)

La preuve de ce théoréme suit pas a pas celle de Tracy et Widom, en prenant suffisamment de soin pour
garder & chaque étape une estimation uniforme. Elle est expliquée en détail dans 'article “An inequality
about the largest eigenvalue of a random matrix”.

Généralisations possibles

Il semble y avoir d’autres méthodes pour parvenir & démontrer la proposition 4.2.1. Par exemple,
Michel Ledoux m’a récemment signalé qu’il obtenait des résultats trés similaires (& un terme polynomial
parasite prés) par des méthodes d’hypercontractivité. Il n’est pas exclu qu’une analyse plus précise dans
cette voie permette de se débarasser de ces termes.

Par ailleurs, Alexander Soshnikov a prouvé que la distribution limite de Tracy-Widom apparaissait
dans un cadre beaucoup plus général que celui de 'EGU : celui des matrices de Wigner, ot I’'on impose
juste que les coefficients de la matrice aléatoire suivent des lois indépendantes, avec un contréle uniforme
sur les moments. On peut naturellement se demander si notre analogue “uniforme” reste vrai dans ce
cadre.
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