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Introduction

Le but de cet exposé est d’expliquer la construction de la fonction L de Kubota-Leopold, généralisation
p-adique de la fonction ¢ de Riemann, et d’en exposer quelques propriétés. On fera donc en
introduction de I'analyse complexe, afin d’exposer les résultats nécessaires a I'établissement de
I'analogie. On construira ensuite C, qui est le cadre privilégié de I'analyse p-adique. Avant de
trouver I'analogue de ¢, on cherchera ceux de I'exponentielle et du logarithme réel. Munis de ces
outils, on pourra alors construire et étudier la fonction L de Kubota-Leopold.

La partie 4 et surtout la partie 5, faute de référence, sont originales.

1 La fonction ¢ complexe et les nombres de Bernoulli

1.1 Définitions

Définition 1 Soit s € C tel que Re(s) > 1. La fonction ¢ est donnée par :

()= 3

ns
n=1

Considérons la fonction complexe =%~ , elle est holomorphe au voisinage de zéro. On peut

ez —1 !

donc la développer en série entiére et on pose :

Définition 2 Soit B,, le n-ieme nombre de Bernoulli défini par :

- &0 on
= E B,—
er —1 n!

n=0

Plus généralement, on peut méme poser :

Proposition-Définition 3 On note B,, et on appelle n-ieme polyndme de Bernoulli le polyndme défini
par

(o) tk
= Bi(X) 5. @)
On a I’expression suivante :
k . .
Bp(X) =) CiB:X*" € Q[x].
=0

Démonstration. C’est un polyndme d’aprés I’écriture, qui découle du produit de Cauchy,
k

teXt =tk = (Xt)k > B; Xk
(k) (29E) - ()

k=0 k=0 k=0 \i=0

On adonc By(X) = i, Bisrisy; X+, ce qu’on voulait. ]

OnaB()(X> =1, Bl(X) =X - 1/2
Proposition4 (1) Vn > 1, B,(X +1) — B,(X) =nX""L

2) B,(X)=nB,_1(X).



Démonstration.

1
i Bu(X +1) = Bu(X) , _ 2™V 2eX: ian_M_”
oy n! e? —1 -1 — n!
D’ou le résultat par identification.
@ N
, P d ZGZX ZQer &0 on
B (X)— = — = = Bh_1(X)=
7; a )n! dX(ezfl) e —1 nz:;)n i )n!

D’ou le résultat par identification.

Remarque: On déduitfacilementenévaluant (1)en X =0queVn # 1, B, (1) = B,(0) = B,.

Proposition 5

22k—1 _B
. k2K 2k
VkeN', ((2k)=(-1)'n (2k1)!( 2k )

Démonstration. Soit B,, la fonction 1-périodique qui coincide avec B,, sur 10, 1] et telle que
D, B, (0)+B,(1
By (0) = £ a0, -

Soit n € N*, on calcule les coefficients de Fourier C(B,,) de B,, : par la proposition 4 on a
immédiatement Cy(B,,) = 0 puis a I’aide de la remarque précédente et d’une intégration par par-
ties on trouve Cy(B;) = ﬁ On trouve, également en intégrant par parties: Vn > 1 ,Cx(B,,) =

50 Cr(Bn—1), et en terminant par récurrence on obtient :

_ —n! _ —n/! .
Bn _ H N* Bn — 2imkx
Ck( ) (2i7Tk’)” puis Vn € ) (l‘) kgz:* (Ziﬂ'kj)"e

Enfin, en posant n = 2] avec I € N* et en évaluant en x = 0 obtient le résultat souhaité. |

1.2 Prolongement

Théoréme 6 La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe sur C avec un unique pdle en s = 1 qui
est simple.

Démonstration. On utilise les fonctions B,,(x) définies dans la démonstration précédente.

Lemme7 Ona,pours #1,((s) = 2 +3—s [~ lzi(ﬁ)du.
Et I'intégrale converge pour Re(s) > 0

Démonstration. On a By (u) = u — [u] — 3, on écrit :

n u— [U] s n n—1 1 k+1
s aw o= ——2 | S H
/1 uerl |: (S* 1)u51:|1 ; us A
s S -1 1
= 14 = .. —1)(— il
s—1 (s—1) = Jr25>Jr + (=1 (n—1)5+n5)
- s L i - 7 i 1 B S
os—1 28 ns  nsml (s—1)ns—!
1 "1 1
- 1 _
* s—1 Zk:“’ (s — 1)ns—1



Puis il suffit de faire tendre n vers I'infini et de remarquer que :

l_s/loowdu: lim (_5/1nu_[u]du)+1

2 uerl n—00 uerl
[
On a maintenant le lemme suivant :
Lemme 8 Soitn € N* et s tel que Re(s) > 0. Ona:
1 1 s s(s+1) s(s+1)---(s+n—-2)
= — —B B e Bn -
W=y tatglht =g Bt nl
s(s+1)---(s+n—1) /” By (u)
du
n! 1 ustn
Démonstration. Par récurrence; pour n = 1 c’est le lemme précédent. Pour n > 1ona:
/oo Bn(“) _ B'n-i-l(u) - + /oo B7L+1(“)(5 + n)d
1 ustn (n+ Lustr | 1 (n+4 Dustntl
_ _B7L+1 + s+n > Bn-{—l(u) du.
n+l n+1)J); wstrtl
[
OnendéduitqueVn > 1, ((s) admetun prolongement méromorphe sur {s € C, / Re(s) > 1 —n}
donc sur C avec un unique p6le en s = 1 qui est simple. |

1.3 Equation fonctionnelle

Proposition-Définition 9 Soit s € C, Re(s) > 0. On pose :

F(s)::/ e_ttsﬂ.
0

t

Onal(s+1)=sI(s), I"(1)=1letpourk e N,k > 1,T'(k) = (k- 1)!

Théoréme 10 La fonction I" se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont les pdles sont les entiers
négatifs ou nul.

Démonstration. On voit facilement que T" est holomorphe pour Res > 0. En utilisant la

relation T'(s) = ") on obtient pour n € N*, T'(s) = % d’ou un prolongement

méromorphe sur C avec des pdles en les entiers négatifs. |
Définition 11 A(s) : = 77 2T'(5){(s).
Théoréme 12 Onapour s € C, A(1 — s) = A(s).

Démonstration. Posons pourt € R, ©(t) = >, -, et

Lemme 13 On pour Re(s) > 1,



Démonstration. Tout étant positif, par le théoréme de convergence monotone ona:

53]
/oo Z e—n27rt t% ﬂ —
0 n=1 ¢

en posant u = n?rt. [ |
Lemme 14 Sit € R%, O(t) = t70(1).

Démonstration. Soit ¢ fixé, posons g(z) = >, ., e~m@+m)’t qui est C2 et 1-périodique. On a
g(x) = ,cz cne® ™ 0l les ¢, sont les coefficients de Fourier. On a par le théoreme de conver-
gence dominée :

1 1
— m)2t  —im —(r 24 _9irma
Cn = / § e 7(z+m) te 2mn;cdx — § / e w(z+m) te 2”””’6[3?.
0 0

meZ meEZ

Losrque x parcourt [0, 1] et m parcourt Z, « + m parcourt R. D’ou :

oo
2 . )
Cn = / e T e HmTE gy sjon pose  w? = x?t
— 00
o 2
_2imaw | =

= / 6_7”“26 ”Tt% d_?il) =e W(t%) il
. 5 13

2l

Onag(0)=0(t) =3, 1 1 gQ(t)- L

On peut maintenant démontrer le théoréme. On a:

o s _1 1 1 [ 1,
(@(t)—l)t_i_idt———i——/ t7272dt
s 2/,

O(t) — 1)(t2 +t2

J
/loo(G(t) — 1)t EdE - % -
J

L’intégrale converge uniformément sur toute la bande verticale car :

@(t) -1 S —mn2t = — e ™
P S < mnt -
B e e e



Donc A(s) est méromorphe sur C avec des pdles, simples, en s = 0 et s = 1 et comme la formule

est invariante par s — 1 — s, c’est gagné. |
Corollaire 15 B
Vk e N* 1—2k) = —=2%
eN",  (( ) o
Démonstration. En utilisant les formules T'(s)T'(1—s) = ;7 et T($)I'(341) = 227%(2m)2 T (s)

et I’équation fonctionnelle on trouve le résultat souhaité.

2 Les fonctions de Dirichlet

2.1 Les caractéres de Dirichlet

Proposition-Définition 16 Un caractére est un morphisme de groupes x : (Z/nZ)* — C*.

Si m|n alors y induit un morphisme (Z/mZ)* — C* par composition avec I'application naturelle

(Z/,7)* — (Z],7)*. Alors x peut &tre défini mod n ou mod m si les deux définitions sont les mémes. On

choisit le n minimum qui permet de définir et on I’appelle le conducteur de .

Remarque : On consideérera , de conducteur f, comme une application Z — C en posant

x(a) = 0si (a, f) # 1. x est alors périodique de période f.

2.2 Les L-séries de Dirichlet

Définition 17 Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur f. La L-série attachée a y est définie par :

i 1.
- si Re(s) >

Remarque : On sait que L(s, x) admet un prolongement holomorphe sur C, sauf en un pole

simpleen s =1quand x = 1.

Définition 18 On définit la fonction Hurwitz zeta par :

= 1 .
g(s,b);:z(bm)s siRe(s) >1et0<b< 1.
n=0

Proposition 19 Soit y un caractére de conducteur f ona:
f
L(s,x) = Y _x(a)f~*¢ <s %) :
a=1
Démonstration. Le résultat est évident par périodicité de .
Définition 20 On définit les nombres de Bernoulli généralisés par :
o ! at

n (a)t

n=0



Proposition 21 Soit F un multiple de f. Alors :

F
mn— a
By =F1Y X(a)Bn(F).
a=1

Démonstration.

n F (2)Ft
> yoion () = Loy

Posons g = ? eta=b+cf. Alorsona:

f og-1 b+e f bt ) n
te(bteht te t
Z X(b)efgt_l :ZX(b)eﬁ_l :ZBn,Xm'
b=1 c=0 b=1 n=0
Le résultat suit. [ ]

Théoréme 22 Sin > 1, L(1 —n, x) = h
On a, de facon plus générale, ¢(1 — n, b) Bl i << 1.

Démonstration. Posons :

t (1-b)t 0 tn
F(t) == =Y B.1-b).
n=0 n!
On définit H(s) = [, F(z)z°"2dz, ou I'intégrale porte sur le domaine D défini par la partie

supérieure de I axe des reel positifs, le cercle C. autour de zéro de rayon e, et la partie inférieure
de I'axe des réels positifs. z — z* est défini par exp(sLog(z)), ou la fonction Log complexe est
défini par Log(z) = log(R) + i6 si z = Re'® avec R > 0 et § € [0, 2r[. H(s) est analytique pour
tout s. On écrit :

H(s) = (¥ —1 / F(t)t*~ 2dt+/ F(2)2" %dz.

Prenons un s tel que Re(s) > 1 alors fc —0quande — Oet:

o] o] &
H(s) = (e’ — 1)/ F(t)t*2dt = (2™ — 1)/ £y ety
0 0

m=0
= 1
_ 271'15 s—1 —(b+m)t 27is
= — t dt = — —7T
7;)/ ( ) Z:() (erb)S (5)

= (¥ — 1)I'(s)((s, b).

D’ou ((s,b) = % ce qui nous donne un prolongement analytique de ((s, b), pour tout
s # 1.
On se donne maintenant un stel que s = 1 — n, 0l n € N*, On a e?™ = 1 et,

On voit facilement que :

etdonc:
B,(1-1b) B B, (b)

((=n,b) = (-1t o 2




Par conséquent :
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3 EtudedeQ,

3.1 Construction de Q,

On étend la valuation p-adique notée v,, déja définie sur Z, a Q par : v, (%) = vy(n) — vy(d). On
peut alors définir la valeur absolue p-adique sur Q en posant |z|, = p~»(*) avec les conventions

p~ > = 0etwv,(0) = co. En fait, cette valeur absolue est ultramétrique, c’est-a-dire que

|z + ylp < max{lzl,, |y[,}.

En tant que telle, elle vérifie la propriété suivante. Si z et y ont des valeurs absolues p-adiques
distinctes, |z — y[, = max{|z|,, [y[,}. Autrement dit, tout triangle est isocele. Cette propriété est
évidemment vraie dans tout corps valué ultramétrique.

De méme :

Proposition 23 Soit K un corps valué hypermétrique complet. Alors une série > x,, converge si et seule-
ment si x,, — 0 quand n — oo.

Démonstration. Si z, — 0, alors la suite des sommes partielles de > z,, est de Cauchy.
En effet, sie > 0Oet N € Nsonttelsquesin > N, |z|] < ¢ alorssin > m > N,ona
IS o — > mi| = ‘Zn 1 xl‘ < max},,  |z;] <e. Donc ) x, converge. [ |

1=m-+

Proposition-Définition 24 On peut étendre la valeur absolue ultramétrigue |-| , a un unique surcorps (a
isomorphisme isométrique prés) Q, de Q, de telle fagon que I’espace métrique (Q,, |-|p) soit complet et que
Q soit dense dans Q.. Ce corps est appelé le corps p-adique.

Démonstration. Soit E' I'ensemble des suites de rationnels qui sont de Cauchy pour |- ,, muni
de la structure naturelle d’anneau commutatif, I'idéal I des suites qui tendent vers zéro est max-
imal. On sait alors que Q, := £/ est un corps ; c’est lui notre candidat : ¢’est un surcorps de Q
si on considére I'injection ¢ qui a x associe la suite constante (z). Si (x,) € E et (e,) € I etsil’'on
note ¢ : E — Q, le morphisme surjectif canonique, alors \xn|p - |en|p < |z, + en|p < |xn|p + |en|p,

lznl, = [ynl,| < |zn —ynl, et donc, comme (R, |- [) est complet, on peut étendre |-|, par
(R, |-])
o ((@n),)l, = TLILH;O |z, |p. Par passage a la limite, c’est une valeur absolue ultramétrique. Pour

montrer que Q est dense dans Q,, on prend z = ¢ ((z,),) dans Q, et il suffit de vérifier que
(i(zn))n CONVerge vers x.

En ce qui concerne la complétude, si (z,) € Q]E’ est une suite de Cauchy, il suffit de trouver,
par densité, pour tout n un rationnel y,, tel que |z,, — yn|p < n~t. On vérifie facilement que cette
suite est de Cauchy et, si on note y = ¢((yn)n), que y est la limite de (z,,) dans Q,.

10



Montrons I'unicité. Soient (K, |- |x) et (L, | - |1) deux corps vérifiant les hypothéses. On définit
(K,|-1x) (L,|"Iz)
pendisantquesiz € K et (r,) € QVtelquez = lim x,,0npose ¢(z) = lim z,.Clairement,

¢ est un morphisme injectif ; il est surjectif car Q est dense dans L. Enfin, on anﬁﬁf?c) |r = lim |z,|L
par continuité ; or, |z, | = |z, |k et donc ¢ est une isométrie. e [ ]

En fait, cette construction est la méme que celle du complété pour toute valeur absolue de Q.
C’est donc ainsi que I’'on construit R. On dit que deus valeurs absolues sont équivalentes si elles
induisent les mémes topologies. Le théoréme d’Ostrowski ([1]) affirme que les valeurs absolues
p-adiques sont les seules autres valeurs absolues non triviales sur Q (a équivalence prés) que | - |.
Q, est donc I’analogue générique de R, si I’'on voit R comme complété de Q, et c’est le seul.

Définition 25 On appelle anneau des entiers p-adiques et on note Z,, la boule unité fermée de Q,. L’
anneau des inversible, noté Z, est z, [z, =1

C’est un anneau par la propriété d’ultramétricité de Hp.
Comme on a Q,=Frac(Z,), une autre approche possible est de construire algébriquement Z, (cf
[2]).

La bonne fagon de voir Q, (c’est la premiére construction historique, donnée par Hensel) est
décrite dans la:

Proposition 26 Soit x € Q,, il existe une unique suite (a,) € [0, p— 1]% et un entier ny tels que pour
n <ng, a, =0etquex = > a,p". Cette série est appelée développement de Hensel de x.

n>ngo

Démonstration. Commencons par l'unicité. Sia = > a,p™ etb = > b,p™ sont deux

n>ngo n>niy

telles séries différentes, notons n, le plus petit relatif tel que a,, # b,,. Alors, 0 = |a—b[, =

(Gny —bny)P™ + > (an —by)p™| = p~ "2, d’apres le principe des triangles isocéles. En effet,

n>no+1

p

> (an —bp)p"

< p~("=F), car ||, est ultramétrique. C’est
n>no+1

[(any = bny)p"2|, = p7"* et

p
absurde.

On se raméne au cas ou |x|p = 1, en multipliant = par une puissance convenable de p ; en effet,
I’ensemble des valeurs absolues p-adiques des rationnels est {p™, n € Z} U {0}, qui est un fermé
pour (R, | - |) et est donc égal & I’ensemble des valeurs absolues de Q,,. Ainsi, si z # 0, |z|, = p™,
pour m bien choisi, et on multiplie « par p™. On montre alors que I’on peut approcher x par une
suite d’entiers positifs (n;);>1 tels que |z — n,[, < p~ietn; <p’—1.

Démontrons d’abord le résultat pour x = ¢ € Q. Si I'on choisit a et b premiers entre eux,
comme [z|, = 1, p { b et donc p® et b sont premiers entre eux, et on choisit une relation de Be-
zout kp' + Ib = 1 (on choisit I de telle sorte que al soit un entier positif). Dés lors, |4 — al\p =
|2(1 - Zb)|p = |k;p"'\p < p~*. On peut alors écrire la décomposition de al en base p : al = ; cip! +

j<i
g_ c¢;p’. Onabiend = 3 c;p/ <p'~let|e —d|, = [z —al + (al - d)|, < max{ |z —all,,
Jze 1<t

p

> cp’
i>i
p

—1
Maintenant, si z € Q,, on choisity € Q tel que [z — y|, < ptetn; <p'—1telque|y — nil, <
p~t. On obtient que |z — nil, =[x —y) + (y — i), < p

11



Pour finir, il suffit de voir, si x € Q, et (n;);>1 la suite d’entiers associés, alors n; et n;;, ont
leur i premiers termes de la décomposition en base p égaux. Cela est vrai car |n; — m+1|p < p7i
et donc, dans le décompositon en base p, les termes en p’, ou j < ¢ se simplifient. Par conséquent,
les n; sont les sommes partielles d’une série de la forme > a,p™, avec a,, < p — 1, qui converge
VErS . [ |

3.2 Lemme de Hensel

Nous présentons maintenant un méme résultat, exprimé sous deux formes équivalentes, ana-
logue a laméthode de Newton en ce qui concerne R, qui permet de trouver des racines d’équations
polynémiales dans Q,.

Avant de continuer, introduisons une notation. Si z, y, z € Q,, on écritz =z, y mod z Si 2
divise = — y dans Z,, c’est-a-dire s’il existe 2’ € Z, tel que zz’ = x — y. La plupart du temps, on
écrirax =z, y mod p", ce qui signifie |z — y|, <p~.

Théoréme 27 (Lemme de Hensel analytique) Soient P € Z,[X] et ag € Zj, tels que [P(ao)|, < 1/p
et P'(ag) € Z,; . Alors il existe a € Z,, tel que [a — ao|, < 1/pet P(a) = 0.

Ly — Z/pZ

Notons que x; :
z— {z}h

est un morphisme d’anneaux.

Théoréme 28 (Lemme de Hensel algébrique) Soient P € Z,[X] et a9 € Z, tels que
Xp(P) (xp(ao)) = 0 et xp(P) (xp(ao)) # 0 dans Z/pZ' Alors, il existe a € Z, tel que a =z, ao
mod p et P(a) =0.

Démonstration. On s’inspire directement de la méthode de Newton pour définir par récurrence
la suite a,, telle que a,, = a,—1 — Plan-1) jstifions cette définition en montrant par récurrence

P/(U/n—l) '
sur n que a,41 =z, a, mod p"*t |P(an)l, < p~ "t et P'(a,) € Zy.
Pour n = 0, on doit juste montrer que |a; — aolp = ‘5((200)) = ||11>3'((200))‘|p < p~%, ce qui est clair
P P

écrit sous cette forme.
Supposons le résultat vrai au rang n. Alors, en refaisant ce que I’on vient de faire, il est clair
— : HE L 7 . P n
que ant2 =z, a1 mod p™t2. Par ailleurs, si 'on note P = Y% ¢; X", alors, en notant P/((‘;n)) —
Ap"t (avec ) € Z,),

P(a7L+1) - P(an - )\p7b+1) = Ci (an - )\pn-i-l)i = Z (& (an)i - i(a7b)i_1)‘p7L+1 + pn+2‘u avec u < Zp

ce qu’on voulait. Enfin, en faisant le méme calcul avec P’, on s’apercoit que P’(an+1) = P'(a, —
A" = Pl(an) — Ap" P (an) + p" P =z, P'(an) mod p.
Finalement, les propriétés démontrées par récurrence montrent que la suite a,, converge vers
atelque P(a) =0eta =z, ap mod p. [ ]
Remarque : |l existe en fait une version plus forte du lemme de Hensel algébrique qui dit
que si P € Z,[X] se décompose en produit de deux polyndémes premiers entre eux dans Z/pZ[X],
alors on peut relever cette décomposition en une décomposition dans Z, [ X].
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3.3 Représentants de Teichmuller

En application du lemme de Hensel, on définit les représentants («;),,,,_, de Teichmuller.

Considérons le polyndme P(X) = XP~! — 1. Il est scindé a racines simples dans Z/pZ' Ona
Viel,...,p—1, P(i)=0(p) et P'(i) € Z; donc il existe ay,...,a,_1 p-1 racines de P dans Z,
telles que o; =i (p — 1) . On a évidemment «;; = 1. On pose aussi o = 0 et donc, finalement, on
peut caractériser les représentants de Teichmdaller ainsi :

Proposition-Définition 29 (Représentants de Teichmuller) 1l existe une unique famille (a;)o<i<p—1 €
(Zy)P appelée famille des représentants de Teichmiiller telle que, pour tout i € [0, p — 1], a; =z, i
mod petal = w;.

Par ailleurs,ona ag =0et ay = 1.

Onnote pp—1 = {au, ..., ap—1} C Z, le groupe de racines (p — 1)-iémes de I'unité.

3.4 Polynémes irréductibles

On aura besoin dans la suite de savoir que quelques polynémes sont irréductibles. Voici un critére
simple et classique d’irréductibilité.

Théoreme 30 (Critére d’irréductibilité d’Eisenstein) Soit P(X) = >"""  a; X" € Z,[X] tel que
® a, #z, 0 mod p;
e V0 <i<n, a; =z, 0 mod p;
® ap #Zz, 0 mod 2.

Alors, P est irréductible dans Q, [ X].

Démonstration. Comme Z, est factoriel, d’irréductible p, on sait (en utilisant les contenus de
Gauss) que si P est réductible sur Q,[X], il I'est sur Z,[X]. Ecrivons donc P = QR, avec R, Q €
Z,[X]. On peut réduire cette écriture modulo p, et on obtient x,(P) = x,(Q)xp(R) = AX™. Donc
x»(Q) comme x,,(R) s’écrivent X', donc Q(0) et R(0) sont divisible par p donc P(0) = Q(0)R(0)
est divisible par p? : ¢’est absurde. |

Application 31 Pour tout n > 1, le polyndme

D A S S
e ip
Xpn—l _ 1 - ZX

=0

est irréductible dans Z,, [ X].

Démonstration. Notons P, le polyndme a considérer. Si P, est réductible, il en est de méme
pour Q,, = P,(X + 1). Il suffit donc de montrer I'irréductiblité de Q,, € Q,[X], donc dans Z,[X].
Etudions la réduction modulo pde @,.Ona:

[

Xp(@n) pi: (X + l)ll)l)ni1 = <p (X + 1)"'> dans T,

=0

X+ —1\"" .
B (XJF+71)—1> = X707 dans .
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Ainsi, tous les coefficients sauf le coefficient principal de @Q,, sont divisibles par p. Comme le
coefficient constant, qui se calcule aisément, vaut p, le critére d’Eisenstein s’applique, et le résultat

en découle. |
Remarque : Il se passe la méme chose dans Z[X]. C’est d’ailleurs un corollaire de cette
application.

3.5 Construction de C,

Donnons-nous dés maintenant le meilleur cadre pour faire de I'analyse p-adique : I'équivalent
p-adique de C, C,,.

3.5.1 Extension de valeur absolue

On considére un corps K muni d’une valeur absolue non triviale notée | - |. Soit V un K-ev de
dimension n et soit (eq, ..., e,) une base. On définit :
laier + - + anen|loo = max | a; |
1<i<n
Lemme 32 Si K est localement compact et V' un K-ev de dimension finie muni de ||.|| alors V" est
localement compact et la boule By : = {z € V / ||z||o < 1} est compacte.

On prouvera plus loin (voir la proposition 48) que Q,, est localement compact.

Démonstration. On remarque que les homothéties de K sont des applications continues. Soit
e > 0tel que laboule Bk (0, €) := {x € K / | z |< €} soit compacte. | . | étant non triviale, on peut
trouver une homothétie h de K de rapport suffisamment grand telle que h(Bg (0, €)) contienne la
boule Bx (0, 1) qui est donc compacte.

Soit maintenant (e1, ..., e,,) une base de V et (z,).en une suite d’éléments de By (0, 1).0n
pose z, = afe; + ...+ ake,. Comme ||z]|o < 1,0n 4, Vi € [1, m], a? € Bg(0, 1). Bg(0, 1)
étant compacte, on extrait ® croissante telle que Vi, af’(") — a; € Bg(0,1). On aalors Ta(n) —

ajer + -+ aney, POUr || - ||oo €t [|arer + ... + amemlloo < 1. [ |

Théoréme 33 Si K est localement compact et si V' est un K-ev de dimension finie alors toutes les normes
sur V sont équivalentes.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de V et || - |y une norme sur V. On a pour z =

aier + -+ apeyn .

fellv <l lerly -+ oo |leally < (max T 1) ((max ).

donc ||.||v < ¢1|-]lc €N posant ¢; = n maxi<i<n(||€i]|v).

Posons U = {z € V / ||z||loc = 1}. Montrons que 3¢ > 0 tel que Vz € U, ||z||v > €. En effet
|I]lv est continue sur U et minorée donc atteint son minimum, qui est strictement positif. Soit
maintenant z = aje; + - - - + ape, €t j tel que | a; |= maxi<i<p | a; |= ||z]| alors L eUet donc
H%Hv > e. En posant c; = 2 onaalors ||z]|o =| a; [< caof|z]|v [

Corollaire 34 Si K est localement compact et L une extension finie de K alors il existe au plus une valeur
absolue sur L qui étend la valeur absolue sur K (telleque Vz € K, | « |L=| = |).
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Démonstration. Soit | - | et| - |2 deux valeurs absolues sur L qui étendent celle de K. Ce sont
donc également des normes sur L vu comme un K-ev de dimension finie. Par le théoréme elles
sont équivalentes. Soit = tel que | x |1#| « |2, par exemple | z |1<| = |2 (quitte & prendre I'inverse).
On sait qu’il existe ¢; tel que | . [2< ¢; | . |1 . Mais pour nassez grand, ¢1 | 2" |1=¢1 | z |} <]
a™ |2=| = |3, contradiction. [ |

Soit L une extension finie du corps K. Soit « un élément de L de degré n et soit P(X) =
X"+ a, 1 X" 1 +... +a, € K[X]le polyndme minimal de « sur K.

Définition 35 En considérant L comme un K-ev de dimension finie, la multiplication par « est une
application K -lingaire ayant pour matrice A, (a similitude prés). On pose N /i (a) : = det(Aa)

Proposition 36 On note «; les conjugués de .. On a:

n

Ni(ay/x (@) = (=1)"ag = [ ] o

=1
et Npjg(a) = Ny, x(@) LK)

Démonstration. Pour le premier résultat on écrit la matrice de la multiplication par o dans
la base (1,a,...,a™ 1) et on calcule le déterminant. La seconde égalité s’obtient par les relations
coefficients-racines.

Pour la derniére égalité on choisit (1, o, . . ., "~ 1) comme base de K («) sur K puis une base de
L sur K(3).0n peut prendre pour base de L sur K tous les produits des éléments des deux bases.
En posant A, la matrice de la multiplication par o dans K () on a dans la base ainsi construite :

Ay 0

0 A,
A= _ ou [L : K(«)] est le nombre de blocs. [ |

Aa
Remarque : Comme Ny, /() est définie comme le déterminant de la matrice de la multipli-
cation par g dans L on a,

V8,6 €L, Npk(B8)=Np(B)Nyx(B)

Théoreme 37 Soit K une extension finie de Q,, il existe une unique valeur absolue ultramétrique sur
K qui étend la valeur absolue p-adique de Q,.

Démonstration. On pose n = [K : Q,] et on définit | . |, sur K par:
Vae K | aly=| Nk, () |5 .

On remarque immédiatement que cette définition est cohérente avec I'ancienne définition pour
a € Q,. Onaremarqué que V3, B € K, Niq,(83") = Nk/g,(8)Nk/q, (8) et il est facile de
voir que | « |,= 0 < « = 0. Le seul point délicat est I'inégalité | o + 5 |,< max(| « |,,| 3 |p).
Supposons que | 3 |,= max(| & [p, | 8 [,) et posons v = 3, il suffit de montrer que :

[1+7[p<1 désque |[v[,<1.

1. Si K = Qu(y). On prend (1,7,...,7" ') comme base de K sur Q,. Soit A la matrice de la
1 1
p et 1+ |p=|det(I + A) |;

1
n
D -

multiplication par v. On a | v |,=| det(A)
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Lemme 38 Lasuite (|| A?||o )ien €St bornée.

Démonstration. Sinon, on peut extraire une sous suite (|| A% ||«) telle que [|A% ||« = b; > j.
Soit 3; le coefficient de A% le plus grand en norme p-adique. On considére maintenant la
suite : A

B; = ﬁ_J
Il est clair que || B,|| = 1. Comme Q, est localement compact on sait par le lemme 32 qu’il
existe une sous suite (Bj, ), qui converge vers B, appartenant & la sphére unité, pour ||.| .
De plus,ona:
< | det(A“) lp _ |’7.|p ’ < i e O,

" J" J"

Mais comme ||B;j, — B|l.c — 0, 0n a | det(B;,) — det(B) |,— 0donc | det(B) |,= 0 <=
det(B) = 0. Il existe donc ! € K non nul tel que B(I) =0.Ona:

| det(B;) |p

B(v'l) = lim By, (v'l) =" klirgo Bj,() =+'B(l)=0 Vie {l,...,n—1}.

k—o0

Mais (1,1, ...,ly" 1) est encore une base de K ce qui implique B = 0 et contredit || B|o. =
1. |

Pour terminer la démonstration on remarque que pour toute matrice A = (a;;) on a |
det(A) |,< (max;; | aij |p)" = ||A||% en utilisant les propriétés de la valeur absolue ul-
tramétrique.

Soit Ngrand: (1+A)N =1+CrA+...+CY '+ AN Ona:

[ Lty =l det(2 + AN < 1T+ A)V]loo < max (147]) < €
Donc| 1+~ |,<C~ — 1quand N — oc.
. Si vy n’est pas un élément primitifon a;

1 ﬁ
| 147 |p=] NK/QP(l +79) |5 =l NQ;}(V)/QPO +7) |I[)\¥p( ):Q ]S 1

L’existence et démontrée et comme Q,, est localement compact I'unicité provient du corol-
laire 34.

3.5.2 Lacloture algébrique de Q,

On peut maintenant définir une valeur absolue ultramétrique sur @p qui étend la valeur absolue
p-adique par :

Définition 39 Soit o € @p de polyndme minimal X™ 4+ a, X" ! + ...+ a, on pose :

1
| alp=|ao s -

Lemme 40 Soit oo un nombre algébrique de degré n sur Q, alors Yk € N, 3N > k tel que « ne satisfait
aucune congruence du type :

an ™ 4+ ...+ a1 +ag =0 mod pv

ou les a; sont dans Z, non tous divisibles par p et ny < n.
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Démonstration. Sinon 3k € N ,3ny < ntelque VN > k, 3af’, ..., a,{)fo dans Z,, non tous
divisibles par p tels que :

N _ng N N _— N
ap, ™ + ... +ajy a+ag =z, 0 modp”.

Z,, étant compact, on peut trouver une extraction ¢ croissante telle que Vi, af(N)
Onaalors:

—Nooo A € Zp.

Upe @™ + ...+ a1+ ag = 0.

Ce qui contredit I’hypothése car ny < n. |

Théoreme 41 Q, n’est pas complet.

Démonstration. Soit b; une racine primitive p*-iéme de I'unité dans @p etsoita; = Z;:o bipNi
ou N; est une suite d’entiers strictement croissante et Ny = 0. La suite (a;) ainsi définie est
clairement de Cauchy. On définit maintenant les N; par récurrence.

Supposons que I'on ait défini N; pour j < i. Posons K = Q,(b;). K est une extension de Q,
de degré p*~1(p— 1) (cf. 'application 31). On remarque que K = Q,(a;) car sinon on peut trouver
un automorphisme non-trivial o de K qui laisse a; fixe, puisque K (a;)(b;)/K (a;) est galoisienne.
Mais o(a;) = 22:0 a(bj)p™i ; notons i le plus petit entier tel que o(b;) # b;. N; est une suite
strictement croissante et [b;, — o(b, )|, = [(bi, —1) + (1 — o(bi,))], = p’m > 1/p, pour un
certain m. Doncon a|o(a;) — a;|, = p~Nio |b;, — (b, )|, # 0. C’est absurde.

Ensuite, par le lemme 40, il existe N;.1 > N; tel que a; ne satisfait aucune congruence du type

anal + - +aja; +ag =0 mod pNitt

pourn < (p — 1)p*~! et a; € Z, non tous divisibles par p.

Supposons que a € @p soit la limite de la suite (a;). Alors si a est de degré n, o satisfait une
équation polynémiale, de degré n, a coefficients dans Q,. En multipliant par la bonne puissance
de p on peut supposer que a satisfait I'’équation

ana” 4+ ...+ aja+ ag =0,

ou les «; sont dans Z, non tous divisibles par p. Choisissons i tel que n < (p — 1)p'~!. Comme

a =z, a; mod pNi+t ona:
anay + -+ ara; + a9 =0 mod pNi“.

Contradiction. [

3.5.3 Constructionde C,

On construit C, en complétant Q,, pour | - |,,, de laméme facon qu’on a construit Q, en complétant
Q.

On étend la valeur absolue p-adique de Q,, sur C, en posant pour z € C,, | z [,= lim; oo | ; |,
ou (z;) est une suite de Cauchy d’éléments de @p qui est dans la classe d’équivalence de z.

Lemme 42 Soit Q(X) = X" + b, 1 X" 1 +... + by, € C,[X]. Soit Cy = maxo<i<n—1(| bi |p). Alors
il existe une constante C; qui ne dépend que de Cj telle que pour toute racine 3 de @, | 8 [,< C4
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Démonstration. On pose Mg = max(1, | 3|,),ona g = —b,_1" 1 —... — by etdonc:

| B1p< max (| b:if |p) <Co max (| |,) < Co(Mg)" !

0<i<n—1 0<i<n—1

1815
(Mg)m—1

d’ou < Cy. On pose C; = max(Cy, (Cy)=) etona| g [,< C). |

Théoréme 43 C, est algébriquement clos. ‘

Démonstration. Soit P(X) = X" +a,—1 X" ' +...+a, € C,[X]. Pour 0 < i < n—1s50it (a;;),
une suite d’éléments de @p qui converge vers a;. Soit Pj(X) = X" +a,_1 ;X" ' +.. .4a1,; X +ao ;.
Soit r;; les racines de P; (i = 1,2, ..., n). On veut trouver i; € {1, ..., n} tels que la suite
(r4,,5); soit de Cauchy. On construit (r;, ;); par récurrence. Supposons que I’on ait 7, ; et posons
6; = max;(| aij — aijt1 [p) €L A; = max(1, [ ry; ; [5). Par le lemme 42 il est clair qu’il existe une
constante A telle que V5 A; < A. Alors,

II 1 ris = ries o=l Pia(ri, 3) [p=1 Pixa(riy 3) = Pi(ri, ) [p< 6;A
A

Il'y a forcément au moins 'un des | r;, ; — r; j11 |, qui est majoré par (5]-A)71L. Soitr;;,, j4+1 un tel
ri,j+1. Ainsi définie, la suite (r;; ;); est de Cauchy car §; — 0. On pose r = lim; . 7, ; € C, et
ona:

P(r) = lim P(ri, ;) = lim P;(ry, ;) =0

J—00

3.6 Intégration abstraite dans Q,

Définition 44 On appelle intervalle (de Q,) tout ensemble du type a + pNZ,, olia € Q, et N € Z.
Lemme 45 Deux boules de méme rayon, dans Q,, sont soit disjointes soit égales.

Démonstration. On fait la démonstration pour deux boules ouvertes B; et B, de rayon r
et de centres respectifs a; et ay. Si, par exemple, x € By et a € By N By, alors |az — :c|p =

(a2 — a) + (a — @), < max{|(a2 —a)l,, |(afx)|p} <r n

Proposition 46 Soit X C Q,. X est compact et ouvert si et seulement s’il est union finie disjointe
d’intervalles.

Démonstration. Pour montrer qu’une union finie disjointe d’intervalles est compacte et ou-
verte, il suffit de le montrer pour Z,. Z, est ouvert, grace au lemme précédent, car pour tout
x € Zp, la boule ouverte de centre z et de rayon 1 est incluse dans Z,. On prouve la compacité
séquentiellement en remarquant que

Z, = {Z anp", (an) €0, p— 1]]N} :
n=0

se donner une suite (z;) d’entiers p-adiques, c’est se donner une famille (a, (7)) € [0, p — 1]V,
indexée par i € N. Le processus diagonal permet alors de trouver ¢ telle que pour tous j > i et
n <1, an(@(i)) = an(9(j)). Lasuite (z4(;) est convergente.
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Dans l'autre sens, il suffit de voir que nos intervalles constituent des bases de voisinage et
gu’une union finie d’intervalles est une union finie disjointe d’intervalles : pour cela on redécoupe
les intervalles selon le diametre minimal des intervalles initiaux. Un intervalle peut toujours se
découper ainsi et comme deux boules distinctes sont disjointes, c’est gagné. |

On retiendra en particulier :

Proposition 47 Z, et Z, sont compacts.
On en redéduit :
Proposition 48 Q,, est localement compact.

Démonstration. En effet, siz € Q,, z + Z, = {y €Qp/ |lz—yl, < 1} est un voisinage com-
pact de z. [ ]

Définition 49 (Distributions et mesures) Une distribution p-adique p sur X C Q, est une fonc-
tion définie sur I’ensemble co(X') des ouverts compacts inclus dans X, a valeurs dans C,, telle que si
U, U, ..., U, € co(X) etU est laréunion disjointe des U, alors u(U) = ., 1(Us;).

Une distribution 1z sur X est une mesure si elle bornée, c’est-a-diresi 3 M € R / VU € co(X), |p(U)], <
M.

Théoréme-Définition 50 Soit X C Z, un ouvert compact. Soient p une mesure p-adique sur X et
f: X — C, une fonction continue. Alors, la somme de Riemann associée au pointage (x4, ar) (Te,m €
a+ pM7Z,), prise au rang N

SN =S@ayn= Y fl@an)pla+p"7y)

0<a<p®
a+pNZpCX
converge dans C, quand N — oo vers une limite qui ne dépend pas du pointage.
Cette limite est notée [f .

Démonstration. Notons B un majorant de ;. Comme f est continue et X est compact, f est
uniformément continue. On va utiliser le critére de Cauchy pour montrer que (Sy) converge.
Prenons tout d’abord N < M assez grand, de telle fagon qu’un intervalle a + p™¥'Z,, soit inclus
dans X ou disjoint de X (on utilise le fait que X est union finie d’intervalles).
Grace a I'additivité de u, on peut homogénéiser la différence Sy — Sy. Vuque M > N, Sy
peut s’écrire :
Sn=" Y. [f@an)ma+pMz,),

0<a<pM
a+pM ZpCX

ou {a}x désigne I’entier compris entre 0 et p’¥ — 1 et distant de a de moins de p".
Dés lors, si I'on prend N tel que, si [z — y, < p~ N, alors | f(x) — f(y)|, < e, on obtient que
|Sn = Sml, < ogi};ﬂ’f | f(2{an.n) — f(fCa,M)|pB <eB.
a+pMZ,CX
On voit donc que Sy converge et que si I’'on change de pointage, sans méme devoir ho-
mogénéiser la différence, par les mémes arguments de valeur absolue ultramétrique et d’'uniforme
continuité, les deux sommes ont la méme limite. [ |
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Théoréme 51 Soit X C Z, un ouvert compact. Soient ; une mesure p-adique sur X bornée par A et
f+ X — C, une fonction continue bornée par M. Alors,

‘/Xfu

Démonstration. C’est évident. |

Exemple : La mesure la plus évidente sur Q,, est la mesure fi,qq-, dite mesure de Haar, telle
que u (a 4+ pNZ,) := 1/p". Cependant, elle n’est pas bornée.

Il n'est pas évident a priori de construire des mesures bornées. C’est I'objet du paragraphe
suivant.

< AM.
p

3.7 Construction de mesures p-adiques
3.7.1 Distributions de Bernoulli

On va dans cette partie utiliser les polynémes de Bernoulli défini dans le paragrahe 1.1. On
rappelle que
k
Bi(x) =Y  CiBiz*™
1=0

et B()(LL‘) =1, Bl(l') =T — 1/2

Lemme 52 Soit X C Q,. Une application y définie sur I’ensemble des intervalles contenus dans X a
valeurs dans Q, et qui vérifie

p—1
pla+pNZy) = pla+bp™ +pN*tz,)
b=0

définit une unique distribution par additivité.

Démonstration. Tout ce qu’on doit Vérifier est la Iégitimité de la définition.

Prenons U réunion finie d’intervalles incluse dans X. On écrit X de deux fagcons : U = |J I, =
(U 7}, ou les unions sont finies et disjointes. En redécoupant U selon une partition plus fine que
(I;) (on considére I'intervalle de diamétre d le plus petit parmi les intervalles des deux partitions
et on coupe tous les I; en intervalles I;’ de ce diamétre d), c’est gagné. En effet, grace a I’additivité
(utilisée autant de fois que nécessaire), on a > u(l;) = > u(I}) ; reste a calculer alors u(I7).
On peut faire le méme découpage que pour les I; en intervalles I;” de diamétre d, mais cette fois
pour les I7. Vérifions que I; et les ;" forment une méme partition. On se sert du lemme 45 : si
x € I} C U,ilexiste [ tel que z € I;” etdonc I;) = I;”. Comme le raisonnement est symétrique, le
résultat est vrai et on peut écrire, > pu(17) = > (") = > u(ly) = > pu(Ly). [ |

Compte tenu de la proposition précédente, on peut définir la famille de distributions suiv-
antes :

Proposition-Définition 53 L’application x5 . qui a un intervalle a+p~Z, C Z, (celaimplique a € Z,
et N > 0), ou a est choisi entre 0 et p’¥ — 1 (c’est toujours possible de faire un tel choix, on considérant si
nécessaire {a}n),

_ a
ppk (a+pVZ,) = pN =D, <p_N>

définit une distribution sur Z,.
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Dans toute la suite, sauf mention contraire, lorsqu’on parlera d’un intervalle a + p™Z,, on
choisira N € Neta entre 0 et pV — 1.
Démonstration. Nous devons montrer

p—1

ppkla+pNZy) = Z pp.k(a+bp" +pNtizZ,),
b=0

ce qui se réécrit, apres avoir posé o = ,,N“+1 ,

p—1 b
B(pa)— P IZBk(a—i— )
b=0

Or, par définition, le membre de droite est le coefficient, multiplié par &!, de t* dans

p— 1t6(a+b/p)t ph 1teatp 1

Z bt/p

k 1

b=0

c’est-a-dire
prtet et —1 K (t/p)et/PIre By (pa)

e —1 etlr—1 P elt/m —1 o

3.7.2 Mesures de Bernoulli

Les distributions de Bernoulli dont on dispose ne sont pas des mesures et il va falloir les trans-
former.

Lemme 54 Si p est une distribution (resp. une mesure) sur Z, et « € Z,;, alors ¢/ : U — p(aU) est
une distribution (resp. une mesure).

Démonstration. C’est évident. [ |

Définition 55 Soient o € N un entier différent de 1 non-divisible par p et k£ € N. On définit la distribu-
tion Mk, o par
fio,e(U) = pp p(U) — o *pup i (aU).

Proposition 56 ;. est une mesure. Plus précisément, pour tout ouvert compact U C Z,,
1.0 (U)], < 1.

Démonstration. On calcule

a 1 1 ({aa} 1
p,ala+pNZy) ~ 5 = <—NN - —)

b f)

(ou [-] représente la fonction partie entiére)

1 {%} L Ofe) -1

a | pN 2
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En effet, a et a sont des entiers positifs et si aa = > " a;p’ (décomposition en base p), on a :
N7 . .
{aa}y = Zi:()l a;p’ = aa — ZZZN a;p*. Or,

aa N—-1 m

i— N i—N
- = g a;ip'™ " + g a;p’
p i=0 i=N

p:];1<1 eN
Donc on a bien
oa
{aa}n = aa — pV [—] .
pN

Ensuite, on peut remarquer que (o' —1)/2 € Z,, vu que ! € Z, et 1/2 aussi si p # 2. Si
p=2alors[a~! —1| <1/2 etc’estbon aussi. Finalement, on voit que u1 . (a +pVZ,) € Zy. Or,
tout ouvert compact est union disjointe d’intervalles ; la norme p-adique étant ultramétrique, on
a bien que pour tout U ouvert compact de Z, [p1,o(U)|, < 1. [

Prouvons dés maintenant le

Lemme57 Sia, b, ¢, d € Zp, a =z, b mod p" !, c=5 d mod pN*t alors ac =z, bd mod pN T,
Sia,be Z) etsia =z, b mod p",alorsa™" =z, b=* mod p".

Démonstration. Pour la premiére partie du lemme, cela vient du fait que ac — bd = (a — b)c +
(c — d)b.
Pour la seconde, on multiplie la congruence a =z, b mod p™ par % [ |

Théoréeme 58 En notant dy, le plus petit dénominateur commun des coefficients de By (X), on a:
depn,a (a +pVZy) =2, dika* 'y o (a+pNZ,) mod pV

Démonstration. On a vu plus haut que le polynéme B;, commence ainsi : By (z) = Boz* +
kByzh—t + ... = aF — (k/2)z*=1 4 .. .. Par ailleurs, d; By est un polyndme a coefficients entiers ;
par conséquent, lorsqu’on I'évalue en %, les termes correspondant aux 2%, 007 < k—1, combinés
au facteur pV(*=1) seront des facteurs de p”, et & ce titre négligeables. Algébriquement,

ak E aFt aatn)”  k({aaly)t
et (a4 PVT,) =5 dupE (W‘ a_k<<{ bn)'  k ({aaby) mod

pNFk 9 pN (k1)

- d a_k _ o kpN(k=1) (% _ [%])k k okl _ ok N(k—1) (% _ [%])kl
"\ P pN o [N 2 P PN [N

=5, dy (;‘—; —a* ((O;ij)k — k(aa)t ! [%D = g (aF" - oz_k(oza)k_l)) mod p"

1 [aa 1l/a—1
— k—1
= dkka (a |:p—N:| + 9 )

= dkkakilﬂlg(a'*'p]vzp)a

ce qu’on voulait. ]

Corollaire 59 Pour toutk € N* eta € N\ (pN U {1}), px, €St une mesure sur Zy,.

22



Démonstration. D’aprés ce qui précéde, on a o (a + pNZ,) = ka* 1y o(a + pNZ,) + %
ou b € Z,. Par conséquent,

N
kala+ PNZp)|, < mar{liala +9V2,)], (5]} < B
> N
<|%],
|
4 Fonctions puissance et logarithme dans C,
4.1 Petit détour chez les fonctions puissance
~>Zp

Dans cette partie, on va voir qu’on a plein de fagons d’interpoler la fonction puissance e
= T
Malheureusement, si on veut bien I'interpoler, on doit réduire I'espace ou vit z. Si, trés généralement,
on prend x € ZX, on obtient des fonctions “puissance” trés bancales, qui, tous comptes faits, n’en
sont pas.

D’abord un petit lemme trés important :

Lemme 60 (1) Soientz € 1+ pZ, etk, k' € Ntels que k =z k' (p™). Alors, zF =z, % mod pN+1,
(2) Plus généralement, si = € Z et k, k' € Ntels que k =z k' mod (p — 1)pV. Alors, 2% =, bl

mod pNt1,

Démonstration. (1) On écrit &’ = k+ Mp". Calculons 22" M —1 = (1+ap)?" M —1,00a € Zy:

, NM (VM -1
(1 +ap)pN1VI —1 :pNMap+ %

(ap)? + -+ (ap)pNM.
Pour que le dénominateur de C’;NM puisse manger p! (I > 1) au premier facteur p?, il faut v, (k!) >
I ie que & soit supérieur a pl ; mais, dans ce cas, le facteur p?' aura compensé la perte, en apportant
pPl=1 > p! comme facteur supplémentaire. Par conséquent, la puissance initiale (du premier
terme) de p ne sera pas réduite dans les termes suivants: (1 + ap)pNM —1=pN*lp,0ub e Z,
Donc |27 M — 1‘ <p WHDetzk =4 ¥ mod pN+L.
p

(2) On écrit k' = k+ M(p — 1)pN. Onaz =z, {z}, mod p, donc a?~' =5, {a}'"' =5,
1 mod p, car {z}, # 0. Donc la premiére partie du lemme s’applique a z?~* et ‘mk — 2

p

Spf(N+1)_ [}
p

‘(xpfl)IVIpN -1

4.1.1 Labonne interpolation de la fonction puissance sur 1 + pZ,,

Continuons ce chapitre par la présentation de la star de I’élévation a la puissance dans Z,, :
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Proposition-Définition 61 Soit z € 1 + pZ,,.
N—1+pZ,

P—)l‘k

Alors, la fonction est uniformément continue. On peut ainsi définir, par densité de N

Ly — 1+ pZy
s— xf '
(1+pZy) X Z,, — 1+ pZ,
(z, s) — a®

dans Z,,, une fonction uniformément continue

En fait on a mieux puisque est uniformément continue.

Ona:
Vr€l+4pZ,, Vs, s €7y, o = s
Vo €l+ply, Vs, s €L, 5 = (xs)s/ ;
Vz €1+ pZy, 2°=1.

Enfin, notons qu’on peut écrire, pour tous z € 1 + pZ, et s € Z,, :

x® = i Cl(x—1)",

n=0

ou I'on note
n—1 )
[ (s—1)

=0
Ct = T S Zp.

Démonstration. L'uniforme continuité découle du lemme précédent. Les fonctions intro-
duites sont bien définies car d’une part B(1, 1)° est stable par multiplication et d’autre part,
1+ pZ, est fermé.

Soient s, s’ € Z, et (k,), (k) deux suites d’entiers convergeant respectivement vers s et s'.
Ona
st = lim 2P tRn = lim 2fr2f = lim 2" lim 2% = 252 .

n—oo n—o0 n—oo n—o0

X

Onaaussi 2% = lim, _ 2*"*n = lim,,_, (2% )*». Evaluons

@k = @] =@ — @)+ (@)~ @)

An By

Onald,l, = ‘(xk D D D L L E o e I |z* —2*| , qui tend vers 0 quand n — oc.
Par ailleurs, par définition, on a aussi |B,,|, — 0 quand n — oc.

Par conséquent, z° = z%2° # 0 donc z° = 1.
(1+pZy) X Zp — 1+ pZ,

(x, 8) — ZZO:O Ci(z—1)"
formément continue et qui concide, a x fixé, sur N avec la fonction précédente. On aura alors
I’égalité voulue, le fait que I’ensemble d’arrivée est le bon et une propriété de continuité des deux
variables. La concidence, & z fixé, des deux fonctions sur N est la formule du binbme. Fixons
k > 0. La fonction qui & n € N associe C% est polynémiale donc continue a valeurs dans Z C Z,,.
Donc, si s € Z, etsi k, — s,onaCy; — C%. Donc la fonction qui a s associe C% est a valeurs dans
Z,, polyndmiale donc uniformément continue. Comme z — (z — 1)* est aussi uniformément con-
tinue, pour tout k € N, (x, s) — C¥(z — 1)* est uniformément continue. 1l nous suffit maintenant

de vérifier qu’il y a convergence normale : c’est clair puisque |C* (2 — 1)’“\1) <p". n

Vérifions que f est une fonction bien définie, uni-
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4.1.2 Les mauvaises interpolations de la fonction puissance sur Z ;;
Le lemme 60 se traduit par I’'uniforme continuité, pour tous so € [0, p—2] etz € Z,; de lafonction

N — Z,
k — psot(p—1)k

fiC,S() :

On peut donc I'interpoler en une fonction uniformément continue définie sur Z,, que I'on
appelera encore f, 5,. On obtient p — 1 interpolations continues de la fonction puissance.

On fera attention aux faits suivants, qui distinguent les propriétés de ces fonctions de la fonc-
tion interpolée :

Fait 62 Soitz € ZX. Alors, f, (f s0 ) — ooy,

p—1
Cela signifie que I’on n’a pas toujours “z° = 1”. En particulier,on a:
Fait 63 Soientx € ZX et s € [0, p—2] telsque ™ #z, 1 mod p. Alors3s, s’ € Zy, fu, s, (M) £

p—1
ove (528 e (222).

Ainsi, il existe des z, des sq et des s, s’ tels que 7z Ts £ s g,

Fait 64 (Cas particulier de f, o) Soientx € Z et s, s’ € Z,. Alors,
(1) fo,0(0)=1

@ o0 (55) = faro (551) foo (55).

@ Fr0 (325) = Froa( oo (557)

Pour cette mterpolatlon (1) signifie que “z°”= 1 ; (2) signifie que "zt "="z5" “z5"" : (3)
signfie que “z*%" "="(z%)""".

Démonstration du fait 62. Il nous suffit d’étudier la suite z,, = z*o+P—Ds0 X5 P' En effet,
I’exposant de x,, vaut so + so(p™ — 1) = p™so, qui tend vers 0.

Deux remarques. La premiére est que si I’'on note [ la limite de z,,, on adonc /? = [. La
deuxiéme est qu’on a, pour tout n € N, on az, =z, *° mod p. En effet, z,11 = (2,)? =z, n
mod p.

Ainsi, [ esttel que [P =l etl =z, z° mod p: [ estle {z* },-ieme représentant de Teichmdller.
[ |

Démonstration du fait 64.

(1) C’est direct puisque z*° = 1.

(2) Laaussi, c’est facile, il suffit de prendre deux suites (k,,) et (k],) tendant vers s et s'.

(3) D’aprés le (2), pour tous k € N, z € .713X ets € Zy, ona f; 0( ) (fa: 0( ))kn.

En faisant tendre k,, vers s’, comme f; ¢ ( ~ ) € 1+ pZ, et comme les fonctions sont

=
continues, on peut écrire : f,, 0( ) (fi o( npfl)) :

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que siy € 1+ pZ, ett € Z,, alors y* = fy, (p 1)
Soit k,, une suite d’entiers positifs tendant vers —t. Alors, k, ., p" tend vers £ et donc

yP=Dkn =0 ?" tend vers f,, 0( ) Cependant, vu sous un autre angle, y®~ 1>’“"21 0P =

. n+1

yknP ~, qui tend vers yt.
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En conclusion de cette étude, on se souviendra que I'on s’autorisera a écrire x* seulement,
dans un premier temps, si x € 1 4 pZ, etsi s € Z,.
Les fonctions f, s, sont a éviter, surtout si s; # 0. Dans tous les cas, on n’écrira jamais
fe. 50 (s) = z*0+(P~1)s sans prendre la précaution de décomposer I’exposant selon sg et p — 1.

4.1.3 Extension de la bonne fonction puissancea B,

On pose B, = Bc, (1, 1)°.
On a vu précédemment qu’on pouvait interpoler trés efficacement la fonction = — z* quand
x € 1+ pZ,. En fait, on peut faire plus général en prenant z € B,,.

Proposition 65 La fonction

B, x Z, — B,
(z,5) > a® = 3 Cha — )"
n=0
est continue et interpole la fonction puissance définie sur B, x N.

Elle vérifie :

Vo eBy,, Vs, s €Zy, 25 = g5
Vo €By, Vs, s €Zy, 75 = (x*)*

Vz €B,, ¥ = 1.

Démonstration. La démonstration se fait comme pour la proposition-définition 61, en mon-
trant que la série est normalement convergente sur les boules B(1, r)° ot r < 1 puis en utilisant
la densité de N dans Z,,. |

4.2 Petit détour par la fonction logarithme

Maintenant définie(s) la(les) fonction(s) puissance, il est Iégitime de se demander si on peut con-
struire une fonction logarithme pour les nombres p-adiques. On a vu que le point de vue le plus
fertile était le point de vue sériel. C’est ce point de vue que I’on va ici encore adopter.

Pour démontrer la propriété fondamentale du logarithme, on va se servir de la théorie des
identités formelles, qu’on présente dés maintenant.

4.2.1 Ildentités formelles

Définition 66 (Séries formelles) Soit A un anneau. On appelle série formelle sur A un élément quel-
conque de AN, On munit AN de I’addition habituelle et d’une multiplication définie par : (u,, )n(vn)n =
(2 i1 j=n uiVi)n. Ces opérations munissent AN d’une structure d’anneau, appelé anneau des séries formelles
sur A et noté A[[X]].

On note X la suite (0, 1, 0, ...). Ainsi, toute série formelle peut s’écrire : o0 u; X"

On définit par récurrence A[[X1, ..., X,]] :== A[[ X1, ..., Xo2a]][X])

Dans toute la suite A est un anneau. On fixe n > 0 et on note A[[X]] = A[[X1, ..., X4]].

Définition 67 Soit f = r;, .., € A[[X]]. Si f est non-nul, on définit le degré de f, deg f, comme le
plus petit d tel qu’il existe 44, ..., i, avec Zj ij=detry, . #0.Sifestnul on posedeg f = —o0.
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Proposition 68 Pour tous f, g € A[[X]],
deg (f 4+ g) > min {deg f, deg g} ;
deg (fg) > deg f + degg.

Démonstration. Supposons f et g non nulles (sinon les propositions sont évidentes) ; si d <
min {deg f, deg g}, alors il est clair que les coefficients des termes de degré d seront nuls.

Sii= (i1, ..., i,), on définit X' := X|* ... Xi». Des lors le coefficient de X' dans fg, si I'on
note f = iy aiX' et g = 3oy, biX', est 35 /i ajbi. Ce coefficient est nul si deg X' <
deg f + deg g : en effet, on a alors soit deg X! < deg f soit deg xK < deg g, et donc ajbx = 0. D’oul le
résultat. |

Définition 69 Soit f € A[[X]]. Sionpose |f|y = e~ si f £ 0et 0], = 0, alors |-|, est une “norme”
ultramétrique pour A[[X]].

En effet, si f, g € A[[X]], |[f + gly = e~ 48U +9) < g=min{deg S des g} — max {|f|,, [g|y}-
Proposition 70 (A[[X]], |-|x) est un espace complet.

Démonstration. Soit (f,,),, une suite de Cauchy ; il nous faut montrer qu’elle converge. Si on
note cj(m) le coefficient du mondme X' dans fm, alors on peut montrer dans un premier temps
que cj(m) est une suite stationnaire.

En effet, si I'on fixe i et si I'on note d = ) i;, alors, pour p, m > N, ona | fm — fyly < e (@),
Donc deg (fm + fp) > d. Donc les coefficients de tous les mondmes de degré d sont nuls et ¢j(m) =
ci(p), ce qu’on voulait.

Notons donc ¢; la valeur a laquelle la suite (ci(m)) stationne et montrons que f = » i yn X!
est la limite de (f,,)m. C’est trés naturel. Soit ¢ > 0. Soit d tel que e~¢ < . Soit N tel que
pour tout i € N™ veérifiant 3, i; < d la suite (ci(m));, ait atteint son état stationnaire au rang .
Alors, pour tout m > N, f — f,,, a tous les coefficients de ses monémes de degré < d nul. Ainsi,
deg (f — fm) >det|f — fmly <e 4 <e. |

Nous allons maintenant donner unsensa fo(gi, ..., gn) Si f etles g; sont des séries formelles.

Soit f une série formelle & n indéterminées. Dans la suite on notera f|, le polyndme a n
indéterminées obtenu en ne gardant dans f que les monémes de degré < d.

Pour tout d on peut ainsi définir f|; (g1(X), g2(X), ..., g.(X)) qui est une somme finie de pro-
duits de séries formelles.

Proposition-Définition 71 Soient f, g1, ..., gn € A[[X]] tels que les g; n’aient pas de coefficient con-
stant.

Alors la suite (f[q (g1(X), g2(X), ..., gn(X)))4cy €St une suite de Cauchy. Sa limite est notée f o
(91; Tt gn)

Démonstration. Notons la suite étudiée (hy)q et montrons que ses coefficients sont station-
naires. En effet, le passage de f,, & f.,41 se fait par I'ajout de produits \ig!* - - - gi» ou >l =
m + 1. Chacun des produits est donc de degré supérieur ou égal a m + 1, et la somme aussi. Au
total, on passe de f,, & f.,.1 par I'ajout d’une série entiére de degré supérieur ou égal a m + 1.
(hq)q est donc de Cauchy. [ |

Enfin, on définit I’évaluation d’une série formelle en une famille (z1, ..., x,).

Définition 72 On suppose que A est un sous-anneau d’un anneau A’ muni d’une topologie. Soient
feAlX]et(z1, ..., x,) € (A)". Onnote f(x1, ..., z,) I'Elément de A’, s’il existe, limite de la suite

(fla(m1, -5 Tn)) gen-
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4.2.2 Lafonction logarithme : définition et propriété fondamentale

On s’inspire de la définition du logarithme réel pour poser :
Proposition-Définition 73 On définit la fonction continue :

By, — Cp
log, : e (1)
P AN Zl(*l)" 1(z n)
n=
Démonstration. On va montrer qu’il y a convergence normale sur toute boule du type B(1, r)°
our < 1. Soit z € B(1, r)°. Alors, on a: ‘(—1)”—1(1‘;—1)"‘ <r" |n|;1. Or, sin = p™q ou g est
p

n

s _ —1(@=1)" 2
premier ap,onap™ < ndonc[1/n|, = p™ < n. Donc ‘(—1)” f‘p <" € o(r™/?) [
D’apreés le paragraphe sur les séries formelles, si I’on se place dans Z[[ X, Y]] etsi I’on considére

FY) =S (X Y) = XY A XY et (X, V) = X,

. 1
=1
on peut définir f o (g1, g2), qu’on notera abusivement par la suite

oo

FX+Y +XY)=fol(g, g2) = (1)

=1

(X+Y +XY)
; .

Lemme 74 Soient z, y €] — 1/3; 1/3[. Alors,
In (1+2)(1 +3) = (Z(_l)le) (@ ).

Démonstration. Soit r < 1/3 tel que |z|, |y| < r.
Par définition,

- ‘ d x zy)’
In((1+2)(1+y)) = Z(—l)iw = Jim aniw.

Par définition, f(X+Y +XY)(z, y) = dlim (f(X+Y + XY)) |a(x, y). Cependant, on sait que
tous les mondmes intervenantdans f(X +Y + XY') de degré au plus d sontdans f|4(X+Y +XY).
Donc (f(X+Y +XY))|a = fla(X +Y + XY)|q. Or,

d i )

Z (=™t }: it ateyrbte
1 a!b!c!X R

i=1

fla(X +Y 4+ XY)|q4

a+b+c=1
a+b+2c<d
d ‘ d i+1 i
_ 1yt (X+Y +XY) . (-1 & a+cy btc
B Z( 2 i Z i 2 Capa Y
=1 =1 a+b+c=1
a+b+2c>d
Ry

Pour conclure, il suffit donc de voir que R4(z, y) tend vers 0. On calcule :

d ; . d : .
_ (71>Z+1 i! atcy btce (71)Z+1 i! a+cyb+c
Ra=3, i 2. apas Y= D i D apa s
=1 3

a+b+c=1 =1 a+b+c=1
i+c>d c>d—i
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D’ou

d i d i )
Z Z ﬁ?”(frc?”lﬂrc < Z Z a'Z'C' ripc

|Rd(x7 y>| §
1=1 a+b+c=1 1=1 a+b+c=1
c>d—1i c>d—1i
d il d il d
< ©pigpd—i o d o ,d i
DI S T MAEAD DRD Dl Elap Bt
1=1 a+b+c=i 1=1 a+b+c=i =1
c>d—1i
31 —1
< 3=
2
Comme on a pris la précaution de choisir » < 1/3, on a bien R4y — 0. |

Lemme 75 Soit g € R[[X, Y]] tel qu’il existe e vérifiant: vV, y €]—¢, €[, g(z, y) = 0, avec convergence
absolue. Alors g = 0.

Démonstration. Notons qu’on sait le faire si g € R[[X]] : c’est la théorie des séries entiéres qui
nous le dit. Ramenons-nous a ce cas-la.
Onnoteg = ZZ jen a;, ; X'Y7. Fixons z, y €]—¢, ¢[. Les hypothéses du théoréme implique que

la famille (az STty )( ien: est sommable. La théorie des familles sommables (cf. par exemple [3])

nous autorise alors a réordonner lasomme : g(z, y) = > o 2 (Z;";l aiyjyj). Ainsi, si I'on fixe y

et I'on fait varier z, par la théorie des séries entieres, onaVy €le, e[, Vi € N, 327 a; j37 = 0. En

refaisant le méme raisonnement, ona: Vi, j € N, a; ; = 0, ce qu’on voulait. |
Remarque : Ce résultat se généralise a R[[X]].

Lemme 76 (Identité logarithmique formelle)

Z(_l)i+1 (X + Y.+ XY) — Z( z+1 + Z z+1

: 1 :
i=1 i=1

Démonstration. On connat le logarithme réel : pour tout z, y €]—1/3, 1/3[,onaln (1 +z)(1 +y)) =

In(1+2)+1In(14y). Celasignifie que sur cet intervalle, les séries formelles 3> (- 1)i+1 XAVEXY)T

X o)°
et > oo, (—1)HHSE 4+ 577 (—1)"H =L ont les mémes évaluations. Le lemme 75 permet de con-
clure. |

Théoreme 77

Vz,y € By, log,(zy) = log,(z) + log,(y)

Démonstration. Onnote z = 1+ a ety = 1+ 3 et on choisit r < 1 tel que [af,, |3], <.
Ona

log, (zy) = lim Z ZHM fla+B+ap).

D’aprés tout ce qui précede, il suffit de montrer que f(a+ 8+ af) = f(X +Y + XY) (o, ).
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Or, on a déja vu que

(fX4+Y+XY) ¢ = flaX+Y +XY)|a
d i d i+1 .
_ _ i (X +Y 4+ XY) _ (=1 il a+cy bte
B Z( 2 i Z i > _a!b!c!X Yo
i=1 =1 a+b:er:'Z
c>d—1

Ry
Et il nous suffit donc de montrer que Ry(«, ) — 0quand d — oco. Sil < i < detsia, b, c sont
desentierstelsquea+b+c=ietc>d—i,0na

(71)i+1 Z' anrcﬁbJrc
' e aa+56b+c § - § ra+b+crc |]./Z| < sz- < Tdd.
{ alblc! i , P
N—— p
€N »
Par ultramétricité, on a |Rd|p < rdd, et le résultat est donc acquis. [ |

4.2.3 Quelques propriétés de log,, sur Z,
Dans la suite, on s’intéresse a la restriction de log,, a 1 + pZ,, que I'on notera toujours log,,.
Lemme 78 Sip > 2¢etx € pZy,ousip = 2etz € 47,

llog,, (1+ )| =1al,

Démonstration. Il nous faut évaluer les valeurs absolues p-adiques des termes de la somme
et chercher la plus grande.
Ona \(—1)"*”7—:'\10 < np~"", sil'on pose |z|, = p~. On veutnp=— " < p~¢, donc np~*"~1) <

1, donc % < In(p). Or la fonction z — % est décroissante sur [2 ; oo[. Il nous suffit donc
In(2)

d’étudier I'inégalité == < In(p) : elle toujours vraie sauf dansle cas p = 2 eta = 1. |

Proposition 79

log. - (14 pZy, x) — (Zp, +) et log, - (14 4Zy, x) — (4Z2, +)
P 1+ log, (1+x) - 2 14z —logy (1+ )

sont des isomorphismes continus de groupes.

Démonstration. Il nous faut juste montrer I'injectivité et la surjectivité. Montrons-le pour
log,, ce qui présente plus de difficulté. Soient a = 1 + 4a et b = 1 + 45 tels que log,(a) = log,(b).
Ecrivons 7=1+A(A€Zy). Onaalors:1+4a =1+ A+48+48A,donc A = 4, avec vy € Zs.
Par ailleurs, on a log, (%) = log,(1 + 4v) = 0. D’aprés le lemme précédent, v = 0 et donc a = b.

Pour la surjectivité, on sait que log, (1 + 4Z2) C 4Z, est un sous-groupe additif compact de
475. Soit x € 1+ 47, tel que |log,(z)], = 1/4. On écrit donc : log,(z) = 4a, oU « € Z5'. Soient 3 €
Zy et (k,) € N™ telle que k,, — . Alors, log, (z*) = ky logy(z) — 4a8. Comme le sous-groupe
est compact, il existe y € 1 + 4Z, et une suite extraite k,,, de k,, tels que &, log,(z) — log,(y).
Donc : il existey € 1+ 4Zy / log,(y) = 4a5. Finalement : log, (1 + 4Z,) = 4Zs. [ |

Remarque : Le résultat est faux si I'on prend |z|, = 1/2 etp = 2. On a par exemple
llog, (1 + 2)|, < 1/4. C’est essentiellement ce fait qui différencie Z, de Z, pour p > 2. On pourra
ainsi observer, dans la suite, la singularité du comportement en p = 2.

Remarque : Il est nécessaire de se restreindre a 1 + pZ,, : il existe des racines ¢ p’-iéme dans
B,, et pour celles-ci, on a nécessairement log,,(§) = 0.
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4.3 Lien entre la fonction puissance et la puissance logarithme

Proposition 80
Vs €Zy,, Vy €By, log,((y)*) = slog, (y)

Démonstration. On procéde simplement et comme d’habitude par continuité et par densité
de N dans Z,. |

log, (x)

Définition 81 Sip > 2, on pose In,(z) = &

Pour p = 2, on pose Iny(z) = ;2.

Corollaire 82
Vo el+pZy, z= (14 p)nr@®

Vo el+4Zy, x = (1+4)™®

5 L’analogue p-adique de la fonction ( et la fonction L de Kubota-
Leopold

5.1 L’analogue p-adique de la fonction ¢

On a vu plus haut que ((1 — 2k) = (%) On cherche a construire dans ce paragraphe une

fonction continue qui prenne les valeurs (%,j*) en les entiers 1 — 2k. En fait, on construira une
famille de fonctions continues qui prendront ces valeurs, modulo un facteur, en les entiers 1 — 2k.
Plus précisément, les valeurs prises par ces fonction, en les entiers, seront parmi (1—p*~1) (‘TBk)
La présence du facteur (1 — p*~1) peut étre justifiée en cherchant I’analogue p-adique de ¢ écrite
sous forme de produit eulérien (cf. [1]).
Si p est une mesure p-adique sur X et Y un compact ouvert de X, f une fonction continue
définie sur Y, on note [, fu I'intégrale [fu*, ou u* est la mesure définie sur les compact ouverts

UdeY paru*(U) = p(U).

5.1.1 Un lemme fondamental

Définition 83 Pour tout entier positif &, on pose

G —k)=(1—p" ) (=)

Voici un résultat fondamental : une expression intégrale de (1 —p’“*l)(—%&).

Lemme 84

B 1
VEEN, YaeM\GNU{1).,  GU-H=0-p) (70 = —— [ o

C’est cette forme intégrale qui nous permettra d’interpoler les % convenablement.

Démonstration. Remarquons que Z,, = Ué’;ll b+ pZ, est un ouvert compact.
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Notons f : Z; — Q, lafonction qui x associe zF1. Ona,siN >1:

Nha(Z;)::jéxlukﬂ = E: Nha(a4’pNZp)

P 0<a<pl

=z, k Y fl@ma(a+pVZ,) mod pN i),
0<a<pM
d’apreés le théoréme 58. En faisant tendre N — oo, on a donc k fz; " 0 = pea (Z).
O, piiya (Z)) = tiko (Zp) — pin,a (PZy). Par ailleurs, uy o (Zy) = ppi (Zy) — o *up i (Z,) =
(1 —a7%)Bk(0). De plus, k.0 (PZy) = ppk (PZp) — @ Fupk (pZp) = (1 — o= *)p* 1 By (0).
Finalement, i o (Z)) = (1 —a~*) (1 —p*~') By, et le résultat suit. [

5.1.2 Deux théoremes de Kummer

Théoréme 85 (Kummer) Soient k, k' € N ;
(1) sip— 11k, alors \%\p <1;

(2 sip—1tketsik =z k' mod (p—1)p", alors

B ’ B ’
(1—-p*") Tk =z, (1 —p" 71) 25 mod pNte.

Démonstration. On choisit judicieusement o € Z; un représentant dans [2, p — 1] d’un
générateur de (Z/pZX, x).

(1) Vuquep—1tk,of #21 modp,a ™ #z, 1 modpeta= —1eZXet(aF— 1)_1 € Zy.

k—1 k—1
l/xx NLa l/xx ﬂLa
Zy » Ly

(2) D’aprés le lemme précédent, la congruence désirée s’écrit

1 1 :
k—1 _ k-1 N+1
— T M =z, — T 1, modp +1
a =1 Jzx a " =1 Jzx
P P

Or, [px a0 € Zp. (a7F — 1) ™" aussi.

Si k = 1, le résultat est vrai. Sinon,

B
k

1
al—-1

1
1—pk

<1

p p p P

Par ailleurs, comme |14 (U)], < 1siU € co(Zy), on a, d’aprés le lemme 60

k—1 k-1
/ T m,a*/ x M1«
Z 7

X
P
Pareillement, o* =z o* mod pN*!, donca ™ =z, a=* mod pN*! puis

< p (N,

X
ya

p

1 1
= mod pN 1.

En appliquant le lemme 57, on conclut.
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5.1.3 L’analogue p-adique de la fonction ¢

Théoréme-Définition 86 Soient sg € [0, p —2] et € N\ (pNU {1}).
Sisge[l,p—2]eta® £z 1 mod petsis € Z,, ousisy=0ets # 0, on définit, en posant

1 S —1)s—
Spoa(8) = D9 -1 /Z T

une fonction continue, qui ne dépend pas de «, telle que

Gu0) = (1= 1) = (1= 1) (=),

ol k = So + (p — 1)k().

Démonstration. Fixons sg € [0, p — 2].

On a déja contruit dans le paragraphe 4.1.2 une interpolation f, ., de z — z%+®-Dk_ A peu
de choses preés, on a donc interpolé ¢,,.

Tout d’abord, vérifions que sous les hypothéses de I’énoncé, on abien f, s,(s) # 1. Si a® #z 1
mod p, alors, si NN 3 (k,), — s,0na: a®tP-Dkn — g% (al’—l)k" =, a® %1 mod p, d’aprés le
petit théoréme de Fermat. Donc, on ne peut avoir f, s,(s) = 1. Si so = 0 et f,,0(s) = 1, alors, en
passant au log,,, on obtient saP~1 = 0, ce qui n’est possible que si s = 0.

Maintenant, montrons que

Ly, — 7,

p p

s [ foso()pna
Zy

) L . . . Lo 77 — 7X
est bien définie et continue. Elle est bien définie car 7 p

est continue. En effet, on
T fu s (s)

sait (proposition-définition 61) que

Ly — 1+ pZy

g (s, ) — a®

est uniformément continue. 11 en est donc de méme pour (s, z) — g(s, 2PT 1)z = f, 4 (s). Cest
cette méme uniforme continuité qui permet de voir que h est continue.
Les constructions faites ne dépendent pas de « car les fonctions concident sur N, qui est dense
dans Z,,. |
Remarque : Les conditions que I’'on a imposées a «, sg et s sont en fait nécessaires si I’on veut
que f,, s, Soit difféerent de 1. Si sy = 0, la condition s # 0 correspond en quelque sorte a un pole,
gue I’on retrouvera en faisant une construction différente.

5.2 Lafonction L de Kubota-Leopold

La fonction ¢ complexe se généralise, via les caractéres a valeurs dans C, aux fonctions dite L de
Dirichlet. On va procéder dans ce paragraphe a la méme généralisation.
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5.2.1 Groupe des caractéres p-adiques

Définissons d’abord ce que sont les caractéeres p-adiques et étudions quelques propriétés du groupe
gu’ils forment.

Définition 87 On appelle groupe des caractéres p-adiques, et on le note X :
X = Homgy, cont (Zy, C5) = {x : Z} — CJ / x est un morphisme continu de groupes } .

On sait dévisser Z,;, ce qui simplifie I'étude de X :

Proposition 88
Y = pp1 X l4pZ,
x g}, , <x>= @{2}1

est un isomorphisme de groupes multiplicatifs topologiques.

Démonstration. C’est clairement un morphisme injectif. La surjectivité aussi est évidente. Le
morphisme est continue car constant sur des ouverts recouvrant Z,. Sa réciproque est clairement
continue. |

Nous aurons aussi besoin des deux lemmes suivants ;

Lemme 89 Soit K une extension finie de Q,. Soit ¢ € Gal (K/Q,). Alors, pour tout x € K, on a

()], = |,

Démonstration. On vérifie que = — |o(z)[, est une valeur absolue prolongeant la valeur
absolue p-adique de Q, sur K. Or, on a montré en construisant C,, qu’il y avait une unique valeur
absolue sur K vérifiant cette propriété. D’ou I'égalité. |

1
Lemme 90 Soit £ une racine primitive p™-iéme (n > 0) dans C,,. Alors, |€ — 1|p =p @-Dpr7T,

L R . n . , . n—1 -
Démonstration. £ est racine de X? — 1 mais n’est pas racine de X?  — 1, donc est racine de

Q, = % qui est irréductible d’aprés I'application 31. Les conjugués de £ — 1 sont donc les

racines de @, (X + 1),eton adonc:

o n—1(p_ 1
pvi=l I e-nj = I -l =l Y,
o€Gal(Qp(£)/Qp) p o€Gal(Qp(£)/Qp)
d’apres le lemme précédent. Donc, onabien: | — 1|, =p T [ |

Limitons-nous, jusqu’a la fin du paragraphe, au cas p > 2. On traitera le cas p = 2 & part.
Dés lors on peut aussi énoncer la

Proposition 91
B

Homgr,cont (]- +pr, C;)() = P
x — x(1+p)

est un isomorphisme de groupes multiplicatifs.

Notons qu’il nous est tout a fait 1égitime pour étudier la structure de X de nous restreindre a
Homyg,, cont (1 + pZy, (C;). Si on note 3 une racine primitive (p—1)-iéme de I'unité, un caractére est
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en effet entiérement déterminé par le couple (x(3), x(1 + p)). Réciproquement, on peut définir
un caractére par la donnée de (v, y) = (x(8), x(1 +p)) € pp—1 x By, en posant

Xy, v(®) := x(x) = x(1 + p)"* (<= x(B)"®) = yme(<T>)yni=),

ou n(x) est le plus petit entier tel que f"(*) = == On vérifie que les fonctions n et < - > sont
continues et que , ainsi défini est un morphisme.

Notons aussi que x(5) € pip—1.

On transporte alors la topologie de B, sur Homg;, cont (1 + pZy, (C;). C’est pourquoi on peut
représenter X par p — 1 boules B,,.

Démonstration. D’abord, montrons que si x € A = Homg;, cont (1 + pZ,, C), alors on a

x(1+p) € B,. Posons

N ON+1 N
Ay = [x(1+p)" —x(1+p)? ‘p =Ix(L+p)ly [1—x(1+p)],.
—_————

a

Si [x(1+p) — 1], > 1, a est forcément non-nul car |x(1 + p)|, > 1 et car une racine de I'unité est
de valeur absolue 1. On obtient ainsi une contradiction : Ay — oo, alors que Ay est censé tendre
vers x(1) — x(1).

Si [x(1+p) — 1|, = 1, alors forcément, [x(1 + p)|, = 1. Eneffet, sinon, ona |x(1 +p)|, <7 <1
et pour toutn € N,

n—1

1+Zx(1+p)i

=1

=1

p

X ((1+p)") =1, =IxQ+p) —1],

Par densité, on en déduit que pour tout = € 1 + pZ,, [x(z) — 1], = 1, ce qui est absurde. Donc,
Ix(1+p)|, = 1 et pour les mémes raisons que dans le paragraphe précédent, x(1 + p)? = 1.
Comme x(1+p) # 1, x(1 + p) est une racine primitive p-iéme de I'unité et donc |x(1 +p) — 1| =
p*p%l =1, ce qui est absurde.

Réciproquement, si z € B, on définit un éléement de A en posant x(1 + p) = x. En effet, si
y € 1+ pZ,, on sait que y s’écrit y = (1 + p)®, avec s nécessairement égal a In, (y) € Z,. On pose
alors : x(y) = z'™» ¥, qui est un morphisme continu de groupes.

L'injectivité est claire. n

Notons par ailleurs que

Proposition 92
VX €X, Ve €l+pZy, |x(z)—-1[,<[x(1+p)—1[, <1

Démonstration. En effet, soient =z € 1 + pZ,, s € Z, tel que (1 + p)° = z et une suite (k,)
d’entiers tendant vers s. Alors

Ix(z) = 1], = |x(1+p)*—1],
kn—1
= Jim [x(14p)" = 1], = lim [x(L4p) = 1], | > x(1+p)
=0 P
<1

< Ix(+p) -1, <1
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5.2.2 Lafonction p-adique L de Kubota-Leopold pour p > 2

Dans la suite, on note X \ {1} = X*.

Le caractére x = 1 correspond au probléme que I'on avait eu pour définir ¢, ¢(0).

Venons-en (enfin) au but de cet exposé. Les expressions précédentes de I'interpolation de la
fonction ¢ nous inspire la

[e.°]

Proposition-Définition 93 (Fonction de Kubota-Leopold) Soit 3 = >~ b;p’ € Z, une racine
primitive (p — 1)-iéme de I'unité.
Soientb € B = {nGN/Ea;ﬁZ by — by mod pet N € N, n:b()+ap+p2N} eta = (14 p)bd.
xX*—-C,
L : x(a) / x()
Z

XTI X (@)

X
ya

est la fonction L p-adique de Kubota-Leopold.

Remarque : Cette définition ne dépend en fait pas du choix de a.

Démonstration. D’abord, la fonction que I'on integre est bien définie et continue sur Z;5. 1l
nous faut vérifier que Vx € X*, x(a) # 1.

On va montrer un peu laborieusement que si x(«) = 1 alors x est le morphisme trivial. Si

x(a) = x ((1 —f—p)%ﬁ) =1, alors y ((1 —l—p)%) € f1p—1 ;0N Si Y ((1 —i—p)%) # 1, on a forcément

61+PZp p

ce qui est impossible, d’aprés la proposition 92. Donc x ((1 +p)%) = letaussi x(8) = 1.
On se demande alors naturellement si (1 —l—p)% engendre topologiquement 1+ pZ,, auquel cas
on a gagné. Autrement dit, existe-t-il s € Z,, tel que

1+p= <(1+p)%)s?

L'existence d’un tel s est équivalente au fait que 1 + In, (%) € Z*. On se demande donc
si In,, (%) ¢ pZ,. Comme on sait que |log,(1 +p)|p = p~ 1, il nous suffit de montrer que

‘1ogp (“*—5”)(’) ‘p = ‘% - 1‘p =1 +pb-pl,=p"

Cette condition est vérifiée grace aux hypotheses imposées sur a : (1 + p)b— 3 = by + ap +
pbo — by — bip + p*z = (a + bo — b1)p + p*x, ou = € Z,. Comme |a + by — by, = 1, la condition
recherchée est bien acquise et donc x(1 + p) = 1 puis x = 1.

|

Remarque : D’apres ce qui a été dit précédemment, on peut changer I’ensemble de définition
de L, et considérer :

By X pp1 \{(L, )} = G

(. 7) = Ly, 1) = 1= o (@)

L :

Xy, (@) / Xy~ (@)
,LLl,a
z

X

X
ya
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Lemme 94 Soient X € co(Z,) et . une mesure sur X. Soit f, : X — C, une suite de fonctions qui
converge uniformément sur X vers f. Alors,

Démonstration. Soit A un majorant de pu. Soient ¢ > 0 et N tels que Vn > N,Vz €
X, |fn(z) = f(x)|, < §. D’aprés le théoréme 51, on a bien, sin > N, |[y fap — [y fu\p < e
|

Corollaire 95 Soient X € co(Z,) et 1 une mesure sur X. Soit }_ f, : X — C, une suite de fonctions
qui converge normalement sur X. Alors :

i/xfn.u:/xifnﬂ-

n=0 n=0

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent car les sommes par-
tielles convergent uniformément sur X vers la somme. |
Remarque : Les deux résultats précédents restent évidemment vrais si p = 2.

Théoréme 96 |l existe p — 1 séries formelles Fy, ..., F,_1 € Zp[[X]] telles que
Xy &
V(y, 7)7&(15 1)€BI)XIJ’I)—1) L(ya ’7): y’Y( ) F{“/}l(y_l)
1= Xy ()

Ce résultat est remarquable : on a réussi a piéger I'analogue p-adique des fonctions L dans
(p — 1) séries formelles, la fonction L est, modulo un facteur, la juxtaposition de (p — 1) séries
formelles définies sur (p — 1) boules B,,.
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Démonstration. On note x = x,,,. On calcule :

-1 T
x(a) x(2) X / X (a_io‘i)
L = a — La, - M,
(y7 ’7) 1 — X(Oé) /Z:f I M1, C, »X Z T T M1,
C

x

= axZ/ 71) Hl,a = axZ/
x<(1+p)1“p(%>)

{B*}1+pZp

p—1
= Cay Z 7 /

i=1 {81}, +pZyp

p—1 . lnp(
= CQVXZ'W/

i=1 {B*}1+pZp z

#)

> cF

In,

T

,ulaf axzﬁy/

y—1)*

()

{B*}1+pZp

Ml,a

p-1l
= Ca,XZ¢/ -

i=1 {B}1+pZp

o0

C .
=(x) a 3 X ;Py Z /{,Bi}1+pzp BE

= axzyfl Z’y/

X

{8}, +pZp

Nl,a

An(y)

Justifions I'interversion (x) & I’aide du corollaire 95. On note

7'}

n -

X —

+ pZp — Cp
C{;p(ﬁ)(y—l)k .

x

Ona|fu(x)], < (y —1)" : la série est normalement convergente.
Enfin, les coefficients A, () sont dans Z, car I'intégrande est dans Z, (x € Z,’) et car lamesure

11, o €St bornée par 1.

(14 (y— 1) (7)

{B°}1+pZyp

T

,LLl,a

Ce théoreme, au dela de son caractére spectaculaire, nous permet, en écrivant C(a,x) =

s+1

yigl, de prouver que la fonction L est continue.
1—ys+

5.2.3 Lafonction p-adique L de Kubota-Leopold pour p = 2

Les choses ne marchent pas tout a fait de la méme fagon, mais les résultats sont les mémes.
Notons d’abord que 1 + 2Zy = (14 2+ 4Z3) U

1+2+4a=—-(14+4(—1—-a)).

(1+4Z) = — (1 +4Z2) U

(14 4Z3), puisque

Par ailleurs, I'analogue de la propositon 91 (qui concerne Homyg, cont (1 + pZ,, C,) pour p > 2

est:

Proposition 97

est un isomorphisme de groupes multiplicatifs.

I‘IOH?[g1r7 cont (1 + 4Z2, (C;) = Bg
X —

x(1+4)
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On adapte la démonstration de la proposition 91.
Démonstration. Vérifions d’abord que le morphisme est bien défini.
Si |x(1+4)—1], > 1,alors [x(1+4)|, > 1etvuque

(@+07) =x(a+0"")| = xa+p)l [xa+9?-1],,

on a forcément x(1 + 4) = +1. Cependant, on ne peut avoir ni x(1 +4) =1 ni x(1+4) = —1, car
|2], < 1. C’est absurde.

Si |x(1+4)—1], =1, alors |x(1 +4)|, = 1. Sinon, pour toutn € N, |[x (1 +4)") — 1], =1, ce
qui est absurde. On adonc x(1 + 4) = +2, ce qui est contradictoire.

Comme P’injectivité est claire (1 + 4 engendre topologiquement 1 + 47, ie < (1 +4) > =1+
47.5), montrons la surjectivité. Si x € Bo, et si I’'on pose x(1 +4) = z, on doit nécessairement avoir
x(y) = x (1 +4)m®) = y(1 + 4)na@) = g, Cette formule définit le caractére cherché. W

On en déduit la

Proposition 98
X = IBQ x +1
X — (x(1+4), x(-1))

est un isomorphisme de groupes multiplicatifs.

Autrement dit, X peut étre représenté par deux boules disjointes Bs.

Démonstration. Le morphisme est bien défini ; il est injectif d’aprés tout ce qui précéde. Il
est sujectif car si z € By et e € {£1}, on définit un caractére en posant sur I'ouvert 1 + 4Z,,
x(y) = x4 et sur I'ouvert 1 + 2 + 47, x(y) = ex™4(=v), [

On ne peut, arrivé a ce point, faire la méme chose que pour p > 2. En effet, il n’existe pas de
a€Zytelque x(a)=1= x=1.

On va donc (malheureusement) 6ter un point supplémentaire & X : on pose X** = X* \
{(1, —1)}, si 'on considére I'identification X = By x +1.

Proposition-Définition 99 On donne la méme défintion de la fonction L, & savoir que si xy € X**, on

pose
_ xd+4 x(@)
L(x) = 1—x(1+4) /Z; s PLi+s

Démonstration. x est entiérement déterminé par x(1 + 4) € By et x(—1) = £1. Donc, si
x(1 +4) = 1, on a deux choix possibles pour y, qui sont les cas exclus. [ |

Remarque : Au lieu de o« = 1 + 4, on aurait pu prendre, par exemple, o = 3(1 + 4) et exclure
le point (—1, —1). Il nous aurait ensuite fallu vérifier que les deux fonctions (continues) concident
sur I'intersection de leurs domaines et donc que I’on peut définir une fonction L sur X*.

En reprenant les mémes notations que pour p > 2, on peut énoncer le

Théoréme 100 1l existe 2 séries formelles Fy, F_; € Z,[[X]] telles que

Xy,e(1+4)

V(y,e) # (1, £1) € Ba x £1,  L(y, €) = T, .11 1)
Y,€
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Démonstration. On calcule :

x(1+4) / x(z) x(x) x(z)
L(x) = t1,144 = C M1, 144 + 1,144
(0 x(1+4)—1Jzx = Nijaz, = 7 —(144Z2) T
—_——

Cx

1+4 Ing(x) 1+4 Ing(—x)
= Oy / 7X( ) 1,144 +/ X(_l)—X( ) M1, 144
1447, T —(1+44Z5) T

= </ Z Clhate) (XL +4) = 1)" pi, 144+
14475 T

n=0
[eS)

1
x(-1) / Oy (4 4) = 1) iy s
(1+4Z2) Z} !

cr Ccp
= C ) (x(1+4)-1)" / ) gt X(—l)/ D
nz;) < 1442, T —(14+42>) z
An x(-1)
L'interversion ) - [ se justifie comme pour p > 2, ainsi que le fait A,, ,(_1) € Z5 . [ |

Conclusion

Les p—1 séries formelles qui apparaissent a la fin de I’exposé sont I’'objet d’un théoréme. Longtemps
(et encore) connu sous le nom de conjecture d’lwasawa, il a été démontré par Mazur et Wiles.
Grossiérement, il affirme que les p — 1 séries de notre fonction L sont les mémes p — 1 séries que
celles apparaissant dans une construction de théorie algébrique des nombres relative aux corps
cyclotomiques.
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