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� Πn �
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� N �
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� ���� ���� n �� ��
�������� 
� Π � {1, . . . , n} �
� ������������
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#�������� p ����� ��� $

∀{A1, . . . , Ak} ∈ Pn P (Πn = {A1, . . . , Ak}) = p(|A1|, . . . , |Ak|).
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f̂j = lim
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1
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i=1

1i∈Aj
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∑

j

f̂j ≤ 1.
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�	 ���� A ⊆ B ⊆ N �� π ∈ PA ���� #π = n� ���� π(.) = (π(i), i ∈ {1, . . . , n})�
π(i) ∈ PB ���� ���� i� �� ���
�
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� i&'�� ���� 
� π�πi� ��
���� ��� π(i)�

���� π
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|πi
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��� ��
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Frag(π, π(.))|n = Frag(π|n, π(.))
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(��� Π ��	 P∞������	�������� (��� n ∈ N� π ∈ Pn/{1}� �� 
�1��� 8

qπ = lim
t→0

1
t
P(Π|n(t) = π)
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	 {1, . . . , n} ����� qπ = qσ(π)�

2� �����
��� ����� �� �������� ��� ���	 8
(��� m ≥ n� π ∈ Pn

Qm,π = {π′ ∈ Pm, π′
|n = π} 5&7
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��� ����������� 
�� P∞ ���� μ({π ∈ P∞, π|n �= 1}) < ∞
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������
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�������� ����	 �� ���� εi = {{i}, {N/{i}}} �� ε =
∑

i δεi . *	�
� ��� ��
��� 
�� P∞�
�� 
�� ��

� ��� ν� ��
��� 
�� S �
� ��� ��
��� 
� 
�
�������� 
� $
ν(1, 0, 0, . . .) = 0 ��

∫
S (1 − s1)ν(ds) < ∞�

�� �������� ��� ρν �
� �� ��
��� 
�� P∞ ������ �� ���������� �� 5�������� �����

5 � ν�
%���
 
� μ �
� ��� ��
��� 
� "������������� �� ���
�� c ≥ 0 �� ν ��
��� 
� 
�
�������� ���

��� $

μ = cε + ρν .

.� ���
 �� � ��� �� ��
�������� 
� μ � {π ∈ P∞|π| = 1} �
� cε �� ����� � {π ∈ P∞|π| �= 1} �
�
ρν �

��# ��� ���
 �	����

 ��	$��

=�	 �����
����� 
	 �� 
�
���������� 
��
	���� 	�� ��� 	�	���	 
	 
��
��	� �� ��� 
	 ��
�����	�
	 
� ���
 
���	���� ��	���	� 1� |Π1(t)|� �� 
���� 
���	 �����	������� �
����	���	
����
��
�

>���	���� 
�����
 �� 
�1������ 
��� �����
����	��

?




�������� ����	 �� 
����
������� �
� �� �����

�
 σ = (σ(t), t ≥ 0) � ������
 
��
 [0,∞]�
σ(0) = 0� ������� � 
����� ��� ��� 
�
 ������

�����
 
����� ��
����
���
 �� 
�����������
�

����������� ����
 ���� σ �� 
����
�������� �� ���� ζ = sup{t > 0, σt < ∞}� %���
 �� ���
��
��� "������� φ ��
����� ����� ���

∀q, t ≥ 0, E[exp(−qσt), ζ > t] = exp(−tφ(q))

φ �
� �	����
��� 
� ,������ 
� σ�
φ(0) �
� �� ���� 
� ���� 
� 
����
������� ) �� 
����
������� ���
�� 
��� �	����� �� ���� 
	��
����
 ��� 
��� ��� ��� ������������� 
� �����'��� φ(0)�

>	 	���� �� 
��
�� 
	 �� ��� 
	 |Π1(t)|� 2� � �	 �������	 ��� ��� 8

�������� ����� |Π1(t)| ���� +��� �����
���� 
��
 �� "���� exp(−σt) �2 σ �
� �� 
����
���&
���� 
	����
��� 
� ,������

φ(q) = c(q + 1) +
∫
S

(1 −
∞∑
i=1

sq+1
i )ν(ds)

�� 
������������ 
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P[Π|k+1(t) = 1] = E[|Π1(t)|k].

�	��	�
� ������	�� 	� 
��
��������� ��� |Π1(t)|� %��� �� �	�����	 ��	 ��� ��	�	�� {Π|k+1(t) =
1} 
���	����
� 	� �	���
��� �� 
������
���� %�������	��	� � ��	 ���	�
	 
�����	 
	 �� �	���	

	 %������ 
��� �� �����	 [0, t] × {π ∈ P∞, π|k+1(t) �= 1} × {1}��

�	��	 ������	 �	��	� ��� 	�	���	 
	 
���
�����	� �	� ���
	���� 
	 �����	������� 
��� ��
����	 
	� �����	�
	� 	�� �����	� ��	� �<

∑∞
i=1 |πi| = 1�

����������� ����� �� � $

∀t > 0 P(Π(t) �
� �������� ) = 0 ⇔ (c = 0 �� ν(
∑

i

si < 1) = 0)

/� 	0	� �� 	�� ��
��	 
	  ��� ��	

∀t > 0 P(Π(t) 	�� �������	 ) = 0 ⇔ φ(0) = 0 �.

�� �� ��
������ �� �
������
�� �� �
�������
���
��	�


���� 
	 ���������	 ���� ������ ����	��	� �� ���	 �����
���	� 
	 ���
	���� 
	 
���	�
	�
	�
�	 ���
	���� 
	 
���	�
	�
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�	 �	���� ����� �� ����	�� �� ���
	���� 
	 �����	������� �
����	���	 ���������	 	� �	����
@��� ������ 
��� �	� 
	�� ��	����	� �����	� 
���	�
	� ��� 
�1��� 
	� ������� ����	� ��� ��
����	�

A



���� ��� (α, θ)%��	
�
��
�

�	� (α, θ)����������� ���� 
	� ���������� ��������	� �
����	���	� �����
�����	�� ���� ��	 ����
�	�
����	 ��������� ���
�	 �	 ���
	���� 
	 
���	�
	�
	 
	 '�������	��()�������


�������� ���	�	 ������ 0 ≤ α ≤ 1� θ > −α� ���� (Yn)n≥1 ��
����
���
 
� ��� β(1 − α, θ +
nα)� �� ��
� $

f̂1 = Y1 f̂n = (1 − Y1) . . . (1 − Yn−1)Yn f̂ = (f̂n)n≥1

%���

∑

i f̂i ≤ 1� ���� f = (fn)n>0 �� 
���� ��
����� 
� "�(�� 
�����

���� 
�
 f̂n� �� 
�� ����

��� f � ��� 
�
��������� 
�  ��

��&.�������� 
� �����'��� (α, θ)� �� ������ ����� 
�
���������
PD(α, θ)�

�����# ���	�
 �� �������� ��	��� ��� β(a, b) � ���� 
��
���

Γ(a + b)
Γ(a)Γ(b)

xa−1(1 − x)b−11[0,1]dx

�������� ���	�� -� "��� ���� ���� ��� �� ���
�������� 
� f̂ � �	��
� 
�
 ��������
 (Yn)n≥1

�
� �� "��� �

�6 ���������� !� �7��� �� ����
�� 
	����
 f̂1 ����� 0 �� 1 ���� ��� �������� ��� Y1�
���
 �� "��� ����
 ����
�� f̂2 
��
 �	���������� ��� ���
 ��
�� ���� ��� �� 
���� 
��� ��4����
��� 8� �	�
� � 
��� ����� 0 �� (1− Y1)� �� ���� 
��� ��� �������� ��������� ��
����
���� 
� Y1

���� ��� ��� Y2 � 
������ 
��
 [0, 1]� ���
 �� ���������
� ����� �������� �� �� ����������� ���
�� ������ 
� �	���������� [0, 1 − Y1]� �� ���������� ����
 ���� (f̂k)k≥3�
*����
��� ����� ���
�������� �
� ���������'�� �� �����
 ��
 ���������
 ���������
 �����������

�	��� ��
 "�������� ��� 
���� 
� "��������
 
��� �� ��� ������ ����� ���
���������

����������� ���	�� ���� f̂ = (f̂n)n∈N ��� 
���� 
� ��������
 ���������
 � ������
 
��
 [0, 1]

� 
�
��������� PD(α, θ)� %���
 �� ���
�� ��� ��������� ��������� ����������� �#��� �����

�
��������� 
� "�������� f̂ � �2 f̂i �
� �� "�������� 
� ���� � �� �2 ��
 ����
 
��� �����
 
���� ����
���
 ����� �������� .� ���
 �� "������� 
#�������� p �

����� � ����� ��������� ��"� �����
�����
-�8�9� �
�

pα,θ(n1, . . . , nk) =
[ θ
α ]k
[θ]n

k∏
i=1

−[−α]ni 5#7

�2 [x]n =
∏n

i=1(x + i − 1) �� n =
∑

ni�
�� 
��� ����
 ��� ����� ��������� �
� ��� (α, θ)&����������
3�������������� 
��� f̂ = (f̂n)n∈N� 
���� 
� ��������
 ���������
 � ������
 
��
 ]0, 1] ����� ���∑

n f̂n = 1 �� ����� ��	�� ���
�� ��� 
���� 
� ��������
 ���������
 Yn ��
����
����
 ����� ���

f̂n = (1 − Y1) . . . (1 − Yn−1)Yn� ����
 
� f̂ �
� �� 
���� 
�
 "��������
 
�
 ����
 ������
 ���
��
�� ����

��� 
� ���
 ����� �������� 
	���  !� �� ���
�� �� ������ (α, θ) ��� ��� f̂ ��� ����

�
��������� PD(α, θ)�

B



�������� ���	��  ��� �� ����������� �� "��� ���� ��������� ��� �	�� � 
����
� fn > 0 ����
���� n ��� 
���� �� ���� ��

� ���
�
���� �� 
���� fi = 1/n ���� i ∈ {1, . . . , n} �� fi = 0 ����
i ≥ n + 1� *��� �
� ��

� �� 
���� 
�
 "��������
 
	���  !�

%��� �� 
������������ 
	 
	 �������	� �� �	�� �	 �����	� � ������
�	 "?$ �	��	 &# 	� &*� 	�
� "C$�

�������� ���	�� �� � �+�� ��� ���
�������� 
������ 
	���  ! 
� 
�
��������� pα,θ $
:��� 
	����
� "�������� �	������ 1 ���������� �� ������� ���� ��� �	�� ���� B1� �����
��
 ���
��
 n �������
 ������
 
� �������

��� �� b ����
 $ Πn = (B1, . . . , Bb)� �2 ������ ���� Bi � ����
���
���� ni� %���
 �� 
����� Πn+1 ��� �� ��� 
������� $
P({n + 1} 
��� 
��
 �� ���� Bi) = ni−α

n+θ

P({n + 1} "���� �� ������� ����) = bα+θ
n+θ �

%���
 Π ���
����� ���
� � �� 
�
��������� 
� "�������� ������ ��" ;<=��

�	
� �	 ���� 	 ��� �� 
��
�� 
��	
� 
	 �� ��� 
	 �� ��������� ����� 
��������	� �

���� ���
�
��
 �� �%!&'( �
 �%)*'(

���� 
	 ���������	� ���� ������ 
�1��� 
	�� ������	��� ��� �	� ����������� p − COAG 	�
p − FRAG ����  ��� �	 ��	� ��	 �	� �����


�������� ���
�	 ���� π = {A1, A2, . . .} ��� ��������� 
� N �2 ��
 ����
 Ai 
��� �����
 
����
���� ���
 ����� �������� ���� Π = {B1, B2, . . .} ��� ���������� ,� Π&����������� 
� π �
� ��
��������� 
��� ��
 ����
 
��� ��


⋃
j∈Bi

Aj ���� i ∈ N�
�� p �
� ��� ����������� 
�� P∞� �� 
����� �� ��#�� 
� ����
����� p − COAG(π, .) ����� ��

�
��������� 
	��� Π&����������� 
� π� ���� L(Π) = p�

�������� ���
�
 �� p = pα,θ ����� 
���� 
��
 �� �����
����� --�8�<� ����
 �� 
�� ��� Π �
�
��� (α, θ)&����������� 
� π�


�������� ���
�� ���� π = {A1, . . . , Ak}� 
��� p ��� ����������� 
�� P∞�  ��� m ∈ {1, . . . , k}�
�� ���� 
�
 ��������
 ���������
 ��
����
����
 Πm 
� ��� p� �� 
����� ����
 �� ��������� π

′

����� �� ��>������ 
� π �2 �	�� � 
����� ��
 ����
 Ai 
���� ��
 ����
 
� Πi� ,� 
�
���������

� π

′
�
� ����
 ����� p&/3%?(π, ·)� *��� 
����� �� "��� �� ��#�� 
� ����
����� 0��1�����

p&/3%? 
�� P∞�

�������� ���
�� �� p = pα,θ ����� 
���� 
��
 �� �����
����� --�8�<� ����
 �� 
�� ��� π
′
�
�

��� (α, θ)&"������������ 
� π�

�������� ���
��  ��� �� �����

�
 
� "������������ ������������ ���� ���� t′ > t ≥ 0� ��
���
�� ��� 
�������� ��� ����������� pt,t′ ����� ���� �� ���� �� ��� $ Π′(t) = pt,t′&/3%?(Π(t), ·)�
�� �� ���
 �� �����

�
 �
� �����'��� ����
 pt,t′ �� 
����
 ��� 
� t′ − t�

C



2�  � �����	���� ����
	� ��	���	� ����	� 
	 
��
��� 
��
	����� p��2:D 	� p�E>:D�

!���� ���
�� ���� Π ��� p1 ���������� Π
′
��� p&����������� 
� Π� ���� π1 = {A1, . . . , AK}

���� |Ai| = ai� π2 = {B1, . . . , Bk} ��� ��� π1 
��� �� ��>������ 
� π2 �� �� ���� ji =
card{l, Al ⊂ Bi}� %���
 �� ��� 4����� 
� Π �� Π

′
�
� $

P(Π = π1, Π
′
= π2) = p1(a1, . . . , aK)p(j1, . . . , jk)

%�	� 	� /� 	0	� �� � P(Π = π1) = p1(a1, . . . , aK) 	� P(Π
′
= π2 | Π = π1) = p(j1, . . . , jk)

��� 
�1������ 
	 ���
���� 
	 p��2:D� �

2� � �� �	��	 
� �.�	 ���	 ���� �	 ����� 
	 ���������� p�E>:D 8

!���� ���
�� ���� Π
′
��� p2 ���������� Π ��� p

′
&"������������ 
� Π

′
� ���� π1 = {A1, . . . , AK}

� π2 = {B1, . . . , Bk} ���� |Bi| = bi ��� ��� π1 
��� �� ��>������ 
� π2 $ π1 �
� ������ ��
��

��� ������ ���� Bi �� ji ����
 
� ������ ai1, . . . , aiji ����
�

∑
i ji = K�� %���
 �� ��� 4�����


� Π �� Π
′
�
� $

P(Π = π1, Π
′
= π2) =

k∏
i=1

p
′
(ai1, . . . , aiji)p2(b1, . . . , bk).

%�	� 	� ����	 ���� �	 �	��	 ���
�
	��� �� �
��� ��	 P(Π
′

= π2) = p2(b1, . . . , bk) 	�
P(Π = π1 | Π

′
= π2) =

∏k
i=1 p

′
(ai1, . . . , aiji) ��� 
�1������ 
	 ���
���� 
	 p�E>:D� �

����������� ���
�� ���� α ∈]0, 1[� β ∈ [0, 1[ �� θ > −αβ� ,�
 �����
�����
 
�������
 
���
�����������
 $
8� Π �
� ��� (α, θ)&��������� �� Π

′
�
� ��� (β, θ/α)&����������� 
� Π�

@� Π
′
�
� ��� (αβ, θ)&��������� �� Π �
� ��� (α,−αβ)&"������������ 
� Π

′
�

%�	� 	� 2� ������	 �	� 
	�� �	��	� ���
�
	��� ���� 
��
��	� �	� ���� F����	� 
	 Π 	� Π
′


	 
	�� ������	� 
�0��	��	� 8 
���	 ���� 	� ��������� ��	 Π 	�� ��	 (α, θ)���������� 	� Π
′

	�� ��	 (β, θc)�
���������� 
	 Π 	� 
�����	 ���� 	� ��������� ��	 Π
′
	�� ��	 (α

′
, θ

′
)����������

	� Π 	�� ��	 (αf , θf )������	������� 
	 Π
′
� /� ��������� �� ������	 5#7� ��� �
	���1
����� ��

���� 	 ��	 ���� � ������� �� 	� �	��	�	�� �� �	� �	������� ��� ���	� ����  ���1�	� 8
αf = α � θf/αf = −β� −α

′
= θf � θ

′
/α

′
= θc/β � θ

′
= θ � θc = θ/α� :���� �� θ

′
= θ� θc = θ/α�

α
′
= αβ� αf = α 	� θf = −αβ� �� � ��	� ������� 
	� ���� F����	�� �

�������� ���
� 8� .� ����� �����
������ �� 
�
��� �� ����������� ��� 
� Π �
� ��� (α, θ)&
��������� �� Π

′
�
� ��� (β, θ/α)&����������� 
� Π� ����
 Π

′
�
� ��� (αβ, θ)&����������

@� �� � ���� 
A� �� �+�� �����
����� ���� ��
 "��������
 $

� f � ���� 
�
��������� PD(α, θ) �� Π �
� ��� (β, θ/α)&���������� ����
 f

′
= (f, Π) � �����


�
��������� PD(αβ, θ)�
9� *��� ������ ��

� 
� ���
������ ��� (α, θ)&��������� � ������ 
	��� (0, θ)&��������� �� 
	���
(α, 0)&"������������ 
� ����� ����������
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	 �	���� 
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	 �<�
� 
����	 ���� 
� ���
	����� �	�� �� �	�� ���
 �	�� �	 ����	�� �	� ���� 
	 ���� 
	 
	 ���
	����

��� ���� � �� ����	 ���� 
��	������ 
	 ��3�� 	����
��	 	� �	 
��	�
	�� ��� 
� �	���� (�
�� �	 �	���	��� � ��	 ��������� � b ���
�� 
����	 ,����	� 
	 ���
� �	 �	�����	 � �� ���� 
	
���������� 1�� λb,k ��� �	 
��	�
 ��	 
	 b� ��������� 
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λb,k =
(k − 2)!(b − k)!

(b − 1)!
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P(Π∞(t + s) ∈ · | Π∞(t)) = (exp(−s), 0) − COAG(Π∞(t), ·)
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P(Π∞(t − s) ∈ · | Π∞(t)) = (exp(s − t),− exp(−t)) − FRAG(Π∞(t), ·).
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