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La théorie des processus de fragmentations échangeables s’inspire des problématiques ren-
contrées en astrophysique dans I’étude de la fragmentation d’étoiles. Cette théorie est aussi
trés liée a la théorie de la coalescence, bien qu’il n’y ait pas de dualité simple entre les deux.
D’un point de vue mathématique, les problémes liés & la fragmentation et & coalescence ont été
étudiés entre autres par Kingman [2], Pitman [1], Bolthausen et Sznitman [3|. Les processus
de fragmentation sont des processus de Markov & valeurs dans les partitions échangeables des
entiers naturels, et petit a petit, les blocs de la partition vont aléatoirement se séparer en plu-
sieurs blocs. La plupart des résultats concernant les processus de fragmentation, concernent
les fragmentations homogénes en temps, or, lorsque 'on s’intéresse par exemple au processus
de coalescence de Bolthausen-Sznitman, on voit qu’en retournant le temps, on obtient un
processus de fragmentation inhomogéne en temps. Il pourrait donc étre intéressant d’élargir
les résultats obtenus dans le cas homogéne au cas inhomogéne.

I Les fragmentations échangeables homogénes en temps

I.1 Les partitions échangeables

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser aux propriétés des variables aléatoires a valeurs
dans les partitions de N dont la loi est invariante par permutation. En effet, la loi des proces-
sus de fragmentations échangeables doit, par définition d’échangeabilité, étre invariante par
permutation. On se servira donc des résultats ci-dessous pour déterminer les propriétés des
processus de fragmentation.

Commencons tout d’abord par fixer quelques notations valables dans toute la suite.

Notation I.1.1 On notera N ’ensemble des entiers naturels non nuls.

Poo est l'ensemble des partitions de N.

Soit n € N. P, désignera l’ensemble des partitions de {1,...,n}.

Soit n > m deux entiers (éventuellement infinis). Soit Il € Py,. On notera Il},, la restriction
de Il a Py,

Soit n € N et m € P,,. On notera #m le nombre de bloc non vide de .

Définition 1.1.2 Une partition aléatoire 11, de {1,...,n} est dite échangeable, ce que l'on
notera une PE, si la distribution de 11, est invariante par permutation. Une partition aléatoire
IT de N est dite échangeable si pour tout n la restriction de I a {1,...,n} est échangeable.

Proposition 1.1.3 II,, est une partition aléatoire échangeable de {1,...,n}, si et seulement
s’il existe une fonction symétrique p telle que :

V{A1,..., Ay} € Pu P(IL, = {A1, ..., A}) = p(lA1],. ... |As)).



Proposition 1.1.4 Soit Il une PE de N et soient A1, Ao, ... les blocs de 11 rangés selon leur
plus petit élément. Alors pour tout j € N
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On note alors f = (f1, fa,...) la séquence ordonnée de fagon décroissante des (J/‘;)

Pour la démonstration, on peut se référer a celle de Kingman [2]. O

Cette propriété d’existence de fréquence asymptotique pour les blocs d’une PE est une
propriété remarquable qui nous servira de nombreuses fois dans la suite.

Notation I.1.5 Soit m € Puo. 7| = (|71], |m2], . ..) désignera la suite des fréquences ordonnées
selon le plus petit élément de .

Notation I.1.6 On notera S l’ensemble des suites (f;) ordonnées de facon décroissante de
[0,1] telles que Zj fi = 1, et on notera S ensemble des suites (f;) ordonnées de fagon
décroissante de [0,1] telles que Zj fi < 1. Ces deux ensembles seront munis de la topologie
induite par la convergence uniforme.

Remarque 1.1.7 S est un compact et S est dense dans S.

Théoréme 1.1.8 Soit v une mesure de probabilité sur S, on tire alors une variable aléatoire
f suivant v, puis on tire une suite de variables aléatoires i.i.d. X, a valeurs dans N tel que
P(X,=1)=fi et P(X,,=0)=1->", fi. On construit alors la partition aléatoire Il telle
que deux entiers distincts i et j sont dans le méme bloc si et seulement si X; = X; # 0. Ainsi
i formera un singleton st X; = 0. Alors ceci est clairement une PE dont la loi des fréquences
est v et de plus toutes les PE peuvent étre construites ainsi.

Pour démontrer ce théoréme, on peut se référer a Kingman [2]. Cette construction est
souvent appelé "paintbox process" (ou méthode des boites de peintures), on notera alors p,
la loi obtenu par cette construction sur Ps.O

Remarque 1.1.9 On remarque donc qu’un bloc d’une partition échangeable de N fini est
forcément réduit a un unique élément.



1.2 Définition d’un processus de fragmentation

Définition 1.2.1 Soit AC B C N et 7 € Py avec #1 = n. Soit 70) = (7)) i € {1,...,n}),
AON= Pp pour tout i. On considére alors la partition du i-éme bloc de m,m;, induite par 7@
i.e. 7T|(7Zr)l = 7,

Lorsque i décrit {1,...,n}, les blocs des 7@ forment les blocs d’une partition @ de A. Celle-ci
est notée FTCLg(?T,W(')) et appelée fragmentation de ™ par 7).

Notation 1.2.2 On notera 1 = (A,0,0,...) la partition constituée d’un seul bloc non vide.
On utilisera aussi cette notation pour l’élément de S, (1,0,0,...).
On posera aussi 10) = (1,1,...)

Remarque 1.2.3 [l est naturel d’employer la méme notation, car l’élément (1,0,0,...) de S
représente en fait la suite des fréquences de la partition (A, 0,0,...).

Proposition 1.2.4 On a Frag(w,10) = 7.
D’autre part, 'opération de fragmentation est compatible avec la restriction i.e. :

Frag(m, )}, = Frag(m,, "))

Lemme 1.2.5 Soit © une partition aléatoire échangeable de P,,. Soit (7)) i € {1,...,n}) une
suite 1id de partitions échangeables. Alors Frag(w, 7T(')) est une partition échangeable.

Définition 1.2.6 Fizonsn € NU{oo} et (II(t),t > 0) un processus de Markov a valeurs dans
Pr, continu en probabilité.

On dira que 11 est un processus de fragmentation échangeable si son semi-groupe est décrit de
la fagon suivante : pour tout t,t > 0 la loi conditionnelle de TI(t +t') sachant que TI(t) = 7
est la loi de Frag(m, 7['(')), ou 1) est iid, échangeables et ne depend que de t et de t'.

On dira que la fragmentation est homogéne en temps si la loi de 1) ne dépend que de t'.

Définition 1.2.7 On dira que (II(t),t > 0) est un processus de fragmentation standard si
I1(0) = 1.

Soit II un processus de fragmentation standard. Soit 7 € Pa. Si II1) = (H(i),i € N) est
une suite iid de processus de loi £(II), alors Frag(m, II)(t)) est la fragmentation issue de .
On peut donc se restreindre a étudier les processus de fragmentation standard.

Proposition 1.2.8 Si1I est une Poo-fragmentation alors 11}, est une Pp-fragmentation.
Réciproquement si 11 est un processus a valeurs dans P tel que chaque 11, est une Pp-
fragmentation, alors 11 est une Py -fragmentation.

I.3 Mesure d’un processus de fragmentation

Dorénavant on suppose que la fragmentation est échangeable et homogéne en temps.
Soit IT une Po-fragmentation. Soit n € N, 7 € P, /{1}, on définit :

1
¢r = lim ~P(IL,(t) = )
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La théorie des chaines de Markov homogéne & temps continu nous assure que cette limite
existe et que la famille des taux de saut (¢, ™ € P,/{1},n € N) détermine entiérement la loi
de II.

En effet, comme la loi du processus de fragmentation partant de = peut facilement se déduire
de la loi du processus de fragmentation standard, la connaissance de la famille ci-dessus suffit
bien a déterminer la loi de la fragmentation.

D’autre part, 'échangeabilité du processus de fragmentation entraine que si o est une permu-
tation de {1,...,n} alors ¢r = Gy(r)-

On introduit alors la notation suivante :
Soit m >n, m € Py,

Qmx = {n' e Pm,w{n =7} (1)

Proposition 1.3.1 Soit (¢, 7 € P,/{1},n € N) la famille des taux d’un processus de frag-
mentation homogéne I1. Il existe alors une unique mesure p sur Poo telle que p(Qoox) = ¢n
pour tout m € P, /{1}, n € N et (1) = 0. On appelle p mesure de fragmentation de 11, elle
détermine la loi de 11.

p est alors une mesure échangeable et pour tout n € N on a p({m € Poo, ), # 1}) < 00

Preuve : il suffit de vérifier I’additivité de la fonction qui & Qoo » associe gr. O

Ainsi la loi d’un processus de fragmentation homogéne se résume a la connaissance d’une
mesure sur Pa.

I.4 La construction Poissonienne

Dans ce paragraphe, nous allons partir d’'une mesure p qui vérifie les hypothéses d’une
mesure de fragmentation et nous allons donner une construction explicite d’un processus de
fragmentation ayant g comme mesure. Ainsi, on pourra énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 Soit i une mesure échangeable sur P avec p({m € Poo, T, # 1}) < 00
pour tout n € N et u({1}) = 0.

Alors il existe un processus de fragmentation homogéne ayant 1 comme mesure de fragmen-
tation.

Pour démontrer cela, il faut introduire la notion de mesure de Poisson.

Définition 1.4.2 On se donne un espace mesuré (E,E) et une mesure o-finie p sur cet es-
pace. On appelle mesure aléatoire de poisson d’intensité u, un processus M = (M(B), B € £).
M (B) est a valeurs dans N tel que :

Si p(B) < 00, M(B) suit une loi de poisson de paramétre u(B).

Si u(B) =00, M(B) = o0 p.s.

Si By,...,By, ... sont des parties mesurables deux o deuz disjointes, alors les variables aléa-
toires M (Bi),...,M(By),... sont indépendantes et M (UB;) = > M(B;).



Autrement dit, cela revient & se donner un nuage de points sur F tel que dans chaque
ensemble mesurable, le nombre de points suit une loi de poisson de paramétre la mesure de
cet ensemble. M (B) représente alors le nombre de points dans la partie B.

Pour construire une fragmentation de mesure p, il faut considérer une mesure de Poisson
M sur Ry ® Pso ® N d’intensité dt @ p ® f ot f est la mesure de comptage.
Si on appelle M™ la restriction de M a Ry @ P, /{1} ® {1,...,n}, I'intensité de la mesure est
alors finie sur l'intervalle [0, ¢], donc on peut ordonner les atomes de M™ suivant leur premiére
coordonnée. Si un atome de M™ est (s, 7, k), au temps s, le k-iéme bloc de 11}, se séparera en
plusieurs blocs selon .
On peut alors vérifier que cette construction est compatible avec 'opération de restriction et
que le processus de fragmentation ainsi construit posséde bien y comme mesure de fragmen-
tation.

1.5 Caractérisation par le taux d’érosion et la mesure de dislocation

Une mesure de fragmentation p est par définition une mesure échangeable. Comme pour
les lois échangeables, il est facile de voir que toute partition possédera p-p.s. une suite de
fréquences asymptotiques s € S.

Le but de cette partie va étre de décomposer p en deux mesures, l'un caractérisant p sur
I’événement s = 1 et 'autre sur I’événement complémentaire. L’événement s = 1 donnera
naissance a une partition constituée d’un seul bloc non réduit a un singleton, on appellera
mesure d’érosion la mesure p restreinte a cet événement. La mesure u restreint a I’événement
s # 1, donnera quant elle naissance a des partitions possédant plusieurs blocs infinis, on ap-
pellera cette mesure, mesure de dislocation.

Plus précisément on a le théoréme suivant :

Théoréme I1.5.1 On note e; = {{i}, {N/{i}}} et e =), .. C’est une mesure sur Pso.
On dit aussi que v, mesure sur S est une mesure de dislocation si :
v(1,0,0,...) =0 et [5(1—s1)v(ds) < oco.
On rappelle que p, est la mesure sur Poo obtenu en appliquant le "paintbor process” a v.
Alors si o est une mesure de fragmentation, il existe ¢ > 0 et v mesure de dislocation tels
que :

n=ce+ py.

De plus on a que la restriction de p o {m € Px|m| =1} est ce et celle a {m € Pxo|m| # 1} est
Pv-
1.6 Loi d’un fragment marqué

Une application de la décomposition ci-dessus est par exemple de calculer la loi de la
fréquence du bloc contenant entier 1, |II1(¢)|, au cours d’une fragmentation échangeable
standard.

Rappelons d’abord la définition d’un subordinateur



Définition 1.6.1 Un subordinateur est un processus o = (o(t),t > 0) a valeurs dans [0, 0c],
0(0) =0, continu & droite tel que ses accroissements soient indépendants et stationnaires.

Proposition 1.6.2 Soit o un subordinateur. On note ( = sup{t > 0,0y < 0o}. Alors il existe
une fonction ¢ positive telle que

Vq,t >0, Elexp(—qoy),( > t] = exp(—té(q))

¢ est l’exposant de Laplace de o.
#(0) est la tauz de mort du subordinateur; le subordinateur vaudra donc linfini au bout d’un
temps qui suit une loi exponentielle de paramétre ¢(0).

Revenons au calcul de la loi de |II;(¢)]. On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.3 |I1;(t)| peut étre représenté sous la forme exp(—oy) o o est un subordina-
teur d’exposant de Laplace

o(a) = clg+ 1) + /S (1= 5 s )u(ds)
=1

La démonstration de ce théoréme utilise 1’égalité suivante :
P11 (t) = 1] = B[ (t)[").

Celle-ci s’obtient en conditionnant par [II;(¢)|. Puis on remarque que I'événement {114 (t) =
1} correspond, en regardant la construction Poissonienne, & une absence d’atome de la mesure
de Poisson dans la partie [0,t] X {7 € Poo, mp11(t) # 1} x {1}.0

Cette formule permet par exemple de caractériser les processus de fragmentation dont la
suite des fréquences est propre, i.e. ou Y .o, |m| = 1.

Proposition 1.6.4 On a :

Vit > 0 P(II(t) est impropre ) =0< (¢ =0 et V(Z si < 1)=0)

(2

En effet il est facile de voir que

vt > 0 P(II(¢) est impropre ) =0 < ¢(0) =0 0.

IT Le processus de coalescence de Bolthausen-Sznitman

Dans ce paragraphe nous allons présenter un type particulier de processus de coalescence,
le processus de coalescence de Bolthausen-Sznitman, et nous allons voir, que si on retourne
le temps, alors on obtient un processus de fragmentation échangeable inhomogéne en temps.
Nous allons dans les deux premiéres parties commencer par définir des notions utiles par la
suite.



II.1 Les (o, 0)-partitions

Les (a, 0)-partitions sont des partitions aléatoires échangeables particuliéres, mais que ’on
rencontre lorsqu’on étudie le processus de coalescence de Bolthausen-Sznitman.

Définition I1.1.1 Soient 0 < a <1, 0 > —a. Soit (Y,,)n>1 indépendants de loi (1 — «, 6 +
na). On pose :

A=Y fo= (1-Y1)...(1=Y,1)Y, f= (ﬁz)nzl

Alors ), ﬁ < 1. Soit f = (fn)n>o0 la suite ordonnée de facon décroissante des ﬁl On dit alors
que f a une distribution de Poisson-Dirichlet de paramétre (c,0). On notera cette distribution
PD(a,0).

Rappel 11.1.2 On rappelle qu’une loi 5(a,b) a pour densité

I'la+b) ,_ _
Wl’a 1(1 — JI)b 11[071]d.'13

Remarque I1.1.3 Il faut bien voir que la construction de f a laide des variables (Yy)n>1
est en fait assez naturelle. En effet, on choisit d’abord fl entre 0 et 1 avec une certaine loi Y7,
puis il faut alors choisir fQ dans lintervalle qui nous reste pour que la somme soit majorée
par 1, c¢’est a dire entre 0 et (1 —Y1). On tire donc une variable aléatoire indépendante de Yy
avec une loi Yy a support dans [0, 1], puis on renormalise cette variable en la multipliant par
la taille de lintervalle [0,1 — Y1]. On recommence alors pour (fi)g>3.

Cependant cette construction est particuliére et toutes les partitions aléatoires échangeables
n’ont pas forcément une suite de fréquences dont la loi vérifie cette construction.

Proposition I11.1.4 Soit f = (ﬁb)nGN une suite de variables aléatoires & valeurs dans [0, 1]
de distribution PD(a, 9) Alors il existe une partition aléatoire échangeable ayant comme
distribution de fréquence f, ot fl est la fréquence du bloc 1 et ot les blocs sont rangés selon leur
plus petit élément. De plus la fonction symétrique p associée a cette partition (cf. proposition
1.1.3) est
[k T
Pao(n1, ..., ng) = O‘—H (2)

"oi=1

??‘

ou [zl =] (x+i—1) et n="> n,.

On dira alors que cette partition est une («, 0)-partition.

Réciproquement, soit f (ﬁz)nGNy suite de variables aléatoires a valeurs dans |0, 1] telle que
Z fn = 1 et telle qu’il existe une suite de variables aléatoires Y, indépendantes telle que
fn =(1-Y))...(1=Y,1)Y,, alors si f est la suite des fréquences des blocs (rangés par

ordre croissant du plus petit élément) d’une PE, il existe un couple («,0) tel que f ait pour
distribution PD(a,0).



Remarque 11.1.5 Pour la réciproque, il faut bien remarquer que [’on a supposé fp, > 0 pour
tout n car sinon on peut aussi considérer la suite f; = 1/n pour i € {1,...,n} et fi =0 pour
i >n+ 1. Ceci est aussi la suite des fréquences d’une PE.

Pour la démonstration de ce théoréme, on peut se référer a I'article [5] lemme 12 et 13, et
a [8].

Remarque I1.1.6 On a méme une construction directe d’une PE de distribution pag :
Tout d’abord, forcément l’entier 1 appartient au premier bloc que l’on note By. Supposons que
les n premiers entiers se répartissent en b blocs : 11, = (B, ..., By), ot chaque bloc B; a pour

cardinal n;. Alors on définit 1,41 par la loi suivante :

P({n + 1} soit dans le bloc B;) = e

P({n+ 1} forme un nouveau bloc) = bﬁfg.

Alors I construit ainsi a la distribution de fréquence voulue (cf [4]).

Ceci se prouve par un calcul direct de la loi de la partition ainsi construite. O

I1.2 Définition de p-COAG et p-FRAG

Dans ce paragraphe, nous allons définir deux opérateurs sur les partitions, p — COAG et
p — FRAG puis voir le lien que les unit.

Définition I1.2.1 Soit m = {A;, Aa, ...} une partition de N o les blocs A; sont rangés selon
leur plus petit élément. Soit II = {By, Ba,...} une partition. La II-coagulation de m est la
partition donc les blocs sont les UjeBi Aj pour i € N.
Si p est une probabilité sur Poo, on définit le noyau de transition p — COAG(w,.) comme la
distribution d’une Il-coagulation de mw, avec L(II) = p.

Notation I1.2.2 Si p = p, g comme défini dans la proposition I1.1.4, alors on dit que 11 est
une (a, 0)-coagulation de 7.

Définition I1.2.3 Soitm = {Ay, ..., A}, soit p une probabilité sur Ps. Pourm € {1,... k},
on tire des vartables aléatoires indépendantes 11" de loi p. On définit alors la partition 7
comme le raffinement de T ot l'on a séparé les blocs A; selon les blocs de 1I'. La distribution
de 7' est alors notée p-FRAG(7,-). Ceci définit en fait un noyau de transition Markovien

p-FRAG sur Po.

Notation I1.2.4 Sip = p, g comme défini dans la proposition 11.1.4, alors on dit que 7 est
une (o, 0)-fragmentation de .

Remarque I1.2.5 Pour un processus de fragmentation échangeable, pour tout t' >t >0, il
existe par définition une probabilité p, . telle que, en loi, on ait : II'(t) = p,y-FRAG(IL(t), -).
St en plus le processus est homogéne, alors p,y ne dépend que de t' —t.



On va maintenant énoncer quelques régles de calculs concernant p-COAG et p-FRAG.

Lemme I1.2.6 Soit IT une py partition, I une p-coagulation de I1. Soit 7 = {A1, ..., Ag}
avec |A;| = a;, ma = {Bi1,...,By} tel que m soit un raffinement de mo et on note j; =
card{l, A; C B;}. Alors la loi jointe de 11 et TI est :

/

P(Il = m,IT =m9) =pi(a1,...,ax)p(Ji,---,Jk)
Preuve. En effet on a P(I = 71) = p1(a1,...,ax) et PAT =m | T = m1) = p(j1,- -, k)
par définition de I'action de p-COAG. O
On a un lemme du méme type pour le noyau de transition p-FRAG :

Lemme I1.2.7 SoitII une po partition, I une p -fragmentation de 11 . Soit m = {Ay,..., Ak}

, mo = {Bi1,..., B} avec |B;| = b; tel que w1 soit un raffinement de 7o : w1 est obtenu en
cassant chaque bloc B; en j; blocs de taille a1, ..., a5 (ainsiy_,j; = K). Alors la loi jointe
de 11 et I1 est
k
P(H = 7T1,H/ = 71'2) = Hp,(aﬂ, ce ,aiji)pg(bl, ey bk)
i=1
Preuve. Comme pour le lemme précédent, on écrit que P(II' = ) = po(by, ..., by) et

P=m |II =m) = Hlep/(aﬂ, ..., a4,) par définition de I'action de p-FRAG. O

Proposition I1.2.8 Soit o €]0,1[, 8 € [0,1] et § > —af. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1° 11 est une (o, 0)-partition et 11 est une (3,6 /a)-coagulation de 1.

2011 est une (a3, 0)-partition et II est une (o, —af3)-fragmentation de .

Preuve. On utilise les deux lemmes précédents pour calculer les lois jointes de IT et IT
de deux maniéres différentes : d’une part en supposant que II est une (o, 6)-partition et I
est une ([, 6.)-coagulation de II et d’autre part en supposant que I’ est une (a/, 9/)—partition
et IT est une (ay, 6)-fragmentation de IT. En utilisant la formule (2), par identification on
trouve que 'on a égalité si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :
af=a, /oy =P, —a' ' =0;,60/a =0./8,0 =0 ,0.=0/a. Ainsisi 0 =0,0, =0/,
a =aff, ay = aet 0y = —af3, on a bien égalité des lois jointes. O

Remarque I1.2.9 1° De cette proposition, on déduit en particulier que si I1 est une («,0)-
partition et I est une (8,0/a)-coagulation de 11, alors I est une (af, 0)-partition.

2° On a bien sir la méme proposition pour les fréquences :

si f a pour distribution PD(c,0) et II est une (3,0/a)-partition, alors = (f,II) a comme
distribution PD(af3,0).

3° Ceci permet aussi de construire une (cv, 0)-partition & partir d’une (0, )-partition et d’une
(a, 0)-fragmentation de cette partition.



I1.3 Définition du coalescent de Bolthausen-Sznitman

Nous allons donc enfin définir le processus de Bolthausen-Sznitman et montrer que, via
un retournement de temps, c’est un fragmentation inhomogeéne en temps.

Le processus de coalescence de Bolthausen-Sznitman est un processus de coalescence o,
a chaque saut du processus, seul un seul bloc peut se former. Les taux de saut de ce processus
d'un état & un autre sont déterminés de fagon explicite et ne dépendent pas du temps. Si
on se restreint & une partition a b blocs, chaque k-uplet de blocs se regroupe & un taux de
transition fixé Ay ;, qui ne dépend que de b. Lorsqu’on dit que chaque k-uplet se regroupe a un
taux A, cela signifie que pour tout k£ € {2,...,b}, pour tout sous ensemble I, = (i1,...,1%)
a k éléments de {1,...,b}, on tire une variable exponentielle X, de paramétre )y, de facon
indépendante, on prend alors la plus petite d’entre elles :
X1, = min{XIk,Ik sous ensemble & k éléments de {1,...,b}, k € {2,... ,b}} =ty et, au
temps g, I’ensemble des blocs de II,,(¢, ) d’'indice m € Iy se regroupera dans un méme bloc.
Et dans le cas du coalescent de Bolthausen-Sznitman, on a :

(k=26 —k)!
Abe = (b—1)!

Proposition I1.3.1 La suite des fréquences d’un processus coalescence de Bolthausen-Sznitman
standard au temps t a comme distribution PD(exp —t,0).

Et on en déduit aussi la forme du semi-groupe de Mo (t) :
P(Iloo(t +5) € - [ Hoo(t)) = (exp(—s),0) — COAG(Ilso(t), )

Pour une preuve, on peut se référer a [6].

Proposition I1.3.2 On posséde aussi la loi d’un processus U-coalescent standard a un instant
donné t — s sachant son état & un instant t ultérieur. Soit s < t alors

P(lloo(t — 5) € - [ Moo (t)) = (exp(s — 1), —exp(—t)) — FRAG(Io(t), -)-

Preuve. Cela se déduit directement de la proposition I1.2.8 qui donnait une relation sur les
actions de p-COAG et p-FRAG. En effet 1o (¢ — s) est une (exp(s —t), 0)-partition et 1o (%)
est une (exp(—s),0)-coagulation de Il (t — s), donc en appliquant la proposition 11.2.8, on
en déduit le résultat voulu. O

Ainsi, le processus de Bolthausen-Sznitman via le retournement de temps est une frag-
mentation, mais celle-ci est inhomogéne en temps puisque le réel ¢ apparait dans le noyau
de transition de t & t — s. L’¢élargissement de la théorie exposée dans le paragraphe I au cas
inhomogéne permettrait de I’appliquer a ce processus et peut-étre d’en déduire de nouvelles
propriétés en utilisant des méthodes propres aux processus de fragmentations.
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