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Ce mémoire est principalement basé sur le résumé de la preuve de la corrélation gaus-
sienne par Franck Barthe dans le séminaire Bourbaki [1].

1 Lois gaussiennes et vecteurs gaussiens

Sur R, la loi gaussienne N'(m, 0?) de moyenne m et de variance o2 est la loi & densié :
1 _ (@=m)?
e 202 du.
V2mo?

Pour les dimentions supérieures, on a la définition suivante :

Définition 1.1. Soit v une mesure sur R”. On dit que 7 est une mesure gaussienne si
son image par toute forme linéaire est une mesure gaussienne sur R.

On a une definition équivalente pour les vecteurs aléatoires :

Définition 1.2. Soit X un vecteur aléatoire. On dit que X = (X7, ..., X,,) est un vecteur
gaussien sur R” si la loi de toute combinaison linéaire des X; est gaussienne sur R. On
note alors : X ~ AN (m,C) ot m est la valeur moyenne de X et C' est sa martice de
covariance, i.e. Vi,j C;; = Cov(X;, X;).

Remarque. Vérifions qu'une loi gaussienne est caractérisée par sa moyenne et sa matrice
de covariance. Pour cela, on calcule le fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X,
en remarquant que : V§ € R™ ¢x (&) = ¢ x)(1). Or, (£, X) est de moyenne ({,m) et sa
variance se déduit de C' :

0'2 = VCLT((f, X)) = Z&ijOU(Xi, Xj) = Z@-@-CM = <§, Cg)
i,j 1,
Par la transformée de Fourier d’'une gaussienne en dimension 1, on en déduit que :

ox(§) = e,

La loi de X est donc déterminée par m et C.



De plus, par le calcul de la variance ci-dessus, on a la proposition :

Proposition 1.1. Soit X un vecteur aléatoire et C' sa matrice de covariance. Alors
(&,0¢) =Var({(,X)) >0, et donc C' est symétrique positive.

Ezemple 1.1. Si X1, ..., X,, sont indépendants tels que X; ~ N(m;, c?), alors
(X1, Xa) ~ N (m, diag(o?, .., 52))

Proposition 1.2. Soient G; ~ N (0,1), 1 <1i < n indépendantes. Alors
G = (Gy,...,Gn) ~ N(0,1,) et pour tout m et C >0, m +VCG ~ N(m,C). Si de plus,
C est inversible, la loi de X est a densité :
1 T—m, “Lz—m
N(m,C)(dx) = T
2mddet(C')

Démonstration. Tout d’abord, par 'exemple 1.1, G ~ N(0,1,). Soit m € R™ et C' > 0
et X = m ++/CG. On remarque que les composantes de X sont des combinaison affines
des composantes de G, donc X est bien un vecteur gaussien. Par linéarité, E(X) = m et
pour 1 <i4,5 <n:

Cov(X;, X;) = Cov(X; —my, Xj —my)
= COU(Z(\/E)MGk, Z(\/E)j,lGl)

Donc X ~ N(m,C). Calculons la loi de X dans le cas ot C est inversible : soit f > 0
mesurable :

E(f(X)) = E(f(m + VCQ))
= /f(m—|— \/Eg)dpgl(gl>mdPGn<gn>

g _e2dg...dg,
:/f(m—i-\/ag)e?...e 2%
:/f(er\/ag)e—'gQ' N

On applique ensuite la formule du changement de variable en posant z = m + v/Cg (qui
est valable car C est inversible) :

/f _ve- (x m)HQdet(\/E_l) dxd

V271

_ (x— mC'_l(z m)) d$
[z a
V21 \/det(C




O

Maintenant que les définitions sont posées, il est important pour la suite de remarquer
que, pour les vecteurs gaussiens, il y a une équivalence entre indépendance et décorrélation,
au sens précis suivant :

Proposition 1.3. Soit {Y9W) ~ N(m;,C;),1 < j < p} des vecteurs aléatoires et X =
(Y(l), e Y(p)) la concaténation des YY) . Supposons que X est encore un vecteur gaussien.
Alors les YU) sont indépendants si et seulement si Vi # j,Vk,1 : C’ov(Yk(l)7 Yl(j)) =0.

Démonstration. 11 suffit de montrer la réciproque : il suffit de calculer la fonction carac-
téristique de X. Par hypotheése, la matrice C' de covariance de X est diagonale par blocs,
ce qui donne :

p  (§5,C5€5)
2

¢X (517 ceey fp) = 6iz§:1<§j7mj)€_ =t

P
= [[¢vo (&)
j=1
Donc les Y sont indépendants. O

2 Conjecture de corrélation gaussienne

2.1 Enoncé de la conjetcure

Théoréme 2.1. Soit A et B deuxr convezes symétriques de R", et v une mesure de
probabilité gaussienne centrée sur R™, on a alors

Y(AN B) > ~v(A)y(B)

Remarque. On peut toujours supposer que C>0. En effet, on considére une suite de vec-
teurs gaussiens (Xj)g>o de loi NV, (0, C—i—%]n). Pour k assez grand, C—l—%[n est inversible, de

(6.(C+ 1))
plus la suite (X;); converge étroitement vers X. En effet ®y, () =e™— == — &x(€),

on conclut par le théoréme de Levy. Dans la suite, on suppose que C' > 0.

Remarque. D’aprés la proposition 1.2, si v a pour matrice de covariance C', alors v est la
mesure image de 7,, la mesure gaussiene standard sur R", par ’application linéaire

X s VCOX
V(AN B) > 1(A)y(B) <= % ((VC A)n(VC 'B))>7.(VC  Ay.(VC 'B)

Donc il suffit de montrer la conjecture pour la mesure gaussienne standard.



Définition 2.1. Soit f : R — R. On dit que f est quasi-concave si les ensembles de
niveaux A; := {y € R™; f(y) > t} sont convexes, Vt € R.

Exemple 2.1. Toute fonction concave sur R est quasi-convave, mais la réciproque est

fausse :
x|

x> el
est quasi-concave mais n’est pas concave.

On peut reformuler le théoréme 2.1 avec les fonctions quasi-concaves;

Théoréme 2.2. Soient f et g deux fonctions paires et quasi-concaves sur R™. Alors

/ fgdoyn = / fdv / gdyn

En effet, il est facile de voir que le théoréme 2.2 implique le théoréme 2.1 (il suf-
fit de prendre les fonctions indicatrices des convexes), montrons la réciproque. Soient f
et g deux fonctions paires quasi-concaves. On pose A; := {y € R"; f(y) >t} et B, :=

{y e R g(y) > t}.

[ got = [ [1a@it [ 1p, @i
= /R /R / La, (2)dyn(w)dsdt car f(r) = /tgm) dt = /R g, (z)dt
:/R/R%(AmBs)dsdt
> / / (A (B, ) dsdt

= / fdom / gdyn

2.2 Approximation par des polytopes

Définition 2.2. Un polytope A dans R™ est un corps convexe fermé qui s’écrit sous la

n

forme d’une intersection finie de demi espaces, A = () {x € R"; (z,u;) < a;}, pour des
i=0

vecteurs u; € R™ et des réels (a;)1<i<n.

Le but de cette partie va étre de montrer que 'on peut se contenter d’étudier la
corrélation gaussienne sur les polytopes.

Définition 2.3. Soit K C R"™. Le polaire de K est ’ensemble :
K°={yeR"(zy) <1,Vxr € K}
Théoréme 2.3. Soit K un convezxe fermé symétrique non vide. Alors K = K°°.

4



Démonstration. La premiére inclusion K C K°° est facile & voir. Montrons l’autre inclu-
sion. Soit xg ¢ K. Comme K est fermé, par le théoréme de Hahn-Banach, il existe y € R”
et v € Rtel que Vo € K, (z.y) < o < (xo.y). Comme 0 € K |, a # 0, quitte alors a diviser
par «, on peut supposer que o = 1. Ainsi y € K°, et (y,z9) > 1, donc zq ¢ K°°. ]

Théoréme 2.4. Soit K un corps convexe symétrique. Il existe une suite décroissante de
polytope symétrique K, tel que K = (| K,.
neN

Remarque. _On peut toujours supposer que les convexes étudiés sont fermés, puisque
Y(K) = v(K).

Démonstration. Soit (x,),>0 une suite de points dense dans K°. On pose :

() {z e R [(wa)| <1}

0<i<n

Il est clair que la suite des polytopes (K,),>0 est décroissante, et que K°° C K,,. Or par

le théoréme précédent K = K°° donc K C () K,. Récirpoquement, si z € (] K, par
neN neN
densité de (z,)n>0 on a que Yy € K°, (z.y) <1 donc z € K*° = K. O

I1 suffit alors de prouver la corrélation gaussienne pour les polytopes. En effet, si A et
B sont deux corps convexes symétriques, on les approche par deux suites décroissantes de
polytopes symétriques (A, )n>0 et (Bp)n>0- On a alors :
VANB) = lim v(A,NBy) > lim y(Ay)v(Bn) = 7(A)y(B)

n—-+o0o n—-+00

Remarque Soient A et B sont deux polytopes symétriques de R?, tels que
A= ﬂ {z € R"; |(z,u;)| <1} et B = ﬂ {x € R";; {z,u;)| < 1} ott u; € R Soit Y

i=n1+1
un vecteur aléatoire sur R? de loi 7. On a :

YANB) 2 1(A)(B) < B(¥i, (V)| < 1)
> P(Vi < na, [(Yous)| < DB > ny, |[(Yaus)| < 1)

En posant X; = (Y,u;), (qui est gaussien car ses composantes sont des combinaisons
linéaires de celles de Y) on en déduit que la corrélation gaussienne est équivalente au
théoréme suivant :

Théoréme 2.5. Soient 1 < ny < n deux entiers et X = (X1, Xo, ..., X;,) un vecteur gaussien
centré a valeurs dans R™. Alors

P(maX|X|<1)>IP’(maX |1 X <1)P (max |1 X, < 1)

1<i<n n1<i<n



3 'Transformée de Laplace

3.1 Définition et propriétés
Définition 3.1. Soit v une mesure finie sur R’. La transformée de Laplace de 7 est
définie par :

L,: R — R

N [ exp(—(z, \))dy(x)

n
R%

Remarque. Si X est un vecteur aléatoire, sa transformée de Laplace est celle de sa loi :

Lx(\) = / exp(—(z, A))dPx () = E(exp(—{z, A)))

n
Théoréme 3.1. L’application : L : v+ L., est injective.

Démonstration. On traite le cas n = 1 pour simplifier les écritures, mais le cas général se
traite de la méme maniére.

Soit v une mesure signée finie sur R* telles que Ly = 0, i.e. VA > 07/ e Mdy(z) = 0.
R+
On pose f :x +— e~ *, puis on applique la formule de transfert :

| i@ = [ swiaw

= / trdu(t)
0,1]

ol v est le mesure image de 7 par f qui est donc une mesure signée finie sur |0, 1]. Par
linéarité, en évaluant la transformée de Laplace sur les entiers, on voit que VP € R[X],

/ Pdv = 0.
10,1]

On va en déduire que v est la mesure nulle. Soit ¢ une fonction continue sur le segment
[0,1]. Par le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,),>o de polyndmes qui tend
uniformément vers g sur le segment [0, 1] (dans le cas général, il faut appliquer le théoréme
de Stone-Weierstrass pour avoir la densité des polyndmes a plusieurs variables). Comme v
est une mesure finie, la convergence uniforme sur [0, 1] donne la convergence des intégrales :

/ P,dv — gdv.
10,1] 10,1]

Donc / gdv = 0. On va maintenant passer aux indicatrices.
10,1]

Soit [a,b] C]0,1] (a > 0). Choisissons g, continue sur [0, 1] comme ci-dessous :



‘a—l a b b—I—%'

On a convergence ponctuelle : g,(x) — Ljap) (). De plus, Vn € N, Vz, g, (x)] < 1 qui
est intégrable car v est finie. Donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :

gndv —> /]l[a,b}(x)dy = v([a, b]).

Donc v([a,b]) = 0. Comme les segments forment un 7-sytéme qui engendre la tribu
borélienne, v = 0. Donc ~ est la mesure nulle, donc L est injective. O]

3.2 Application aux lois gaussiennes

Pour prouver l'inégalité de corrélation, il va étre intéressant d’étudier les carrés de
veceurs gaussiens. On va commencer cette édute en regardant leur transformée de Laplace.

Lemme 3.2. Soit X ~ N(0,C) un vecteur gaussien. On pose Z = (XTf,..., XTE) On a
alors :

VYA ERS, Lz(\) = det(I, + AC)~V2,

ot N = diag(\y, ..., \,). St C >0, la loi de Z est alors a densité par rapport a la mesure
de Lebesgue.

Démonstration. Par la proposition 1.2, le vecteur vCG, oit G ~ N (0, I,,), suit la méme
loi que X. On a donc :

L;(\) = E[e‘ ?mxj] _ E[e—aX,AX)} _ E[e—%(\FCG,A\FC@]

:E[e—ga,\@m@a)} :/ o 3 VOAVCTy) ,— ) dy
n (2m)n/2
dy

- / ¢~ b, My) Gy O M=1,+VCAVC >0
Rn

1 d
= e*§<x’x>det(\/M)*1—x en posant r = v My
R (2m)n/2

= det(I, + VOAMC) V2 = det(I, + AC) V2,
la derniére égalité découlant de la propriété du polynome caractéristique : xap = XBa-

Regardons maintenant le cas ot C' > 0. On prend un rectangle de R : R = H[ai, b;] C
i=1



R, et on regarde :

P(Z € R) = P(XT% e [ay, b1, X; € [an,bn]> = Y IP’(XZ- € &[\2a;, \/2_1%])

ec{£1}m
-3/ b
ec{£1}n [Tz, eilv2ai,v/2bi] (271')”61625(0)
— Z / H o—(CTlevzeVz) 2 en posant ; — e1y/75,
ec{£1}n [Tisqaisbi] 524 2z (27T)nd€t(0)

ol € - \/z = (€;4/Z;)1<i<n- Donc, on a :

det(C) 12 (47) /2 (O en/re
d]Pz(Z) _ ]1]0,+OO[(Z) ( 1—)[71 ( Z'> Z e (€ ley/z,e ﬁ)dz — f(Z)dZ
i=1 \/_l ee{x1}m

O

Pour la suite, on aura besoin de connaitre une classe un peu plus générale de trans-
formées de Laplace.

Lemme 3.3. Fizons k € N* et C' > 0.Alors il existe une mesure de probabilté v dont la
trasformée de Laplace est :

VA € RY, L,(\) = det(I, + AC) 2.

Si C' > 0, v est une mesure o densité par rapport & la mesure de Lebesque : dvy(z) =

hieyo(2)dz.

Démonstration. Dans le cas k = 1, on retrouve la variable aléatoire construite au lemme
précédent. Si k est quelconque, on prend k copies indépendantes de 7 : 77, ..., Z,. On a
alors :

k
Lzvnz,(N) =[] L2 = det(I, + AC) />,
=1

De plus, si C > 0, la loi Z; est a densité, et alors la loi de Z; + ... + Z; aussi car :
APz 4. 4+7,(2) = [ *...% f(2)dz. Ainsi, hyo = k. O

Les lois consrtuites ci-dessus s’appellent des lois gamma. Malheureusement, cette
construction ne permet pas d’obtenir des propriétés précises sur hy/o. On va donc dé-
velopper une théorie plus générale sur ces loi.



4 Lois gamma

4.1 Lois gamma en dimension 1

Définition 4.1. Soit o, f > 0. On définit la loi gamma en dimension 1 par :

dy(o, B)(z) = ﬁae%alﬂm%.

Cependant, pour la suite on prendra toujours § = 1, et on notera vy(«) = y(«, 1).

Remarque. Pour correspondre aux lois obtenues au lemme 3.3, une loi gamma en dimension
1 doit avoir pour transformée de Laplace : £,(\) = (1 4+ X\)~*. Vérifions que la définition
ci-dessus convient :

dx
L o) = —(A Dz, .a—1
() /R+ € € ()

a—1
_f vy dy 1
/}R+ e 010 T(a) en posant y = (1 + \)z

=1+

En particulier, cela implique : y(a) * y(5) = y(a + B).

Les lois gamma ainsi définies peuvent s’obtenir comme carrés de loi gauusiennes cen-
2

trée : en effet, si G ~ N(0,1), on a vu que - ~ 7(5), et en sommant k copies indé-

pendantes de %2, on obtient une variable aléatoire de loi v(k/2). Pour cette raison, ces

lois sont aussi appelées lois gamma centrées. Que se passe-t-il si on part d’une gaussienne
non-centrée ? Regardons la transformée de Laplace que 'on obtient : soit G ~ N (m, 1).
On a, par la formule de transfert :

-m? a2 dx
—e 2 N e~z T
R

m2

Donc en sommant k copies indépendantes de %2, on obtient la transformée de Laplace :

km2 A

Lz(A) = (1+A) e 2w,

On pose donc la définition :



Définition 4.2. Une mesure de probabilité v(«,y) sur Rt est une loi gamma de para-
metres o et y si :

ﬁw(a,y) = (1 + /\)_aeiy“%.
Siy # 0, v(a,y) est une loi gamma non centrée.

On va maintenant construire des variables aléatoires suivant ces lois gamma non cen-
trées. Pour cela, on a la proposition :

Proposition 4.1. Soit « > 0 et y > 0. Il existe une variable aléatoire Z telle que
Z ~ ~(a,y). De plus, on a :

anrnfl yn
— — -y g
d/}/(a7 y) <I> - — € F(Oé + n) € n' d‘r - ga,y(x)dx
Remarque. Si a > 1, on a les propriétés :
Vo >0, goy(r) <21+ 2)2*7! et 0290y = Ja—1,y — Yay (1)

Démontrons la majoration :
On a I'(z) > 3, Vo € R, En effet T est convexe sur R;. Or I'(1) = I'(2) = 1 donc
elle présente un seul minimum entre 1 et 2. Donc il suffit de la minorer entre 1 et 2. Soit

zr €[1,2],ona
I'(z+1)

[(x) = " >

e .
5 2

N | —

car elle est croissante sur [2, +oo.
Doncsia>0etn €N on a

Fla+n) > (n— 1) «)

1

. . n
Ainsi =%

Tlatm) = 22€” sin > 1, et par suite F(;’“’—fm) < 2(1+ z)e”,Vn € N. Finalement,

a—1_—x _— - z" yn
foa(a) ="l Y s

n=0

<2(1+z)* e S L
n!

n=0

=2(1 +z)z* !

Démonstration. Soit (X, ),>1 une suite de variables positives i.i.d et N une variable in-
dépendante des X,, qui suit le loi de Poisson P(y). On va alors regarder la variable

10



S = Z X;, dont la transformée de Laplace est :

1<i<N
Ls(\) = / e dPg(x)
R+
= ZIP’(N = n)/ e MdPg(z|N = n)
n=0 R+

= ZIP’(N = n)/ _MdIP’ZKKn .(z) car N est indépendante des X,
R+

= 2PV = mBfe Tz X = 37 e VIRl N = erEn

n=0

On voudrait alors que Lx,(\) = 1 +A’ donc on prend les X, tels que X,, ~ (1). Pour
trouver la transformée de Laplace recherchée, on prend une variable nouvelle X, indépen-
dantes des autres variables et telle que Xy ~ () et on regarde Z = Xy + S. Cela donne
alors :

£2(0) = Lx,(NLs(N) = (14 N) e/ = (14 0) e s,

De plus, si on prend A un borélien :

P(Z € A) = ZIP’ P(Z € AN = n)

- ZP /d]P)ZO<z<n
= ZIP’(N =n) /A'y(a) (1) (x)dx

= / ZIP(N =n)y(a+ n)(x)dr (par convergence monotone)

oz+n 1

/Z Tt a—l—n n‘dw

4.2 Lois conditionnelles

Avant de pouvoir développer la théorie sur les lois gamma en dimension supérieure,
il faut d’abord s’interesser a la notion de loi conditionnelle. Le principal probléme dans
cette consrtuction est celui de conditionner par des événement de probabilité nulle. On
commence cette approche en introduisant la notion d’espérance conditionnelle.

11



4.2.1 Espérance conditionnelle

L’idée que l'on cherche a formaliser est de calculer ’espérance d’une variable aléatoire
en fonction d’une information additionnelle.
Par exemple, si on partionne {2 avec des événements de probabilité non-nulle : Q =

1

|_| B;. On peut alors regarder la varaible : Y = Z B (/ Xd]P’) 1p,. Par cette dé-
ieN ieN i) *JB;

finition, on voit que si on a w € B;, Y donne la moyenne de X sur B;. Pour développer
cette notion, posons B = o(B;,i € N), et regardons les propriétés de Y. Tout d’abord, Y
est B-mesurable. De plus, VB € B :

YdP = / Xd]P’:/Xd]P’
/B Z B;NB B

i€EN

car B = {{U;c; Bi; I C N}. On va alors exploiter le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. On se place sur un espace de probabilités (), A, P). Soit B une sous-tribu
de A et X A-mesurable positive (ou L'). Il existe une unique variable Y, B-mesurable
telle que :

VB € B, / YdP = / XdP (2)
B B

Définition 4.3. On définit 'éspérance conditionnelle de X sachant B, E(X|B), comme
la varaible aléatoire introduite dans le théoréme précédent. On étend ensuite cette notion
pour les vecteurs aléatoires : E((X1, ..., X,,)|B) = (E(X1|B), ..., E(X,|B)).

Remarque. Toutes ces définitions sont posées & un ensemble de mesure nulle pres.

Démonstration. Existence : On définit la mesure signée sur (Q, B) : vx(B) = [, XdP.

Si B € Bet Pg(B) = 0, alors P(B) = 0, donc vx(B) = 0. Ainsi, vx est uniformément

continue par rapport a Pg. Alors, par le théoréme de Radon-Nikodym, il éxiste Y B-
mesurable telle que :

VB € B, Vx(B) = /

B

Unicité : Soient Y et Y’ deux variables B-mesurable telle que : VB € B, [ g YdP =

[ XdP. Montrons que Y = Y’ presque surement. Supposons P(Y" > Y”’) > 0 : il existe

d > 0 tel que P(Y > Y'+4) > 0. Alors f{YzYUrzS}Y —Y'dP > 6P(Y > Y’ +6) > 0, ce

qui contredit 'hypothése. Donc Y < Y’ presque surement. En échangeant Y et Y’, on a

Y =Y’ presque surement. O

YdPi = / Y dP.
B

Remarque. La condition (2) équivaut a : VZ B-mesurable positive (ou L),
E(ZX) = E(ZY).

La principale formule que 1’on retiendra est la suivante :

12



Proposition 4.3. Soit X une variable aléatoire positive ou L' :
E(X) = E(E(X]B))
Démonstration. 11 suffit d’appliquer (2) avec B = (. O
On peut désormais définir le conditionnement par une variable aléatoire :

Définition 4.4. Soit X et Y deux variables aléatoires. On définit I’espérance de X sachant
Y E(X]Y)=EX]|o(Y)).

Remarque. Heuristiquement, on calcule I'espérance de X connaissant la valeur de Y.

On va donc préciser cette idée a l'aide de la proposition suivante :

Proposition 4.4. Soit Y : (2, A) — (E,&) mesurable. Une variable Z est o(Y)-
mesurable si et seulement si il existe une unique fonction f E-mesurable définie sur Y (2)
telle que Z = foY.

Démonstration. Posons F = {foY; f: E+ R mesurable} et montrons que F contient
toutes les fonctions o(Y')-mesurables.

SiA=YYH)eo(Y),alors 14 = IgoY € F. De plus, F est stable par combinaison
linéaire, donc il contient toutes les fonction étagées o(Y')-mesurables.

Prenons maintenant Z > 0 o(Y)-mesurable. Il existe une suite de fonctions étagées
(Zn)n>o telle que Z,,  Z. Or, on a vu que, pour chaque n € N, Z,, € F, i.e. il existe
fn telle que Z,, = f, oY. Mais alors, la suite f, est croissante et on peut donc définir
fly) = 7{@_3730 fn(y), qui est mesurable en tant que limite simple de fonctions mesurables

et Z = foY.Donc Z € F. On obtient ensuite toutes les fonction o(Y’)-mesurables en
passant par la partie positive et la partie négative. O

On applique enuite cette proposition & Z = E(X|Y") pour poser la définition suivante :

Définition 4.5. On définie la varaible aléatoire E(X|Y =) : y — E(X]Y = y) comme
I'unique fonction telle que E(X]Y) =E(X|Y =)o Y.

4.2.2 Deéfinition des lois conditionnelles

On va définir la loi contionnelle de X sachant Y a I’aide de I'espérance conditionnelle.
Dans le cas classique, on détermine la loi d’une variable aléatoire en calculant E(f(X))
pour f > 0. On pose donc la définition suivante :

Définition 4.6. Soit X une variable aléatoire et Y : (§2, A) — (E, £) mesurable. Le noyau
(fty,y € E) de mesures de probabilités est la loi de X sachant Y si pour tout borélien A
y — py(A) est mesurable et si pour toute fonction f > 0:E(f(X)|Y =y) = [ f(x)dpy(z

Py -presque partout.

Remarque. L’existence d’un tel noyau de probabilité n’est pas évidente, mais dans les cas
considérés par la suite on 'admettra.
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On retiendra seulement cette conséquence de la proposition 4.3 :

Proposition 4.5. Soient X, Y deux variables aléatoires et f une fonction mesurable
positive ou L*(P). Si (py,y € E) est la loi de X sachantY, on peut calculer ’espérance
de f(X) par la formule :

B(/(0) =E[ [ fe)dur ()]

4.3 Lois gamma en dimension n

Définition 4.7. Soit C' une matrice symétrique positive et o > 0. Un vecteur aléatoire
X suit la loi gamma I'(a, C') si sa tranformée de Laplace est :

Lx(\) =det(I, + AC)™,
avec A = diag(A, ..., \n).

Remarque. On peut construire des variables aléatoires de loi I'(«r, C') pour o € %U] "T_Q, o0l
Cependant, on se contentera des o demi-entiers construites précédemment & partir de car-
rés de vecteurs gaussiens. Malheureusement, cette construction ne permet pas détablir des
propriétés précises sur le lois gamma, et on va donc tout de méme s’intéresser a un passage

de la construction générale des lois gamma dans le cas ot a n’est pas demi-entier.

Proposition 4.6. Soit p >0 et Y ~ I'(a,C). Soit X une variable dont la loi condition-
nelle sachant Y est : v(a, Y1 /) @ ... @ y(a, Yn /11). Alors pX ~ (e, ul, + C).

Démonstration. On calcule la transformée de Laplace de X en utilisant la proposition
4.5 :

£,x(N) = B(e™)

= E_/e“’“x)dv(a%/u) ®..® dv(&,Yn/u)(w)]

=&[[[ [ et v

i
=E H(l + Iu)\i)—aefyilﬂui]
=1

= det(I, + MA)‘“E[H @—Yﬁ]
i=1
A1 An )
T+ pN 771+ p\,
= det(I, + pN)"%det (1, + (I, + pA)"'AC) ™
= det(l, + Apl, +C))~

= det(I,, + pA) Ly (
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On va faire apparaitre cette construction de maniére artificielle : on part d’'une ma-
trice C' > 0, et alors il éxiste ¢ > 0 tel que ¢! = C — eI, > 0. On prend un vecteur
Y ~ I'(k/2,C"), et alors, par la proposition précedente, si X est un vecteur dont la loi
conditionnelle sachant Y est y(k/2,Y1/e)®...@7v(k/2,Y,/€), alors eX suit la loi I'(k/2, C).
L’intéret de cette manipulation provient de la proposition :

Proposition 4.7. Soit Z : 0 — R’} un vecteur aléatoire et a €]0,00[". Posons X un
vecteur dont la loi conditionnelle sachant Z est : (a1, Z1)®...Q%(an, Zy). Alors la densité

de X est : .
- E [ H gai(xh ZZ)] )
i=1

ol g, est la densité des lois gamma en dimension 1 vue a la proposition 4.1.

Démonstration. On va de nouveau appliquer la formule de la proposition 4.5. Soit A € R} :

E(e-*) = B / Oy a1, 21) © .. @ dy(an, 2,)(2)

E [ / e~ M) H Ja; (T, Zi)dx}
i=1

= /e_<’\’x>E [ H Ga; (T4, Zz)] dx par le théoréme de Fubini

i=1

= /e_<’\’x>fa(m)dm

Mais alors, par (1), on obtient les proporiétés :

|:]i[gaZ ZL‘Z, z i| < 2nﬁ 1(1+xi>7
i=1
et
aifa:fa—ei _fa'

On va maintenant pouvoir obtenir des informations précises sur la densité des lois gammma, :

Proposition 4.8. Soit X ~ I'(a, C') avec C > 0 et a > 1. Notons h, la densité de X.
On a alors, pour S C [1,n] :

1. La dérivée g‘ b, existe et appartient ¢ L'(R").

LIEd h

2. Ces dérivées vont étre nulles en zéro : ¥i ¢ S, $— e

— 0.
(x) z;—07F

3. On peut alors calculer la transformée de Laplace suivante :

L s

dzg

(A) = det(I, + AC) [ M.

€S

ha
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Démonstration. On reprend la construction de X sous la forme de loi conditionnelle vue
précédemment. Alors, eX a pour densité f, avec a = (, ..., a). En itérant la propriété de
dérivation de f,, on obtient :

aIS\
_ Z 1)18= \A\fa S

ACS

Donc gl | » est combinaison linéaire de densités de probabilités, donc est bien intégrable.

Ensuite, comme « > 1, la majoration obtenue sur f impose : Vi ¢ S, gfl fa(x) — 0.
i—)O

Or, vu que €X a f, comme densité, on vérifie que h,(z) = f,(ex)e™. Ainsi, h, vérifie les
a\ \

points 1 et 2. Enfin, on détermine la transformée de Laplace de o
Loisi, (A) = / €_<A’°’C / H)\ e~ N da
frg ¥ R ies
= TN Lo,V = det(L, + AC) T A
ieS i€S

La deuxieme égalité s’obtient par intégrations par parties sccécives, ou les termes de bord
sont nuls par le point 2. O

5 Théoréme d’interpolation

Pour toute matrice M = (m; ;)i jenn de M,(R), et toute parties S,.S" € [1,n], on
note Mg la matrice carrée Mg = (m; ;)i jes €t Mg, s, = (M j)ics,jes

Théoréme 5.1. Pout t € [0, 1] on considére le vecteur gaussien X (t) = (X1(t), ..., Xn(1))
de loi N,,(0,C(t)), ou C : [0,1] — M, (R) est une application de classe C*, tel que Vt,
C(t) > 0. On suppose que pour toute partie S de [1,n| non vide l’application
t — det(C(t)s) est décroissante. Alors

P(max |Xi(1)] < 1) > P(max |X;(0)] < 1)

Démonstration. On consideére le vecteur Z(t) = (X;(t)?/2)1<i<n. La densité de Z(t), i.e
la densité associée a la loi gamma I'(1/2, C(t)), est :

o ~1/2(fr)—n/2
det(C(t)) "1/ (4n) ST exp(—(C(1) (en/2), (€.V/7)))

f(t,7) = Ty oo (7)
HIS’LS'IZ \/E 56{-1,1}”

ol £.4/x = (g;1/7;). On pose

1<i<n

o(t) == P(max | X,(t)] < 1) = P(Z(t) € Q) = /Q F(t, 2)da
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ou @ = [0,1/2]™. Montrons que ¢’ est positive. On pose
Y S x[0,1] — R
(z,t) — (z,C(t)x)

Soient M et m, respectivement le maximum et le minimum de ¢ sur S"~! x [0, 1], ils sont
bien définis et non nuls par continuité de ¥. On pose 1 := min(m, 1/M) > 0.
On a alors nl, < C(t) < n~'I,. D’autre part, I'application

t — det(C(t)) Y2

est C*, on note M; son maximum et M, le maximum de sa dérivée sur [0,1]. Pour
e € {—1,1}" on pose M. le maximum de la dérivée de 'application

(z,1) — (C() " (e-V2), (e:v7))

sur S™1 x [0, 1].

On pose g(z) := SUP¢e(0,1) |%f(ta )|
On a:

(471.)—71/2 M Z
U Ty, exp(—n(z/T,£./T))
Illgign/VK%;[ ee{-1,1}"

MDD Mfal P exp(—nleE, /)]

ee{-1,1}"

g(x) < 1), 4+ 00 (x)

S 1]07+OO[7L (flj)

(4m)~"/2 [ 2
=My > exp(—n|lz[]”)
ngign Vi cef_1ayn

MDD Mfal P exp(—nl[2l )]

ee{-1,1}"

Ainsi g est intégrable, on peut donc dériver sous le signe intégral, on a alors :

o) = [ S

On pose :
0

Le point crucial de la preuve va étre de calculer b en regardant sa transformée de Laplace.
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OnaVvVleR":

= o (det(L, + AC(H) ™)

avec A = diag(\), or
det(, + AC(t) = > det((AC(t)s) = Y _ det((C(t)s) [ M-
SC1,n] SC1,n] €S
Donc
1 _3/9 0
£y(N) = =5 det (L, + AC(1)) 2oy 57 det((C(1))s) H Ai.
0#SC[1,n] €S

Or A +— det(I, + AC(t)) /% est la transformation de Laplace d'une densité de pro-
babilité h, sur R" (h, est la densité associée a I'(3/2, C(t))), ainsi, par la proposition 4.8,
L, est la transformée de Laplace de :

o=t Y < gerctys) o,

2 0£SCLn] dt 8955
Par injectivité de la transformée de Laplace on obtient que b = k;, par conséquent :
0 1 0 0°
= [ —f(t,x)de = —= — det(C'(t —h
/Qatf(’x)x 3 2 gy detlCl)s) o O !

0#SC[1,n]
Pour conclure il suffit de montrer que | 0 %ht >0,VS €[l,n]. Or:

aS
LI
8x5 [0,1/2]5¢

oil on a posé hy la restriction de h; sur le sous espace affine {y € R";y; = 1/2,Vi € S}.
En effet, on commence par intégrer par rapport aux variables x; pour i € S, par exemple
sileS:

ISl 9IS\(1}] 9IS\(1}]
/ 5 h, = hi(1/2,x9,...,x,) — lim hi(z1, g, ... )
0,1/2] T 8:55\{1} x1—0* 8135\{1}
gIS\(1}]

= hi(1/2, 2o, ..., 2,
x5\ (1 (/2,22 )

IS\l

puisque lim hi(z1, xg, ..., x,) = 0 par la proposition 4.8

r1—0t 81’5\{1}
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6 Preuve de le conjecture de corrélation gaussienne

Lemme 6.1. Soit n = ny + ny Soit A = <ﬁ; ‘2;;), tel que A > 0, et Ajj € My, ;.

Alors det(A) = det(A; ;) det(Ags)det(l, — AH/QALQAQ_,%AQJAH/Z). On a de plus que
0< AP A1 A7 A AT < I,

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

1/2 —1/2 —1/2 1/2
A — <A1,1 A1,2> _ Ay 0 In, AT AL24, Ayp 0O
Az, Az 0 Ay Ay s Ara ALY Ing 0 Ay

et que si on pose B = A;}/zAlgA;é/Q alors

I., —B I, B Iny 0\ _ (I,—BBT 0
0 In, BT In, -BT In, ] — 0 In,
La deuxiéme relation montre que I, — BBT = I, — A7Y2A, , A7 A, ATV > 0 O
q ny = 1iny 1,1 1,2449 244214311 = Y-

Soit X un vecteur gaussien centré sur R”, de loi V,,(0,C), C' > 0 (d’aprés la remarque
de 2.1). On note Ny = {1,....,n1} et Ny = {1 +ny,...,n}. Soit X (¢) un vecteur gaussien
de loi NV,(0,C(t)), on

Cn, tC
Ct) = (e, o)
On commence par remarquer que C(t) > 0, Vt € [0,1]. En effet, il est clair que C(¢)

est symétrique, que C(1) = C et C(0) sont symétriques définies positives (pour C(0) il
suffit de voir que Cy,, Cy, > 0), de plus si on fixe X = (%) dans M,,1(R), on a que

XTCt)X = XTCOny X1 + X3 Cny Xo + H(XTCny vy Xo + X3 Cvpny X1)

donc I'application t — XTC(t) X est affine, comme C(0) et C(1) sont symétriges positifs,
alors C(t) > 0, Vt € [0,1]. Pour appliquer le théoréme 5.1, on cherche & montrer que
I'application t — det(C(t)s) est décroissante sur [0, 1] pour toute partie S C [1, n]. Soit
S C [1,n], on note S; = SN N;. Comme C(t)s > 0, par le lemme précédent on a

det(C(t)s) = det(Cs,) det(Cs,) det (s, — t2C5*Cs, 5,C51Cs,.5,C5%)

et 0 < 0511/2051,52 0521052,51 0511/2 < Iis,|, ainsi les valeurs propres de cette matrice, qu’on

note (A;)1<i<|s,| sont tous dans [0, 1]. Ainsi les valeurs propres de /| 51|—t2C’§11/ °Cs,.5 Cg, Cs,,5,Cy,

sont (1 - t2)‘i)1§i§\51| On a alors

|S1]
det(C(t)s) = det(Cs,) det(Cs,) [ (1 — £2))

=1
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Donc, Papplication t — det(C(t)s) est bien décroissante sur [0, 1]. Par le théoréme 5.1
on déduit que
P(max | X;(1)| < 1) > P(max |X;(0)] <1)

1<i<n 1<i<n

Or
P(max | X;(0)] < 1) =P( max |X;| < 1)P( max |X;| <1)

1<i<n 1<i<ny ny<i<

puisque les deux blocs 1 < i < n; et n; +1 < ¢ < n sont décorrélés, et alors, par la
proposition 1.3, ils sont indépendants. On déduit alors que

P(max |X;| < 1) > P( max |X;| < 1D)P( max |X;| <1)

1<i<n 1<i<ny n1<i<n
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