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Introduction

“The theory of complex multiplication
is not only the most beautiful part of
mathematics but also of all science.”

David Hilbert (1862-1943)

Étant donné un corps de nombres K (c’est à dire, une extension finie de Q), l’un des
problèmes fondamentaux en théorie algébrique des nombres consiste à étudier ses exten-
sions galoisiennes finies. La théorie des corps de classe, développée entre la fin du 19ème
et le début du 20ème siècle, donne une classification abstraite des extensions galoisiennes
L/K lorsque Gal(L/K) est abélien : le groupe de Galois d’une telle extension est décrit à
l’aide de certains “groupes des classes d’idéaux généralisés” associés au corps de base K.

Si K = Q, on montre aisément que les corps Q(ζn), où ζn = e2iπ/n, sont des extensions
abéliennes de Q, appelées corps cyclotomiques. Le célèbre théorème de Kronecker-Weber
stipule qu’en fait toute extension abélienne de Q est contenue dans un tel corps. Cela donne
une description concrète des extensions abéliennes de Q, obtenues en y ajoutant les valeurs
de la fonction exponentielle évaluée en les points de torsion du groupe R/2iπZ.

Plus généralment, le problème se pose de décrire explicitement les extensions abéliennes
d’un corps de nombres K quelconque. A l’aide des fonctions elliptiques et des fonctions
modulaires, Kronecker réussit à construire certaines extensions abéliennes des corps qua-
dratiques imaginaires, c’est à dire, les corps de la forme K = Q(

√
−n). Son rêve de jeunesse

(Kronecker Jugendtraum) était de montrer que toute extension abélienne d’un corps qua-
dratique imaginaire s’obtient en ajoutant les valeurs de certaines fonctions elliptiques et
modulaires. L’un des objectifs de cet exposé sera de réaliser ce rêve de jeunesse.

Nous traiterons tout d’abord le cas classique des extensions abéliennes de Q, et nous
montrerons comment déduire des énoncés de la théorie des corps de classe le théorème de
Kronecker-Weber.

Nous étudierons ensuite les fonctions elliptiques et modulaires, ainsi que les objets
arithmético-géométriques naturellement liés à ces fonctions : les courbes elliptiques, définies
sur C, obtenues comme quotient de C par un réseau, et munies d’une structure de groupe
compatible avec leur structure naturelle de variété analytique. Nous verrons que l’ensemble
des classes d’isomorphisme des courbes elliptiques sur C a lui-même une structure de variété
analytique, et que les fonctions modulaires les plus simples s’interprètent naturellement
comme des fonctions méromorphes sur cette variété. On peut ainsi obtenir énormément
d’informations sur les fonctions modulaires grâce à l’étude géométrique et arithmétique
des courbes elliptiques.

Grâce à ce principe, nous démontrerons enfin que le j−invariant d’une courbe elliptique
à multiplication complexe par l’anneau des entiers OK d’un corps quadratique imaginaire
K engendre le corps de classe de Hilbert HK de K. Une étude plus détaillée des propriétés
des courbes elliptiques à multiplication complexe nous permettra d’aboutir à un résultat
analogue au théorème de Kronecker-Weber. Nous montrerons en effet que toute exten-
sion abélienne d’un corps quadratique imaginaire K est contenue dans un corps obtenu en
ajoutant à HK les abscisses des points de torsion d’une courbe elliptique à multiplication
complexe par OK , ce qui réalisera le Jugendtraum de Kronecker.
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1 Quelques préliminaires de théorie algébrique des nombres

1.1 Anneaux des entiers algébriques

Les résultats de cette sous-section ne seront pas démontrés. Le lecteur intéressé par
les preuves manquantes pourra se référer à tout bon cours d’algèbre commutative (par
exemple [8]).

Définition 1.1.1. Soit A ⊂ B une extension d’anneaux. On dit qu’un élément x ∈ B est
entier sur A s’il est racine d’un polynôme unitaire à coefficients dans A.
On appelle normalisation de A dans B l’ensemble des éléments de B entiers sur A. C’est
un sous-anneau de B.

Si L/Q est une extension de corps, on définit l’anneau des entiers algébriques OL
comme la normalisation de Z dans L.

Proposition 1.1.2. Soit A un anneau intègre, K son corps des fractions, L une extension
algébrique de K et B la normalisation de A dans L. Alors L est le corps des fractions de
B.

Définition 1.1.3. Un anneau intègre A est intégralement clos s’il coïncide avec sa nor-
malisation dans Frac(A).

Remarque 1.1.4. L’anneau des entiers d’un corps de nombres K est intégralement clos.

Soit A un anneau intègre, K son corps des fractions, L une extension finie de K. Si le
polynôme caractéristique (où minimal) d’un élément x ∈ L sur K à ses coefficients dans A,
alors x est clairement entier sur A. La réciproque est également vraie si A est intégralement
clos, et fournit un critère pratique pour déterminer l’anneau des entiers de certains corps :

Proposition 1.1.5. Soit A un anneau intégralement clos et L une extension finie de
Frac(A). Alors un élément x ∈ L est entier sur A si et seulement si son polynôme carac-
téristique sur K est dans A[X], si et seulement si son polynôme minimal sur K est dans
A[X].

Exemple 1.1.6. Donnons nous un entier relatif n non nul, sans facteurs carrés. Posons
K = Q(

√
n), et essayons de determiner OK . Un élément x = a +

√
nb ∈ K est dans OK

si et seulement si son polynôme caractéristique sur Q est à coefficients entiers, c’est à dire
si et seulement si TrK/Q(x) = 2a ∈ Z et NK/Q(x) = a2 − nb2 ∈ Z (voir la section (1.2)).
Après quelques considérations arithmétiques élémentaires, on aboutit à :

OK =


Z
[

1+
√
n

2

]
si n ≡ 1 (mod 4)

Z[
√
n] si n ≡ 2, 3 (mod 4)

C’est un résultat qu’il sera bon de retenir.

La normalisation d’un anneau A dans un anneau B est munie d’une structure naturelle
de A-module. En restreignant un peu les hypothèses faîtes sur A et B, on peut décrire
cette structure de manière précise :

Proposition 1.1.7. Soit A un anneau intégralement clos et principal, K son corps des
fractions, L une extension séparable de K de degré fini n. Soit B la normalisation de A
dans L. Alors B est un A-module libre de rang n.

Ainsi, si K est un corps de nombres, OK est un Z-module libre de rang [K : Q].
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1.2 Trace, norme et discriminant

On définit dans ce paragraphe quelques notions incontournables pour l’étude des entiers
algébriques. On se donne pour cela une extension d’anneaux A ⊂ B et on suppose que B
est un A-module libre de rang n ∈ N.

Soit x ∈ B. L’application mx : y ∈ B 7→ xy ∈ B définit un endomorphisme de A-
modules. On appelle alors trace de x, et on la note TrB/A(x), la trace de la matrice de
l’application mx dans n’importe quelle base de B. Cette quantité ne dépend bien sur pas
du choix de la base. De même, on définit la norme de x par NB/A(x) = det(mx) où le
déterminant est encore une fois calculé dans n’importe quelle base de B.

Définissons maintenant le discriminant de l’extension B/A. La trace telle que définie
ci dessus définit une forme bilinéaire sur B via (x, y) 7→ Tr(xy). Si (e1, . . . , en) ∈ Bn est
une base de B, on définit D(e1, . . . , en) = det{Tr(eiej)}i,j . En choisissant maintenant une
autre base (f1, . . . , fn) de B et en notant P la matrice de passage entre ces deux bases, on
aboutit à la formule :

D(e1, . . . en) = (det P )2D(f1, . . . , fn)

Or il est bien connu que GLn(A) = {M ∈ Mn(A) : det(M) ∈ A×}. On peut donc définir
le discriminant de B/A, unique à un facteur de A×2 près, par

disc(B/A) = D(e1, . . . , en) ∈ A/A×2

Exemple 1.2.1. 1. Si K = Q(
√
n), où n est un entier relatif sans facteurs carrés,

la matrice de la forme trace dans la base entière (1,
√
n) s’écrit

(
2 0
0 2n

)
, et ainsi

D(1,
√
n) = 4n.

2. On regarde maintenant l’anneau des entiers OK d’un corps de nombres K. Comme
Z×2 = {1}, le discriminant de l’extension OK/Z est un unique entier relatif. D’après
l’exemple 1.1.6, si n ≡ 2, 3 (mod 4), on a OK = Z[

√
n], et on a donc disc(OK/Z) =

4n. Mais, si n ≡ 1 (mod 4), la matrice de multiplication par un entier a+ b1+
√
n

2 ∈

OK dans la base (1, 1+
√
n

2 ) s’écrit
(
a b+ (n− 1)/4
b a+ b

)
, de sorte que la matrice de

la forme trace dans cette même base devient
(

2 1
1 (n− 1)/2 + 1

)
. On trouve ainsi

disc(OK/Z) = n.

Définition 1.2.2. Soit L/K une extension de corps de nombres. On définit ∆L/K comme
étant l’idéal de OK engendré par tous les D(a1, · · · , an) où les a1, · · · , an forment une base
entière de L/K.

Remarque 1.2.3. Lorsque L/K est une extension de corps de nombres on appelle ∆L/K le
discriminant de L sur K. Mais attention : disc(L/K) et ∆L/K ont le même nom mais sont
des objets tout à fait différents.

1.3 Anneaux de Dedekind

Nous aurons tout d’abord besoin de quelques propriétés des anneaux locaux. Un anneau
A non nul est dit local s’il possède un unique idéal maximal. Si tel est le cas, et si m est
l’unique idéal maximal de A, alors A× = Arm. En effet, m est un idéal propre de A donc
m ⊂ Ar A×. Réciproquement, si x ∈ Ar A× alors (x) est un idéal propre de A, contenu
dans un idéal maximal de A, donc dans m.
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Définition 1.3.1. Soit A un anneau intègre et S une partie multiplicative de A (i.e conte-
nant 1 et stable par multiplication). On appelle localisation de l’anneau A selon S l’anneau

S−1A =
{a
s

: a ∈ A, s ∈ S
}
⊂ Frac(A)

C’est un sous-anneau de Frac(A).

Soit A un anneau intègre, p ⊂ A un idéal premier. On définit

Ap = S−1
p A où Sp = Ar p

C’est un anneau local, d’idéal maximal pAp. Pour montrer ce résultat, choisissons B un
idéal propre de Ap. Alors B∩A est un idéal de A disjoint de S (en effet, sinon B contien-
drait 1), c’est-à-dire inclus dans p. Si donc b = a/s est un élément deB, on a sb ∈ B∩A ⊂ p
et ainsi b = (bs)/s ∈ pAp. On en déduit que B ⊂ pAp, et qu’ainsi pAp est l’unique idéal
maximal de Ap.

Lorsqu’un anneau A est local et principal, et que son unique idéal maximal m est non
nul, on dit que A est un anneau de valuation discrète. Si A est un tel anneau, tout idéal
de A est de la forme mn = (xn) avec n un entier naturel et x un générateur de m.
On peut montrer qu’un anneau intègre est de valuation discrète si et seulement si il est
intégralement clos, noethérien et possède un unique idéal premier non nul. Cette caracté-
risation nous sera utile par la suite.

On introduit enfin la notion phare de cette section :

Définition 1.3.2. Un anneau intègre A est un anneau de Dedekind s’il est intégralement
clos, noethérien, et si tout idéal premier non nul de A est maximal.

On montre facilement que les propriétés d’être intégralement clos et noethérien passent
à la localisation. On en déduit alors que, si p est un idéal premier non nul d’un anneau de
Dedekind A, le localisé Ap est un anneau de valuation discrète. La réciproque est également
vraie :

Proposition 1.3.3. Soit A un anneau intègre noethérien. Alors A est un anneau de Dede-
kind si et seulement si, pour tout idéal premier non nul p ⊂ A, le localisé Ap est un anneau
de valuation discrète.

L’une des propriétés les plus fondamentales des anneaux de Dedekind est la suivante :

Théorème 1.3.4. Soit A un anneau de Dedekind et a un idéal non nul de A. Alors a se
factorise de la manière suivante :

a = pr11 · · · p
rn
n

où les pi sont des idéaux premiers de A distincts et chaque ri est un entier > 0. De plus,
cette factorisation est unique à l’ordre des termes près.

Démonstration. Soit a un idéal non nul de A. Si a est premier, c’est terminé. Sinon mon-
trons que a contient un produit d’idéaux premiers. Supposons en effet que a n’en contienne
pas et fixons B un idéal maximal parmi les idéaux ne contenant pas de produit d’idéaux
premiers. Comme B n’est pas premier, il existent x et y dans A r B tels que xy ∈ B.
Alors B + (x) et B + (y) contiennent un produit d’idéaux premiers (par maximalité de
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B), et il en est donc de même pour (B+ (x))(B+ (y)) = B, ce qui est une contradiction.
Il existent donc des idéaux premiers distincts p1, . . . , pn et des entiers r1, . . . , rn tels que

q = pr11 · · · p
rn
n ⊂ a

Comme les prii sont premiers entre eux on a, d’après le théorème chinois :

A/q ∼= A/pr11 ⊕ · · · ⊕A/p
rn
n (1.3.1)

Montrons maintenant le résultat suivant : si p est un idéal maximal de A et r un entier,
alors A/pr ∼= Ap/(pAp)

r. Pour cela, établissons l’égalité suivante :

(pAp)
r ∩A = pr (1.3.2)

On a (pAp)
r = (A r p)−1pr donc si a ∈ (pAp)

r ∩ A, on peu écrire a sous la forme p/s
où p ∈ pr et s ∈ A r p. Donc la projection sa de sa dans A/pr est nulle. Or A/pr est
un anneau local d’unique idéal maximal p/pr, et comme s̄ /∈ p/pr, on en déduit que s̄ est
inversible, est qu’ainsi a ∈ pr, ce qui achève la preuve de l’égalité (1.3.2). On en déduit que
le morphisme suivant

φ : x̄ ∈ A/pr 7→ x̃ ∈ Ap/(pAp)
r

est bien défini, et est injectif ! Montrons enfin la surjectivité de φ : soit a/s ∈ Ap. On a,
par maximalité de p, (s) + p = A : ainsi (s) et p sont premiers entre eux, et donc pr et (s)

également et il existe donc b ∈ A tel que b̄ = s̄−1. On a donc φ(ab) = (̃a/s) et φ et bien
surjective.
Revenons maintenant à l’égalité (1.3.1). Elle se réécrit :

A/q ∼= Ap1/B
r1
1 ⊕ · · · ⊕Apn/B

rn
n

où Bi = piApi . Comme les anneaux Api sont de valuation discrète, on en déduit que l’idéal
a/q correspond via l’isomorphisme à un idéal de la forme

a/q ∼= Bs1
1 /B

r1
1 ⊕ · · · ⊕Bsn

n /B
rn
n

pour certains entiers si ≤ ri. Comme cet idéal correspond à l’idéal ps11 · · · psnn via les iso-
morphismes φ, on en déduit que a/q = ps11 · · · psnn /q. Puis, comme q est inclus dans chacun
de ces idéaux, on a enfin

a = ps11 · · · p
sn
n

Il reste enfin à montrer l’unicité : supposons que l’on ait

a = ps11 · · · p
sn
n = pt11 · · · p

tn
n

avec ti, si ≥ 0. On vu qu’alors aApi = Bsi
i = Bti

i où Bi = piApi . D’où si = ti.

Notons alors un corollaire immédiat de la démonstration de l’unicité :

Corollaire 1.3.5. Un idéal premier non nul p divise a (c’est-à-dire qu’il existe un idéal b
tel que a = bp) si, et seulement si a ⊂ p.

Démonstration. On écrit a = pr11 · · · prnn avec ri ≥ 0. On a alors ri > 0 si, et seulement si
(piApi)

ri 6= Api . Or (piApi)
ri = aApi , donc ri > 0 si et seulement si aApi 6= Api , c’est-à-dire

si et seulement si a ⊂ pi.
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Comme nous aurions envie que l’anneau des entiers d’un corps de nombres soit un
anneau de Dedekind, regardons si cette propriété passe à la normalisation.

Soit donc A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L une extension finie et
séparable deK et B la normalisation de A dans L. On sait que l’anneau B est intégralement
clos, et qu’il est noethérien : en effet, c’est un A module de type fini et A est noethérien.

Montrons enfin que tout idéal premier non nul de B est maximal. Soit q un tel idéal,
et soit b ∈ q non nul. Soit P ∈ A[X] le polynôme minimal de b. On a alors 0 6= P (0) ∈
bB ∩ A ⊂ q ∩ A. Ainsi, p := q ∩ A est un idéal non nul de A. Comme il est premier, il est
maximal ! Ainsi l’anneau B/q contient le corps A/p.

Soit donc c ∈ B tel que sa projection c̄ dans B/q soit non nulle. Soit Q ∈ A[X] son
polynôme minimal. Alors Q̄ est un polynôme non nul (car unitaire) de A/p[X] qui annule
c̄ ; c̄ est donc algébrique sur A/p. Ainsi le morphisme d’espaces vectoriels de dimension
finie

x ∈ A/p[c̄] 7→ c̄x ∈ A/p[c̄]

qui est injectif (par le fait que B/q soit intègre) est finalement bijectif. On peut donc
conclure que c̄ est inversible dans B/q. Ainsi, q est maximal. Donc B est un anneau de
Dedekind.

Remarque 1.3.6. En particulier, si K est un corps de nombres, alors OK est un anneau de
Dedekind.

1.4 Groupe des classes d’idéaux

On fixe dans cette section un anneau de Dedekind A, et on note K son corps des
fractions.

Définition 1.4.1. Un idéal fractionnaire a de A est un sous-A-module non nul de K tel
qu’il existe q ∈ A tel que qa ⊂ A. On note I(A) l’ensemble des idéaux fractionnaires de
A. Un idéal fractionnaire est dit principal s’il est de la forme (r) = rA pour un certain
r ∈ K∗. On note P (A) l’ensemble des idéaux fractionnaires principaux de A.

On montre aisément que I(A) est stable par multiplication. De plus si a ∈ I(A), et
q ∈ A est tel que qa ⊂ A, on peut écrire

qa = pr11 · · · p
rn
n et (q) = ps11 · · · p

sn
n

où les ri, si sont des entiers (éventuellement nuls) et les pi sont des idéaux premiers de A.
En notant ti = ri − si ∈ Z, on a finalement

a = pt11 · · · p
tn
n

De plus, si a ∈ qa est non nul, on peut de même écrire

(a) = pu1
1 · · · p

un
n

avec ri ≤ ui pour tout i. En posant donc

B = pu1−r1
1 · · · pun−rnn

on obtient l’égalité a((aq)−1B) = A, avec (aq)−1B ∈ I(A). Ces remarques nous permettent
d’aboutir au théorème suivant :
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Théorème 1.4.2. L’ensemble I(A) muni de la multiplication d’idéaux fractionnaires forme
un groupe abélien libre, d’élément neutre A, engendré par les idéaux premiers de A. De plus,
P (A) est un sous-groupe de I(A).

On peut donc définir le quotient de I(A) par P (A) :

Définition 1.4.3. On appelle groupe des classes d’idéaux de A le quotient Cl(A) :=
I(A)/P (A). Lorsque celui-ci est fini, on note h(A) son ordre et on l’appelle nombre des
classes de A.

Remarque 1.4.4. On montre que si K est un corps des nombres alors Cl(OK) est fini. Voir
[9].

1.5 Idéaux premiers et ramification

On se donne deux corps de nombres K ⊂ L. Soit p un idéal premier de OK . Alors pOL
est un idéal de OL, et comme ce dernier anneau est de Dedekind, on a la factorisation
suivante :

pOL = Be1
1 · · ·B

eg
g

où les Bi sont des idéaux premiers de OL distincts, appelés les idéaux premiers au dessus
de p, et les ei sont des entiers non nuls. L’entier ei est appelé indice de ramification de Bi.

Remarquons de plus qu’un idéal premier non nul B ⊂ OL apparaît dans la décompo-
sition de p si et seulement si p = B ∩ OK . En effet si B apparaît dans la factorisation de
p alors p ⊂ B ∩OK et par maximalité de p, on a bien p = B ∩OK . La réciproque est une
conséquence du corollaire (1.3.5).

On a donc, pour tout p, p = Bi∩OK , ainsi qu’une extension de corps OK/p ↪→ OL/Bi.
Montrons maintenant que ces deux corps sont finis :

Proposition 1.5.1. Soit a un idéal non nul de OK . Alors le quotient OK/a est fini.

Démonstration. On se donne un élément a ∈ a. Il existent des entiers b0, . . . , br−1 tels que
b0 + · · · + br−1a

r−1 + ar = 0. En posant m = b0, on a m ∈ aOK ⊂ a. Ainsi, on a une
surjection

OK/mOK → OK/a

Finalement, on sait que OK est un Z-module libre de rang n = [K : Q], donc

OK/mOK ∼= Zn/(mZ)n ∼= (Z/mZ)n

est fini d’ordre mn. On en conclut que OK/a est fini.

Si a est un idéal de OK , on appelle norme de a, notée N(a), son indice dans OK .
Revenons à nos considérations premières. Le théorème précédant montre en particulier

que l’extension OK/p ↪→ OL/Bi est finie. L’entier fi = [OL/Bi : OK/p] est appelé le degré
d’inertie de Bi. On dispose alors de l’important résultat suivant :

Théorème 1.5.2. Avec les notations précédentes, on a

[L : K] =

g∑
k=1

eifi

9



Démonstration. Par le théorème chinois, on a

OL/pOL ∼= OL/Be1
1 ⊕ · · · ⊕ OL/B

eg
g

Montrons maintenant que
Card(OL/Bei

i ) = N(p)eifi (1.5.1)

Par définition [OL/Bi : OK/p] = fi, et pour tout j, on a que Bj
i/B

j+1
i est un B/Bi-

espace vectoriel de dimension 1 (car il n’existe pas d’idéal strictement compris entre Bj+1
i

etBj
i ). En conséquence, les ei quotientsOL/Bi, . . . ,B

ei−1
i /Bei

i sont tous desOK/p-espaces
vectoriels de dimension fi, ce qui permet d’obtenir (1.5.1). Ainsi on a

Card(OL/pOL) = N(p)
∑g
k=1 eifi

Montrons que si OK est principal on a l’égalité Card(OL/pOL) = N(p)[L:K]. En effet,
d’après la proposition (1.1.7), OL est un OK-module libre de rang [L : K], et la réduction
modulo p donne alors un isomorphisme (OK/p)[L:K] → OL/pOL. Cela montre le théorème
dans le cas où OK est principal.

Dans le cas où OK n’est pas principal, on pose A = S−1OK et B = S−1OL où S =
OK r p. Nous avons vu que A est principal (c’est un anneau de valuation discrète). De
plus, il est facile de voir que B est la normalisation de A dans L. On a donc [L : K] =
[B : A], et par réduction modulo p, [L : K] = [B/pB : A/pA]. Enfin, de la décomposition
pOL = Be1

1 · · ·B
eg
g , on déduit que pB = (BB1)e1 · · · (BBg)

eg . Comme de plus Bi∩S = ∅,
BBi est un idéal premier non nul de B, et finalement

B/pB ∼= B/(BB1)e1 ⊕ · · · ⊕B/(BBg)
eg

Comme A/pA ∼= OK/p et B/BBi
∼= OL/Bi, on en déduit, de la même manière que dans

la première partie de la preuve, que

Card(B/pB) = N(p)
∑g
k=1 eifi

Or Card(B/pB) = Card(A/pA)[L:K] = N(p)[L:K], ce qui achève la démonstration.

Soit p un idéal premier de OK et on note pOL = Be1
1 · · ·B

eg
g sa factorisation. On dit

que p est ramifié dans L s’il existe i tel que ei ≥ 2. On dira que p est totalement décomposé
si ei = fi = 1 pour tout i, 1 ≤ i ≤ g. On note Spl(L/K) l’ensemble des idéaux premiers
de OK totalement décomposes dans L.

Remarque 1.5.3. L’anneau des entiers algébriques OK d’un corps de nombres K est une
“courbe reguliere arithmétique”, dont les points sont les idéaux premiers de OK . Si i : K ↪→
L est une extension de corps de nombres, alors on a un “revêtement”

i∗ : Spec(OL) −→Spec(OK)

B 7→i−1(B)

Si p est un point de OK , les premiers Bi de OL au dessus de p sont les points dans la fibre
du point p. Les premiers de OK ramifiés dans L correspondent aux “points de ramifica-
tion” du revêtement i∗ : Spec(OL) −→ Spec(OK).
Il est très utile de retenir cette interprétation géométrique des anneaux des entiers algé-
briques (qu’on pourrait formuler de façon précise à l’aide du langage des schémas), qui
permet de mieux comprendre beaucoup de phénomènes en théorie algébrique des nombres.
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Regardons maintenant ce qu’il se passe du côté des automorphismes de l’extension
L/K. Donnons nous σ ∈ Aut(L/K). Soit p un idéal premier de OK et B un idéal premier
de OL apparaissant dans la factorisation de pOL. Alors σ(B) est encore un idéal premier
de OL et σ(B) ∩ OK = B ∩ OK = p. Ainsi σ(B) apparaît dans la factorisation de pOL.
L’ensemble Aut(L/K) agît donc sur l’ensemble {Bi, 1 ≤ i ≤ g} des idéaux premiers de OL
divisant pOL.

Il est alors intéressant de regarder ce qu’il se passe dans le cas d’une extension galoi-
sienne :

Proposition 1.5.4. Soit p un idéal premier de OK et {Bi, 1 ≤ i ≤ g} l’ensemble des
diviseurs premiers de pOL. Si l’extension L/K est galoisienne, alors

1. Gal(L/K) agît transitivement sur {Bi, 1 ≤ i ≤ g}

2. Les indices de ramification ei (resp. les degrés d’inertie fi) sont tous égaux entre
eux. Si l’on note e = ei (resp. f = fi) on a ainsi [L : K] = efg.

Démonstration. Supposons qu’il existe Bi et Bj qui ne soient pas conjugués. On choisit
un élément β ∈ Bj qui ne soit dans aucun des σ(Bi), σ ∈ Gal(L/K) (on le peut grâce au
théorème chinois). On pose alors

b = NL/K(β) =
∏

σ∈Gal(L/K)

σ(β)

On a b ∈ Bj ∩ OK = p et ainsi b ∈ Bi. Or σ(β) /∈ Bi pour tout σ ∈ Gal(L/K), ce qui
contredit la primalité de Bi. Enfin, il est clair que si σ(Bi) = Bj , alors, par unicité de la
factorisation, ei = ej . De plus,

fi = [OL/Bi : OK/p] = [σ(OL/Bi) : σ(OK/p)] = [OL/σ(Bi) : OK/p] = fj .

On fixe maintenant un idéal maximal B de OL divisant p. On définit le groupe de
décomposition de B comme le stabilisateur de B pour l’action de Gal(L/K) :

DB = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(B) = B}

Il est clair que c’est un sous-groupe de Gal(L/K). De plus, on a :

|Gal(L/K)| = |ΩB||DB|

où ΩB désigne l’orbite de B. Or, |Gal(L/K)| = efg, et comme l’action est transitive, on
a |ΩB| = g. On en déduit que |DB| = ef .

En notant G le groupe de Galois de OK/p ↪→ OL/B, on obtient un morphisme

ψ : σ ∈ DB 7→ σ̄ ∈ G

où σ̄ désigne l’automorphisme induit par σ sur OL/B. De plus, on montre que :

Proposition 1.5.5. ψ est surjective.
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Démonstration. NotonsM = LDB le corps fixé par DB, et OM = OL∩M sa normalisation
sur OK . On pose q = B∩OM ; c’est un idéal premier de OM . On sait que DB = Gal(L/M)
agit transitivement sur les diviseurs premiers de qOL. Comme B divise qOL et que l’orbite
de B pour l’action de DB est triviale, on en déduit que qOL = Be′ pour un certain entier
e′. Notons f ′ le degré d’inertie de B sur M . On a

e′f ′ = [L : M ] = |DB| = ef

Or q divise pOM donc e′ ≤ e et OK/p ⊂ OM/q ⊂ OL/B, donc f ′ ≤ f . Finalement, e = e′,
f = f ′, et on en déduit que OM/q = OK/p.

Donnons nous x ∈ OL tel que sa projection sur OL/B, x̄, soit un élément primitif
de l’extension (OL/B)/(OK/p). On note P ∈ OM [X] son polynôme minimal sur M . Sa
projection P est à coefficient dans OM/q = OK/p. Ses racines sont donc les éléments
ψ(σ)(x̄), où σ parcourt DB. Comme un élément de g ∈ G envoie x̄ sur un de ses conjugués
ψ(σ)(x̄), pour un certain σ ∈ DB, on en déduit que g = ψ(σ). Ainsi ψ est bien surjective.

On définit alors le groupe d’inertie de B comme étant le noyau de l’application ψ :

IB = {σ ∈ Gal(L/K) : ∀a ∈ OL, σ(a) ≡ a (mod B)}

Par surjectivité de ψ, on obtient finalement un isomorphismeDB/IB ∼= G ainsi que l’égalité
|IB||G| = |DB| = ef , soit enfin |IB| = e.

La dernière question que nous nous poserons dans cette section est la suivante : si p
est un idéal premier de OK , peut-on calculer les diviseurs de p ? La réponse est oui, sous
certaines conditions :

Proposition 1.5.6. Supposons L/K galoisienne, et soit h ∈ OK [X] son polynôme mi-
nimal. Soit p un idéal premier de OK . On suppose que h est séparable modulo p et on
décompose h en produit de facteurs irréductibles distincts : h = h1 · · ·hn (mod p). Alors :

1. pour tout i, l’idéal Bi = pOL + hi(α)OL est premier dans OL
2. pour i, j distincts, Bi et Bj sont distincts, et pOL = B1 · · ·Bn

3. p est totalement décomposé si et seulement si h admet un racine modulo p dans OK

Démonstration. On se référera à l’ouvrage de D. A. Cox [3], p.91, proposition 5.11.

1.6 Application d’Artin

On a vu dans la partie précédente que si un idéal premier p ⊂ OK se décompose sous
la forme

pOL = Be1
1 · · ·B

eg
g

alors on a un morphisme surjectif ψi : σ ∈ DBi 7→ σ̄ ∈ Gi. Pour que ce morphisme soit
toujours un isomorphisme, il faut et il suffit que IBi soit réduit au groupe trivial pour tout
i, i.e. que p soit non ramifié dans OL. Nous aurions donc envie de savoir quels sont les
idéaux premiers de OK non ramifiés dans OL.

Proposition 1.6.1. Un idéal premier p de OK est ramifié dans OL si et seulement si
il divise l’idéal ∆L/K (voir définition 1.2.2). En particulier, seul un nombre fini d’idéaux
premiers de OK sont ramifiés.
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Démonstration. Soit p un idéal premier de OK . L’anneau OL/pOL est un OK/p-espace
vectoriel de dimension finie (car fini). Comme Card(OL/pOL) = N(p)[L:K] (voir la dé-
monstration du théorème 1.5.2), on en déduit que sa dimension est [L : K]. Finalement,
on a un isomorphisme (OK/p)[L:K] → OL/pOL, et une base de OL/pOL se relève en une
base de L/K. Ainsi, si (a1, · · · , an) est une base de OL/pOL, alors :

D(a1, · · · , an) ≡ disc((OL/pOL)/(OK/p)) (mod p) (1.6.1)

On sait en outre que OL/pOL ∼= OL/Be1
1 ⊕ · · · ⊕ OL/B

eg
g où pOL = Be1

1 . . .B
eg
g . En

regardant une base de ce produit en tant que OK/p-algèbre, on montre que

disc((OL/pOL)/(OK/p)) =
∏

disc((OL/Bei
i )/(OK/p))

Notons k = OK/p,et montrons maintenant l’équivalence suivante : une k-algèbre finie B
est réduite si et seulement si disc(B/k) 6= 0.

Supposons en effet que B soit non réduite. On choisit e1 un élément non nul nilpotent de
B et on le complète en une base (e1, . . . , en) de B. Pour tout i l’application x ∈ B 7→ e1eix
est nilpotente et ainsi Tr(e1ei) = 0, ce qui montre que disc(B/k) = 0.

Réciproquement, supposons B réduite. Alors l’intersection de tout les idéaux premiers
de B est réduite à 0. D’autre part, si a est un idéal premier de B, le quotient B/a est
intègre et de dimension finie sur k, c’est donc un corps et a est maximal. Si maintenant
a1, . . . , ar sont des idéaux premiers distincts de B, on a d’après le théorème chinois :

B/ (∩ai) ∼= B/a1 ⊕ · · · ⊕B/ar

Ainsi en notant n le degré B, on a n ≥
∑

[B/ai : k] ≥ r. B a donc un nombre fini d’idéaux
premiers. On en déduit l’isomorphisme :

B ∼=
∏

a∈Spec(B)

B/a

Chaque B/a est une extension finie de k. Comme k est parfait (car fini), on en déduit que
B/a est une extension séparable, et ainsi disc(B/a) 6= 0 pour tout a, et donc disc(B/k) 6= 0.

Revenons au problème initial. On sait que

p | ∆L/K ⇐⇒ D(a1, · · · , an) ∈ p pour toute base entière de a1, · · · , an de L/K

D’après la congruence (1.6.1), cela est équivalent à disc((OL/pOL)/(OK/p)) = 0, c’est-à-
dire à l’existence d’un entier i tel que disc((OL/Bei

i )/(OK/p)) = 0. Or la OK/p−algèbre
OL/Bei

i est réduite si, et seulement si ei > 1, ce qui termine la démonstration.

On fixe maintenant un corps de nombres K et une extension finie galoisienne L/K.
On se donne B un idéal premier de OL. Alors B divise l’idéal premier p = B ∩ OK . Si
p est non ramifié, on a un isomorphisme ψ : DB → G où G est le groupe de Galois de
OK/p ↪→ OL/B. En particulier, il existe un unique antécédent σ ∈ DB au morphisme de
Frobenius : x 7→ xN(p). On note cet élément σ := ((L/K)/B) (symbole d’Artin). C’est
l’unique élément de Gal(L/K) tel que(

L/K

B

)
(x) ≡ xN(p) (mod B)

pour tout x ∈ OL. En notant f le degré d’inertie de B, on constate que

ψ

((
L/K

B

)f)
= (x 7→ xN(p))f = IdOL/B
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et comme ψ est bijective, on en déduit que l’ordre de ((L/K)/B) est f . Ainsi p est tota-
lement décomposé si et seulement si ((L/K)/B) = Id.

Choisissons maintenant un autre idéal premier B′ divisant p. Il existe un automor-
phisme σ ∈ Gal(L/K) tel que B′ = σ(B). Si x ∈ OL on a alors

σ

(
L/K

B

)
σ−1(x) ≡ σ(σ−1(x)N(p)) ≡ xN(p) (mod B′)

par unicité, on en déduit que : (
L/K

B′

)
= σ

(
L/K

B

)
σ−1

Donc, si p est un idéal premier de OK non ramifié dans L, les ((L/K)/B), pour B idéal
premier de OL au dessus de p, forment une classe de conjugaison dans Gal(L/K). Si G est
abélien ses classes de conjugaisons sont des singletons, et ainsi la valeur de ((L/K)/B) dé-
pend uniquement de l’idéal premier sous-jacent p. On peut donc noter cet automorphisme
((L/K)/p).

Si enfin on note I∆L/K
le sous groupe de I(OK) engendré par les idéaux premiers ne

divisant pas ∆L/K (voir la proposition 1.6.1), on peut étendre la définition du symbole
d’Artin au groupe I∆L/K

tout entier par la relation suivante : si a = pr11 · · · prnn , on pose :(
L/K

a

)
:=

(
L/K

p1

)r1
· · ·
(
L/K

pn

)rn
Le morphisme ainsi défini : (

L/K

.

)
: I∆L/K

→ Gal(L/K)

est appelé application d’Artin. Elle est définie pour toute extension abélienne finie L de K,
et joue un rôle absolument crucial dans l’étude de ces extensions.

Exemple 1.6.2. (Extensions quadratiques imaginaires de Q)
Une extension quadratique imaginaire de Q est un corps de la forme Q(

√
N) avec N ∈ Z,

N < 0 (dorénavant on supposera que N n’a pas de diviseur carré). L’extension Q(
√
N)/Q

est galoisienne, son groupe de Galois contient un seul automorphisme non trivial, à savoir,
le morphisme qui envoit

√
N sur −

√
N : c’est la restriction à Q(

√
N) de la conjugaison

complexe. On note d le discriminant de l’extension Q(
√
N)/Q : on a d = N si N ≡ 1

(mod 4) et d = 4N dans les autres cas. La proposition (1.5.6) nous permet de décrire le
comportement des nombres premiers dans cette extension. Si p - d, on a deux cas : si (d/p) =
1 alors p est totalement decomposé dans OQ(

√
N), si (d/p) = −1 alors p reste premier

dans OQ(
√
N) (où (d/p) est le symbole de Legendre). Ce calcul donne une description de

l’application d’Artin. On a(
Q(
√
N)/Q
·

)
: I∆ −→{±1} ∼= Gal(Q(

√
N)/Q)

(a
b

)
7→
[
d

a

] [
d

b

]−1

avec a, b ∈ Z, (a, d) = (b, d) = 1 et [·/·] est le symbole de Jacobi.
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Exemple 1.6.3. (Extensions cyclotomiques de Q)
Soit ζN = exp(2iπ/N). On sait le polynôme minimal de ζN , appelé le N -ieme polynôme
cyclotomique, est irréductible de degré φ(N) = |(Z/NZ)∗|. On en déduit que ζN est un
entier algébrique. En plus, l’extension Q(ζN )/Q est galoisienne, et on a un isomorphisme
de groupes :

Gal(Q(ζN )/Q) −→(Z/NZ)∗

σ 7→aσ

où aσ est caractérise par l’égalité σ(ζN ) = ζaσN . Donc Q(ζN ) est une extension abélienne
de Q. Si N 6≡ 2 (mod 4), on peut montrer que les premiers p ∈ Z qui se ramifient dans
Q(ζN ) sont ceux qui divisent N . Par conséquence, l’application d’Artin est définie sur
IN = {(ab ) : r, s ∈ Z, (r,N) = (s,N) = 1}. En identifiant Gal(Q(ζN )/Q) avec (Z/NZ)∗

elle est donnée explicitement par :(
Q(ζN )/Q

.

)
: IN −→Z/NZ∗(r
s

)
7→r̄s̄−1 (mod N)

Pour p premier qui ne divise pas N , l’action de
(
Q(ζN )/Q

p

)
sur Q(ζN ) est donnée par la

formule : (
Q(ζN )/Q

p

)
(ζaN ) = ζapN (1.6.2)

En particulier, on a les équivalences :

p totalement décomposé ⇐⇒
(
Q(ζN )/Q

p

)
= Id⇐⇒ p ≡ 1 (mod N)

2 Théorie des corps de classe

2.1 Les énoncés de la théorie des corps de classe

La théorie des corps de classe classifie les extensions abéliennes finies d’un corps de
nombres K quelconque. En utilisant l’application d’Artin, on identifie le groupe de Galois
d’une extension abélienne L de K avec un certain “groupe des classes d’idéaux généra-
lisé” de K, ce qui donne une description abstraite des extensions abéliennes de K en termes
du corps K lui-même.

On va énoncer les résultats fondamentaux de la théorie dont on se servira dans la suite,
en utilisant le langage classique des cycles arithmétiques. Voir [9] pour une description
détaillée de la théorie.

On introduit d’abord la notion de place d’un corps de nombres K. C’est une générali-
sation de la notion d’idéal premier de OK , qui inclut aussi les “premiers à l’infini” de K.
Géométriquement, cela correspond à ajouter les points à l’infini à la courbe affine OK (voir
la remarque 1.5.3).

Définition 2.1.1. Une valuation sur un corps K est une fonction

| · | : K → R

telle que, pour tout x, y ∈ K :
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1. |x| ≥ 0 et |x| = 0 ⇐⇒ x = 0,

2. |xy| = |x||y|,
3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

On donne ici deux exemples de valuation.

Exemple 2.1.2. 1. On appelle valuation triviale la valuation | · | telle que |x| = 1
pour tout x 6= 0.

2. Soit K un corps de nombres et p un idéal premier de OK . Pour tout x ∈ K l’idéal
fractionnaire xOK se factorise en un produit

xOK =
∏

q∈Spec(OK)

qe(q)

avec les e(q) ∈ Z et égaux à zéro sauf un nombre fini. On définit |x|p = 1
N(p)e(p) , où

N(p) indique la norme de p. Cette formule définit bien une valuation sur K, appelée
valuation p-adique.

Si | · | est une valuation sur K, on peut munir K d’une structure d’espace métrique avec
la distance définie par d(x, y) = |x − y|. Si deux valuations induisent la même topologie
sur K en tant qu’espace métrique, on dira qu’elles sont équivalentes.

Définition 2.1.3. Une place d’un corps de nombres K est une classe d’équivalence de
valuations non triviales sur K. Explicitement :

1. Une place finie (ou non archimediènne) est la classe d’équivalence de la valuation
p-adique associée a un idéal premier p de OK . On la note toujours p.

2. Une place à l’infini (ou place archimediènne) est la classe d’équivalence de la va-
luation associée a un plongement i : K −→ C. Plus précisément, si i : K −→ R est
un plongement réel on parle de place réelle. Si i : K −→ C est un plongement tel
que i(K) * R on dit que c’est une place complexe.

Les valuations considérées dans la définition précendante sont, à équivalence près, toutes
les valuations possibles sur un corps de nombres. En fait, on a le théorème suivant du a
Ostrowski :

Théorème 2.1.4 (Ostrowski). Soit K un corps de nombres. Une valuation non-triviale
sur K est equivalente soit à une valuation p-adique pour un certain ideal premier p de OK ,
soit à une valuation induite par un plongement réel ou complèxe.

Démonstration. Voir [1].

Dans la suite, on utilisera la notation p par indiquer à la fois les place finies et infinies.

Définition 2.1.5. Soit L/K une extension de corps de nombres.

1. Soit p une place finie de K. On dit que p est ramifiée dans L si l’idéal premier p
est ramifié dans L.

2. Soit p une place infinie de K. On dit que p est ramifiée dans L si p est une place
réelle de K qui se prolonge en une place complexe de L.

3. L’extension L/K est dite non ramifiée si toute place (finie ou infinie) de K est non
ramifiée dans L.
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Définition 2.1.6. Un cycle arithmétique dans un corps de nombres K est un produit
formel :

m =
∏

p place de K

pnp

avec :
1. np ≥ 0, et np = 0 pour tout p sauf un nombre fini.
2. np = 0 si p est une place complexe, et np ≤ 1 si p est une place réelle,

Si m =
∏

p place de K pnp est un cycle arithmétique, on note m0 =
∏

p place finie de K pnp. On
peut identifier m0 avec un idéal de OK .
On dit que une place p de K divise le cycle arithmétique m =

∏
p p

np si np > 0.
Si m =

∏
p p

np et n =
∏

p p
n′p sont deux cycles, on dit que m divise n, et on écrit m|n, si

np ≤ n′p pour chaque place p.

Définition 2.1.7. Si m est un cycle arithmétique de K, on pose :

IK(m) = {a idéal fractionnaire de K : (a,m0) = 1}

PK(m) = {a = (α) : α ≡ 1 (mod m0), p(α) > 0 ∀ p place réelle telle que np = 1}

On vérifie sans difficulté que IK(m) est un groupe, et que PK(m) est un sous groupe
de IK(m). On peut aussi montrer que le quotient IK(m)/PK(m) est un groupe fini.
Un sous groupe H de IK(m) est appelé sous groupe de congruence pour m si PK(m) ⊆
H ⊆ IK(m).

Exemple 2.1.8. Si m = 1 =
∏

p p
0 alors IK := IK(1) = {idéaux fractionnaires de K}

et PK := PK(1) = {idéaux fractionnaires principaux de K}, donc IK/PK = Cl(OK), le
groupe des classes d’idéaux de OK .

Exemple 2.1.9. Notons∞ l’unique place archimediènne de Q. Chaque cycle arithmétique
de Q est alors de la forme m = a ou m = a∞, avec a ∈ Z. En particulier, tout cycle de Q
divise un cycle de la forme N∞, avec N ∈ Z.

Exemple 2.1.10. Soit K = Q(τ) une extension quadratique imaginaire de Q. Alors K n’a
pas de place réelle, donc on peut toujours identifier un cycle arithmétique m avec un idéal de
OK , qu’on note toujours m. On a alors IK(m) = {a idéal fractionnaire de K : (a,m) = 1}
et PK(m) = {a = (α), α ∈ K,α ≡ 1 (mod m)}.
On remarque que, si p est un idéal premier non nul de OK , alors pp = N(p) ∈ Z. On en
déduit que chaque cycle de K divise un cycle de la forme m = N , avec N ∈ Z.

Remarque 2.1.11. Soit L/K une extension abélienne de corps de nombres, et soit m un
cycle arithmétique divisible par chaque place de K ramifiée dans L. Alors l’application
d’Artin est bien définie sur IK(m).

Avec ce vocabulaire, on peut énoncer les résultats fondamentaux de la théorie des corps
de classe.

Théorème 2.1.12. (Loi de réciprocité d’Artin) Soit L/K une extension abélienne de corps
de nombres. Soit m un cycle arithmétique de K divisible par toute place de OK ramifiée
dans L. Soit

Φm : IK(m) −→ Gal(L/K)

l’application d’Artin. On a :
1. Φm est surjective.
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2. Si les exposants np des places finies p dans m0 sont assez grands, alors ker(Φm) est
un sous groupe de congruence pour m.

Démonstration. Voir [4].

Remarque 2.1.13. Le point 2. dans le théorème implique que le noyau de l’application
d’Artin est décrit par des congruences modulo un certain cycle arithmétique de K. En
particulier, on peut caractériser l’ensemble Spl(L/K) à l’aide d’un nombre fini de condi-
tions de congruence dans K. Cette loi est donc une généralisation de la loi de réciprocité
quadratique, ainsi que des autres lois de réciprocité classiques.

Remarque 2.1.14. Etant donnée une extension abélienne L/K et un cycle arithmétique m
tel que Φm soit définie et ker(Φm) soit un sous groupe de congruence pour m, on vérifie
que, si n est un cycle arithmétique tel que m|n, alors ker(Φn) est aussi un sous groupe de
congruence pour n.

La remarque 2.1.14 implique qu’il existe une infinité de cycles qui vérifient les conclu-
sions du théorème 2.1.12. On peut quand-même choisir un unique cycle “minimal” :

Théorème 2.1.15. Soit L/K une extension abélienne de corps de nombres. Il existe un
unique cycle arithmétique f(L/K), appelé le conducteur de l’extension L/K, tel que :

1. Une place de K est ramifiée dans L si et seulement si elle divise f(L/K).

2. Si m est un cycle arithmétique de K divisible par toute place de K ramifiée dans L,
alors ker(Φm) est un sous groupe de congruence pour m si et seulement si f(L/K)|m.

Démonstration. Voir [4].

Enfin, il y a une sorte de réciproque du théorème 2.1.12 :

Théorème 2.1.16. (Théorème d’existence) Soit m un cycle arithmétique de K, H un sous
groupe de congruence pour m. Alors il existe une unique extension abélienne L de K telle
que :

1. Les places de K ramifiées dans L divisent m.

2. le noyau de l’application d’Artin Φm : Im −→ Gal(L/K) est H.

Démonstration. Voir [4].

Ce théorème nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2.1.17. Soit m un cycle arithmétique de K. Le corps de classe de rayon m
est l’unique extension abélienne Km de K telle que les premiers de K ramifiés dans Km

divisent m, et ker(ΦKm/K
m ) = PK(m).

En particulier, le corps de classe de rayon m = 1 est appelé le corps de classe de Hilbert
de K, noté HK . L’application d’Artin donne un isomorphisme entre Gal(HK) et Cl(OK).

Par définition, un idéal premier p de K est totalement décompose dans Km si et seule-
ment si p = (α) et α ≡ 1 (mod m). En particulier, on a :

Spl(HK) = {Idéaux premiers principaux de OK}

Exemple 2.1.18. Soit K = Q et m = N∞. Alors IQ(m) = {( rs) : (r,N) = (s,N) = 1}
et PQ(m) = {

(
r
s

)
: r
s > 0, (r,N) = 1, r ≡ s (mod N)}. Soit L = Q(ζN ). On a vu dans
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l’exemple 1.6.3 que L/K est abélienne de groupe de Galois isomorphe à (Z/NZ)∗, et on a
explicité l’application d’Artin :

Φ
Q(ζ(N))/Q
m : IQ(m) −→(Z/NZ)∗(r

s

)
7→ r̄s̄−1 (mod N)

Il est alors clair que ker(ΦQ(ζ(N))/Q
m ) = PQ(m). Donc le corps de classe de rayon m = N∞

de Q est Q(ζN ).

Les théorèmes 2.1.12, 2.1.15 et 2.1.16 sont les résultats fondamentaux de la théorie des
corps de classe ; ils sont les outils abstraits essentiels pour étudier les extension abéliennes
des corps de nombres. On verra tout de suite certaines conséquences étonnantes de ces
résultats.

2.2 Conséquences de la théorie des corps de classe

On commence par un lemme technique assez simple mais très utile.

Lemme 2.2.1. Soient L,M ⊂ C deux extensions abéliennes finies d’un corps de nombres
K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L ⊆M
2. Il existe un cycle m de K, divisible par toutes les places de K ramifiées dans L ou

M , tel que
PK(m) ⊆ ker(ΦM/K

m ) ⊆ ker(ΦL/K
m )

Démonstration. 1.⇒ 2.
Supposons L ⊆ M . La remarque 2.1.14 implique que il existe un cycle arithmétique m

de K tel que ker(ΦM/K
m ) et ker(ΦL/K

m ) sont des sous groupes de congruence pour m.
Notons r : Gal(M/K) −→ Gal(L/K) l’application de restriction. Alors on vérifie que
Φ
L/K
m = r ◦ (Φ

M/K
m ), ce qui implique ker(ΦM/K

m ) ⊆ ker(ΦL/K
m ).

2.⇒ 1.
Soit m cycle qui vérifie 2. Soit H = Φ

M/K
m (ker(Φ

L/K
m )). Soit K ⊆ L̃ ⊆M le corps fixé par

H. Alors on a ker(ΦL/K
m ) = ker(Φ

L̃/K
m ), donc, par l’unicité dans le théorème 2.1.16, on a

L = L̃ ⊆M .

Une première conséquence du lemme 2.2.1 est la caractérisation suivante du corps de
classe de Hilbert d’un corps de nombres K.

Proposition 2.2.2. Le corps de classe de Hilbert HK d’un corps de nombres K est l’ex-
tension abélienne non ramifiée maximale de K. Autrement dit, toute extension L de K
abélienne non ramifiée est contenue dans HK .

Démonstration. Par définition, HK est une extension abélienne de K. En plus, le conduc-
teur deHK/K est forcement le cycle 1, donc le théorème 2.1.15 nous dit que cette extension
est non ramifiée.

Soit maintenant L/K une extension abélienne non ramifiée. Par le théorème 2.1.15 on
a f(L/K) = 1, donc par le même théorème on a PQ(1) = ker(Φ

HK/K
1 ) ⊆ ker(Φ

L/K
1 ). Le

lemme 2.2.1 implique alors que L ⊆ HK .

Plus généralement, le lemme 2.2.1 nous permet de décrire, au moins de façon abstraite,
l’extension abélienne maximale d’un corps de nombres K quelconque.
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Proposition 2.2.3. Soit K un corps de nombres, et (mi)i∈I une famille de cycles de K
telle que pour tout cycle n de K il existe in ∈ I tel que n|min. Alors le compositum des
corps de classe de rayon Kmi est l’extension abélienne maximale de K. Autrement dit,
toute extension abélienne de K est contenue dans Kmi pour un certain i ∈ I.

Démonstration. Soit L/K une extension abélienne, n un cycle arithmétique qui vérifie les
hypothèses du théorème 2.1.12, in ∈ I tel que n|min . La remarque 2.1.14 implique que on
a l’inclusion :

PK(min) ⊆ ker(ΦL/K
min

)

Comme par définition on a PK(min) = ker(Φ
Kin/K
min

), le lemme 2.2.1 implique que L ⊆
Kin .

2.3 Le Théorème de Chebotarev et ses conséquences

Définition 2.3.1. Soit K un corps de nombres, et P un ensemble d’idéaux premiers non
nuls de OK . Si la limite

δ(P) = lim
s→1+

∑
p∈P

1
N(p)s

log 1
s−1

existe, on l’appelle densité de Dirichlet de l’ensemble P.

Notation 2.3.2. Si P est un ensemble d’idéaux premiers non nuls de OK on note P∗ =
{p ∈ P : p a degré d’inertie 1 dans K/Q}.

Proposition 2.3.3. 1. δ(P) ≤ 1 pour tout P. Si P est un ensemble fini, alors δ(P)=0.

2. δ(P) = δ(P∗).

3. δ(P tQ) = δ(P) + δ(Q).

4. δ(P) = δ(Q) si P∗ et Q∗ différent pour un nombre fini d’idéaux.

Démonstration. Voir [3], pp.153-154.

Notation 2.3.4. Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres. Soit p idéal
premier de OK . On note σp la classe de conjugaison formée des ((L/K)/Bi) avec Bi idéal
premier de OL au dessus de p.
Si C est une classe de conjugaison dans Gal(L/K), on note PC l’ensemble des p tels que
σp = C.

Théorème 2.3.5. (Théorème de densité de Chebotarev) Soit L/K une extension galoi-
sienne de corps de nombres, C une classe de conjugaison de Gal(L/K). Alors on a :

δ(PC) =
|C|

|Gal(L/K)|

Démonstration. Voir [9].

Corollaire 2.3.6. Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres. Alors

δ(Spl(L/K)) =
1

|Gal(L/K)|
=

1

[L : K]

Ce corollaire entraine le fait remarquable, et très important, que une extension galoi-
sienne de corps de nombres L/K est caractérisée par l’ensemble Spl(L/K).
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Proposition 2.3.7. Soient L,M ⊆ C deux extensions galoisiennes d’un corps de nombres
K.

1. M ⊆ L si et seulement si Spl(L/K)∗ ⊆ Spl(M/K)∗ à un nombre fini d’idéaux
premiers prés.

2. L = M ⇐⇒ Spl(L/K)∗ = Spl(M/K)∗ à un nombre fini d’idéaux premiers prés.

Démonstration. Supposons que Spl(L/K)∗ ⊆ Spl(M/K)∗, sauf peut être pour un nombre
fini d’idéaux. Comme un idéal premier p de OK est totalement décomposé dans LM si et
seulement si il est totalement décomposé dans L et M , on a :

Spl(LM/K) = Spl(L/K) ∩ Spl(M/K)

En utilisant le corollaire du théorème de Chebotarev on a alors les égalités :

1

[LM : K]
= δ(Spl(LM/K)) = δ(Spl(LM/K)∗)

= δ(Spl(L/K)∗) ∩ Spl((M/K)∗) = δ(Spl(L/K)∗)

= δ(Spl(L/K)) =
1

[L : K]

donc
1

[LM : K]
=

1

[L : K]

ce qui implique M ⊆ L. L’implication réciproque est immédiate, et 2. découle de 1.

Remarque 2.3.8. On a vu que p ∈ Spl(HK/K) si et seulement si p est principal. D’après
la proposition 2.3.7, cette propriété caractérise le corps de classe de Hilbert de K parmi
toutes les extensions galoisiennes finies de K. Si L est une extension galoisienne finie de
K telle que, pour tout idéal premier p de OK de degré d’inertie 1 sauf au plus un nombre
fini on a équivalence :

p totalement décomposé dans L ⇐⇒ p est principal

alors L = HK .
Plus généralement, soit m un cycle arithmétique de K. Si L une extension galoisienne

finie de K telle que Spl(L/K)∗ = {p ∈ Pk(m)}∗ sauf au plus pour un nombre fini d’idéaux
premiers alors L = Km.

2.4 Extensions abéliennes de Q

Les résultats de la section précédente nous permettent de déterminer l’extension abé-
lienne maximale de Q, notée Qab. En dépit de son nom, le résultat classique suivant a été
démontré pour la première fois par Hilbert.

Théorème 2.4.1. (Kronecker-Weber) Toute extension abélienne de Q est contenue dans
une extension cyclotomique Q(ζN ) pour un certain N .

Soit µ(C∗) l’ensemble des racines de l’unité dans C∗. On a alors :

Qab = Q(µ(C∗))

et
Gal(Qab/Q) ∼= lim←−

N

(Z/NZ)∗ = Ẑ∗
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Démonstration. On a vu dans l’exemple 2.1.9 que tout cycle m de Q divise un cycle de la
forme N∞, et on a montré dans l’exemple 1.6.3 que le corps de classe de rayon N∞ pour
Q est Q(ζN ). Le théorème découle alors de la proposition 2.2.3.

Notation 2.4.2. Soit G un groupe abélien, et N ∈ N. On note G[N ] le sous groupe de N−
torsion de G, c’est à dire :

G[N ] = {g ∈ G : Ng = 1}

et on note Gtors = ∪N∈NG[N ] la partie de torsion de G. Par exemple, si G = C∗ ∼= GL1(C),
alors G[N ] = {e2iπa/N , a ∈ Z} et Gtors = µ(C).

On peut résumer ce qu’on a vu sur les extensions abéliennes de Q de la façon suivante :

Théorème 2.4.3. 1. Soit N ∈ N. Alors ζN = e2iπ/N est un entier algébrique.
2. L’extension Q(ζN )/Q = Q(GL1(C)[N ]/Q) est abélienne.
3. Toute extension abélienne de Q est contenue dans Q(GL1(C)[N ]) pour un certain

N ∈ N.

Les trois points du théorème 2.4.3 correspondent à trois miracles :
1. La fonction exponentielle, qui est une fonction transcendante, prend des valeurs

algébriques si elle est évaluée sur les points 2iπk/N , avec k,N ∈ N. Mieux, ces
valeurs sont des entiers algébriques.

2. Les coordonnées des points de N−torsion du groupe GL1(C) engendrent des exten-
sions abéliennes de Q.

3. Toute extension abélienne de Q est contenue dans une extension obtenue comme
dans 2.

Dans la suite, on va essayer d’obtenir un résultat analogue au théorème 2.4.3, mais sur un
corps de base K = Q(τ) quadratique imaginaire.

3 Courbes elliptiques et fonctions modulaires

3.1 Courbes elliptiques sur C

Définition 3.1.1. Un réseau Λ de C est un sous groupe discret de rang 2 de C. Si {ω1, ω2}
est une base de Λ, on écrit Λ = [ω1, ω2].

Définition 3.1.2. Une courbe elliptique EΛ est le quotient de C par l’action d’un réseau
Λ.

Remarque 3.1.3. Comme l’action de Λ sur C est libre et proprement discontinue, EΛ admet
une structure naturelle de variété analytique quotiente, qui fait de la projection π : C→ EΛ

une application holomorphe et aussi un revêtement. De plus, EΛ est munie d’une structure
de groupe naturelle compatible avec sa structure de variété complexe.

Définition 3.1.4. Soient EΛ et EΛ′ deux courbes elliptiques. On appelle isogénie une
application non constante φ : EΛ −→ EΛ′ qui est à la fois une application holomorphe et
un morphisme de groupes. Si φ est bijective, elle est appelée un isomorphisme entre EΛ et
EΛ′.
Le noyau d’une isogénie est son noyau en tant que morphisme de groupes. Son cardinal est
appelée le degré de l’isogénie.
Un endomorphisme de EΛ est une isogénie de E dans elle-même. Un endomorphisme
bijectif est un automorphisme.
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Notation 3.1.5. Si α ∈ C, on note mα : C −→ C la multiplication par α, z 7→ αz.

Lemme 3.1.6. Soit φ : EΛ −→ EΛ′ une isogénie entre deux courbes elliptiques. Alors il
existe αφ ∈ C tel que αφΛ ⊆ Λ′ et que le diagramme suivant commute :

C C

EΛ EΛ′

mαφ

πΛ

φ

πΛ′

où les fléchés verticales sont les projections canoniques.
Réciproquement, si α ∈ C est tel que αΛ ⊆ Λ′, alors mα induit une isogénie φ : EΛ −→ EΛ′

qui fait commuter le diagramme.
En plus, φ est un isomorphisme si et seulement si αΛ = Λ′.

Démonstration. Soit φ : EΛ −→ EΛ′ une isogénie. Comme la projection πΛ′ est un revête-
ment et C est simplement connexe, il existe un (unique) relèvement holomorphe φ̃ : C −→ C
de l’application φ ◦ πΛ qui envoie 0 en 0.

Soit λ ∈ Λ. Alors l’application z 7→ φ̃(z + λ) − φ̃(z) prend ses valeurs dans Λ′, donc,
comme elle est continue, on a φ̃(z+ λ)− φ̃(z) = const, ce qui donne φ̃′(z+ λ)− φ̃′(z) = 0.
Donc φ̃′ est Λ-périodique et holomorphe, donc constante. On en déduit que φ̃(z) est de
la forme z 7→ αz + β, et β = 0 comme φ̃(0) = 0, donc φ̃ = mα. Enfin, αΛ ⊆ Λ′ par
commutativité du diagramme.

Le reste du lemme est facile.

Remarque 3.1.7. La preuve montre que toute application holomorphe φ : E → E′ qui envoi
0E sur 0E′ est automatiquement une isogénie.

Le lemme 3.1.6 donne des bijections :

{isogénies φ : EΛ −→ EΛ′} ←→ {α ∈ C : αΛ ⊆ Λ′}
φ 7−→ αφ

{isomorphismes φ : EΛ −→ EΛ′} ←→ {α ∈ C : αΛ = Λ′}
φ 7−→ αφ

{endomorphismes φ : EΛ −→ EΛ} ←→ {α ∈ C : αΛ ⊆ Λ}
φ 7−→ αφ

En particulier, on obtient :

Proposition 3.1.8. Soient Λ et Λ′ deux réseaux de C. Alors les courbes elliptiques EΛ

et EΛ′ sont isomorphes si et seulement si il existe α ∈ C tel que αΛ = Λ′. Les classes
d’isomorphisme des courbes elliptiques correspondent donc aux classes d’homothétie des
réseaux de C.

L’étude des classes d’isomorphisme des courbes elliptiques est donc équivalente à l’étude
des réseaux complexes à homothétie prés. Soit Λ = [ω1, ω2] un tel réseau. L’homothétie
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de rapport 1/ω1 l’envoi sur le réseau [1, ω2/ω1]. Quitte à effectuer une réflexion, on peut
supposer τ = ω2/ω1 ∈ H, où H est le demi-plan de Poincaré :

H = {z ∈ C : Im(z) > 0}

Enfin, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.9. 1. La formule
((

a b
c d

)
, z

)
7→ az+b

cz+d définit une action de SL2(Z)

sur H.

2. Les réseaux Λ = [1, τ ] et Λ′ = [1, τ ′] sont homothétiques si et seulement si τ et τ ′

sont dans la même orbite sous cette action.

Démonstration. 1. Simple calcul, en utilisant la formule : Im
(
az+b
cz+d

)
= Im(z)
|cz+d|2 pour(

a b
c d

)
∈ SL2(Z).

2. On a α[1, τ ] = [1, τ ′] si et seulement si :

α · 1 = cτ ′ + d

α · τ = aτ ′ + b

avec
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) (comme Im(τ ′) > 0, Im(τ) > 0).

Cette proposition nous dit que l’ensemble des orbites Y (1) = SL2(Z) \ H s’identifie
naturellement à l’ensemble des classes d’isomorphisme des courbes elliptiques. On dit que
Y (1) est l’espace de modules des courbes elliptiques.

3.2 Fonctions modulaires

L’ensemble Y (1), qui paramétrise les courbes elliptiques à isomorphisme prés, possède
lui-même une riche structure géométrique, que l’on va étudier maintenant. Son étude per-
met d’obtenir une grande quantité d’informations sur les courbes elliptiques.

Définition 3.2.1. Soit k ∈ N, M(H) le corps des fonctions méromorphes sur H. La for-
mule suivante définit une action a droite de SL2(Z) surM(H), appelée l’action modulaire
de poids k :

M(H)× SL2(Z) −→ M(H)

f(z),

(
a b
c d

)
7−→ 1

(cz + d)k
f

(
az + b

cz + d

)

Si γ =

(
a b
c d

)
, on note f [γ]k = 1

(cz+d)k
f
(
az+b
cz+d

)
.

Notation 3.2.2. On va utiliser dans la suite la notation plus pratique f ◦γ(z) pour f [γ]0(z).

On peut munir Y (1) d’une structure de variété analytique complexe de façon que la
projection π : H −→ Y (1) = SL2(Z)\H soit holomorphe. Avec cette structure, une fonction
f : Y (1) −→ C est méromorphe si et seulement si f ◦ π l’est. Les fonctions méromorphes
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sur Y (1) correspondent donc aux fonctions méromorphes sur H qui sont invariantes par
l’action de poids 0 de SL2(Z).

On rajoute un point à l’infini, noté ∞, à Y (1) pour en faire une surface de Riemann
compacte, qu’on note X(1). Pour donner des cartes autour du point à l’infini, on remarque
que l’application z 7→ q(z) := exp(2iπz) envoi un demi plan {Im(z) > c} sur un disque
privé du centre : {|z| < r, z 6= 0}. On prolonge cette application en envoyant ∞ sur 0.

Maintenant, soit f ∈ M(H) invariante par l’action de poids 0 de SL2(Z). Notons f̃
la fonction méromorphe correspondante sur Y (1). En prenant γ = ( 1 1

0 1 ) on trouve que
f(z + 1) = f(z), donc f s’écrit sous la forme f(z) =

∑
n∈Z anq(z)

n, avec an ∈ C. On a
alors que f̃ est méromorphe sur X(1) si et seulement si f(z) =

∑
n≥−m anq(z)

n pour un
certain m. On dit alors que f est méromorphe à l’infini.

Si k ∈ N est pair et f est invariante par l’action de poids k de SL2(Z), alors on a
toujours f(z + 1) = f(z) ; comme on a fait pour les fonctions de poids 0, on dit que f
est méromorphe à l’infini si elle s’écrit sous la forme f =

∑
n≥−m anq

n. On dit que f est
holomorphe à l’infini si elle s’écrit sous la forme f =

∑
n≥0 anq

n.

Définition 3.2.3. Soit k ∈ N pair. Une fonction f : H −→ C est appelée fonction modu-
laire de poids k si :

1. f est méromorphe sur H.
2. f est invariante par l’action de poids k de SL2(Z).
3. f est méromorphe à l’infini.

On dit que f est une forme modulaire de poids k si elle est holomorphe sur H et à l’in-
fini. Enfin, on dit que f est une forme parabolique si f est une forme modulaire nulle à
l’infini, c’est à dire, si elle s’écrit sous la forme f =

∑
n≥1 anq

n. On note Mk(SL2(Z))
l’espace vectoriel des formes modulaires de poids k, et Sk(SL2(Z)) le sous espace des formes
paraboliques de poids k.

D’après la discussion qu’on a mené, les fonctions modulaires de poids 0 correspondent
aux fonctions méromorphes surX(1). On peut aussi donner une interprétation géométrique
aux fonctions modulaires de poids k quelconque (pair) à l’aide des k−formes différentielles
sur X(1) (voir [7]).

Exemple 3.2.4.
• Comme X(1) est compacte, les seules formes modulaires de poids 0 sont les
constantes.
• Soit k ≥ 4 pair. La série

Gk(τ) =
∑
m,n∈Z

′ 1

(m+ nτ)k

où
∑′ dénote la somme sur (m,n) 6= (0, 0), converge uniformément sur les compacts

de C et définit une forme modulaire de poids k, qui vaut 2ζ(k) à l’infini. Elle est
appelée la série d’Eisenstein de poids k.
En général, si Λ est un réseau de C, on définit Gk(Λ) =

∑′
ω∈Λ

1
ωk

.
• Soit g2 = 60G4, g3 = 140G6. La fonction ∆ = g3

2− 27g2
3 est une forme parabolique

de poids 12. On peut montrer que ∆(τ) 6= 0 pour tout τ ∈ H.
• La fonction

j = 1728
g3

2

∆
est une fonction modulaire de poids 0. Elle a un pôle simple à l’infini, et son
q−développement est de la forme j(τ) = 1

q(τ) +
∑∞

n=0 cnq(τ)n avec cn ∈ Z pour
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tout n ∈ N. En effet, les coefficients du q−développement de g2/4π
4 et de ∆/(2π)12

sont entiers, et le premier coefficient du q−développement de ∆/(2π)12 est 1, ce qui
entraine que les coefficients du q−développement de j = 1728

g3
2

∆ sont entiers.
Si Λ = [ω1, ω2] est un réseau quelconque, on sait que il est homothétique à un
réseau de la forme [1, τ ] avec τ ∈ H. On définit alors j(Λ) = j(τ) (c’est une bonne
définition, comme j est modulaire de poids 0). On appelle j(Λ) le j-invariant de la
courbe EΛ.

Proposition 3.2.5. 1. La fonction j induit un biholomorphisme de surfaces de Rie-
mann j̃ : X(1) −→ P1(C).

2. Le corps des fonctions méromorphes sur X(1) est :

M(X(1)) = C(j̃)

3. (Principe du q−développement) Si f est une fonction modulaire de poids 0 holo-
morphe sur H, avec q−développement f(z) =

∑
n≥−m anq(z)

n, alors f ∈ C[j]. De
plus, si f = P (j), avec P =

∑
n bnx

n, alors le Z−module engendré par les bn est
inclus dans Z−module engendré par les an.

Démonstration. 1. On a que j̃ est une fonction holomorphe non constante entre sur-
faces de Riemann compactes, donc elle est surjective. Soient maintenant τ et τ ′ dans
H tels que j(τ) = j(τ ′). On a alors g3(τ)2

g2(τ)3 = g3(τ ′)2

g2(τ ′)3 . En posant µ une racine carré du
rapport g2(τ)/g2(τ ′), on obtient µ6 = g3(τ)2/g3(τ ′)2 et donc g3(τ)/g3(τ ′) = ±µ3.
Quitte à changer µ en son opposé, on peut supposer que µ3 = g3(τ)/g3(τ ′). En
considérant λ un racine carré de µ, on a alors

g2(τ ′) = λ−4g2(τ) = g2(λ[1, τ ])

g3(τ ′) = λ−6g3(τ) = g3(λ[1, τ ])

Ceci implique que les fonctions de Weierstrass (voir exemple 3.3.3) associées aux
réseaux [1, τ ′] et λ[1, τ ] sont égales, et qu’ainsi [1, τ ′] = λ[1, τ ]. Finalement, la pro-
position 3.1.9 permet d’affirmer que τ et τ ′ sont dans la même orbite pour l’action
de SL2(Z) sur H, ce qui démontre l’injectivité de j̃.

2. L’assertion découle de 1. et du fait queM(P1(C)) ∼= C(x).
3. D’après 2., on a f ∈ C(j). Comme f est holomorphe sur H on a f ∈ C[j]. Pour

montrer la dernière assertion, on procède par récurrence sur m. Pour m = 0, c’est
triviale. Puis supposons m > 0. Considerons g = f − a−mjm. Cette fonction est
modulaire, holomorphe sur H et on a

g(z) =
∑

n≥−m+1

dnq(z)
n

où les dn appartiennent au Z−module engendré par les an, car le q−développement
de j a coefficients entiers. Par récurrence, on conclut.

Le point 1. de la proposition précédente, et l’interprétation de Y (1) comme espace de
modules des courbes elliptiques, impliquent le résultat suivant :

Corollaire 3.2.6. Soient Λ = [1, τ ] et Λ′ = [1, τ ′] deux réseaux. Alors les courbes ellip-
tiques EΛ et EΛ′ sont isomorphes si et seulement si j(τ) = j(τ ′).
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3.3 Algébrisation des courbes elliptiques

Dans cette section, on va montrer qu’une courbe elliptique EΛ quelconque (qui à été
définie comme étant un objet analytique) est isomorphe, en tant que surface de Riemann,
à une courbe algébrique projective lisse de degré 3 définie sur Q(j(Λ)), dont on va donner
une equation explicite.

Définition 3.3.1. Soit Λ un réseau de C. Une fonction elliptique pour Λ est une fonction
méromorphe sur C qui est Λ−périodique.

Remarque 3.3.2. Chaque fonction elliptique pour un réseau Λ définit naturellement une
fonction méromorphe sur le quotient EΛ = C/Λ, et toute fonction méromorphe sur EΛ

s’obtient de cette façon.

Exemple 3.3.3.
• Comme toute fonction holomorphe sur C bornée est constante, les seules fonctions
elliptiques holomorphes sont constantes.
• La série de fonctions 1

z2 +
∑′

ω∈Λ
1

(z−ω)2− 1
ω2 converge uniformément sur les compacts

de C qui ne rencontrent pas Λ, et définit une fonction elliptique pour Λ :

℘Λ(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Λ

′ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

appelée fonction ℘ de Weierstrass. Elle a un pôle double en 0, et son développement
en série de Laurent en 0 est :

℘Λ(z) =
1

z2
+
∞∑
n=1

(2n+ 1)G2n+2(Λ)z2n

Théorème 3.3.4. Soit Λ un réseau de C, EΛ = C/Λ la courbe elliptique correspondante.
1. La fonction ℘′Λ vérifie l’équation différentielle suivante :

℘′Λ(z)2 = 4℘Λ(z)3 − g2(Λ)℘Λ(z)− g3(Λ)

pour tout z ∈ Cr Λ.
2. Toute fonction Λ−elliptique est une fonction rationnelle en ℘Λ, ℘

′
Λ. Donc le corps

des fonctions méromorphes sur EΛ est isomorphe à C(x)[y]/(y2 − 4x3 + g2(Λ)x +
g3(Λ)).

3. L’application

φΛ : C −→ P2(C)

z 7−→

{
[℘Λ(z), ℘′Λ(z), 1] si z /∈ Λ

[0, 1, 0] si z ∈ Λ

passe au quotient et définit un biholomorphisme, noté toujours φΛ, entre EΛ et la
courbe projective lisse d’équation zy2 = 4x3 − g2(Λ)xz2 − g3(Λ)z3.

4. Toute courbe projective lisse avec équation de la forme zy2 = 4x3 − axz2 − bz3

s’obtient comme l’image φ(EΛ) d’une courbe elliptique EΛ.

Démonstration. 1. La fonction ℘′2Λ(z)− 4℘3
Λ(z) + g2(Λ)℘Λ(z) + g3(Λ) est holomorphe

(regarder son développement en 0) et elliptique, donc constante, donc nulle, comme
elle vaut 0 en 0.
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2. On montre d’abord que toute fonction elliptique paire est une fonction rationnelle
en ℘ ; pour une fonction elliptique f quelconque, on écrit f(z) = f(z)+f(−z)

2 +

℘′Λ(z)f(z)−f(−z)
2℘′Λ(z)

.

3. D’après 1. φ est bien définie et holomorphe. On vérifie que l’application induite sur
le quotient EΛ est bijective.

4. C’est une conséquence de la surjectivité de la fonction j.

Lemme 3.3.5. Soit E = C/Λ une courbe elliptique,
1. E est isomorphe à une courbe définie sur Q(j(E)).
2. L’application φΛ définie dans le théorème 3.3.4 transforme la loi de groupe sur E

en une loi de groupe algébrique sur φ(E).
3. Soient C/Λ, C/Λ′ deux courbes elliptiques, φΛ, φΛ′ les applications décrites dans le

théorème 3.3.4. Soit ψ : C/Λ −→ C/Λ′ une isogénie. Il existe un unique morphisme
algébrique [ψ] : φΛ(C/Λ) −→ φΛ′(C/Λ′) tel que le diagramme suivant commute :

C/Λ C/Λ′

φΛ(C/Λ) φΛ′(C/Λ′)

ψ

φΛ

[ψ]

φΛ′

En plus, [ψ] est un morphisme de groupes.

Démonstration. 1. Soit j := j(E). Si j 6= 0, 1728, la courbe elliptique E′ d’équation
y2 +xy = x3− 36x/(j− 1728)− 1/(j− 1728) vérifie j(E′) = j(E), et est définie sur
Q(j(E)). Si j = 0 (resp. 1728) on considère E′ : y2 + y = x3 (resp. y2 = x3 + x).

2. On vérifie que la somme de trois points est 0 si et seulement si ils sont alignés, ce qui
permet d’écrire des formules explicites pour la loi de groupe, et donc de constater
que c’est bien une loi algébrique.

3. On sait que toute isogénie est induite par passage au quotient d’une application
z 7→ αz, avec αΛ ⊆ Λ′. L’existence de [ψ] découle donc du fait que ℘Λ′(α(z)) est
une fonction Λ-périodique, donc une fonction rationnelle en ℘Λ, ℘

′
Λ (théorème 3.3.4).

L’unicité et le fait que [ψ] soit un morphisme de groupes sont des conséquences
immédiates de la commutativité du diagramme.

Le théorème 3.3.4 entraine, après un changement de variable linéaire, que tout tore
complexe E = C/Λ est en fait isomorphe, en tant que variété complexe, à une courbe
algébrique projective lisse dont l’équation affine est de la forme y2 = x3 + ax+ b. Récipro-
quement, toute courbe projective lisse sur C d’équation y2 = x3 + ax + b est isomorphe
à un tore C/Λ pour un certain réseau Λ. On peut donc donner la définition algébrique
suivante de courbe elliptique, qui est valable sur n’importe quel corps de caractéristique
différente de 2, 3.

Définition 3.3.6. Soit K un corps de caractéristique différente de 2, 3. Une courbe ellip-
tique sur K est une courbe projective d’équation affine

y2 = x3 + ax+ b

avec a, b ∈ K, et ∆ = −4a3 − 27b2 6= 0.
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Remarque 3.3.7. On vérifie par un calcul explicit que la condition ∆ 6= 0 équivaut au fait
que la courbe soit lisse sur K̄.

Le lemme 3.3.5 nous dit que toute courbe elliptique E est isomorphe à un courbe
définie sur le corps K = Q(j(E)). Lorsque j(E) est un nombre algébrique, on peut donc
identifier E à une courbe définie sur le corps des nombres K, ce qui permet en particulier
de considérer, pour chaque idéal premier p de OK , la réduction modulo p de la courbe. C’est
une courbe définie sur le corps fini OK/p dont l’équation s’obtient en réduisant modulo
p les coefficients de l’équation de E. On va maintenant étudier quelques propriétés des
courbes elliptiques définies sur les corps finis.

Notation 3.3.8. Si E est une courbe elliptique définie sur un corps K ⊆ L, σ : L −→ M
un morphisme de corps, on note σ(E) la courbe dont l’équation s’obtient en appliquant σ
à chaque coefficient de l’équation de E.

3.4 Courbes elliptiques sur les corps finis

On va énoncer les propriétés de base des courbes elliptiques définies sur les corps finis,
qui seront utilisées dans la suite. Voir [13] pour une exposition plus détaillée, comprenant
les preuves des résultats énoncés. Pour simplifier la tractation, dans cette section tous les
corps seront supposés parfaits et de caractéristique différente de 2, 3.

3.4.1 Propriétés générales

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps K, d’équation affine :

y2 = x3 + ax+ b

avec ∆ = −4a3−27b2 6= 0. Le corps K(E) = K(x, y)/(y2−x3−ax− b) est appelé le corps
des fonctions rationnelles sur E.

Soient E,E′ deux courbes elliptiques définies sur K. Un morphisme algébrique non
constant φ : E −→ E′ qui envoi 0E sur 0E′ est appelé isogénie. Il induit un morphisme de
corps :

φ∗ : K(E′) −→ K(E)

f 7→ f ◦ φ

L’extension de corps K(E)/φ∗(K(E′)) est finie. Son degré est appelé le degré de l’isogénie
φ. Si ψ : E′ −→ E′′ est une isogénie, on a deg(ψ ◦ φ) = deg(ψ)deg(φ). On a que φ est un
isomorphisme si et seulement si deg(φ) = 1. On dit que φ est séparable (resp. inséparable,
purement inséparable) si l’extension K(E)/φ∗(K(E′)) l’est.

Remarque 3.4.1. On peut vérifier que, dans le cas K = C, les définitions d’isogénie et degré
d’une isogénie coïncident avec celles qu’on a donné dans la section 3.1.

Exemple 3.4.2 (Le morphisme de Frobenius). Soit K un corps de caractéristique p,
F : K −→ K le morphisme de Frobenius x 7→ xp. Soit E une courbe elliptique définie sur
K :

E : y2 = x3 + ax+ b
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Notons E(p) la courbe elliptique d’équation y2 = x3 + F (a)x + F (b). On a une isogénie,
notée toujours F :

F : E −→ E(p)

(x, y) 7−→ (xp, yp)

0 7−→ 0

appelée le morphisme de Frobenius. C’est une isogénie purement inséparable de degré p.

On note Ω(E) le K̄-espace vectoriel des formes différentielles méromorphes sur E, et
Ωhol(E) le sous espace des formes différentielles holomorphes (c’est à dire, sans zéros ni
pôles). On peut montrer que Ωhol(E) est un K̄−espace vectoriel de dimension 1, engendré
par la forme différentielle :

ω =
dx

y

appelée la différentielle invariante de E (parce que elle est invariante par translation).

Remarque 3.4.3. Soit Λ un réseau de C, E = C/Λ,

φΛ : C/Λ −→ P2(C)

z 7−→ [℘Λ(z), ℘′Λ(z), 1] si z 6= 0

0 7−→ [0, 1, 0]

On a alors :

φ∗Λ(ω) = φ∗Λ

(
dx

y

)
=

d℘(z)

℘′(z)
= dz

Le lemme suivant donne deux conditions différentes pour la séparabilité d’une isogénie.

Lemme 3.4.4. Soient E, E′ deux courbes elliptiques définies sur un corps K de caracté-
ristique p. Soit φ : E −→ E′ une isogénie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. φ est inséparable.

2. φ∗(ω′) = 0, où ω′ est la différentielle invariante de E′.

3. φ se factorise par le Frobenius, c’est à dire, il existe une isogénie τ : E(p) −→ E′

telle que le diagramme suivant commute :

E E′

E(p)

φ

F
τ

Démonstration. Voir [13].

3.4.2 Réduction modulo p

Soit K un corps de nombres, et soit E une courbe elliptique définie sur K, d’équation
affine :

y2 = x3 + ax+ b

30



Quitte à changer coordonnées, on peut se ramener au cas où a, b ∈ OK . Choisissons donc
un modèle de E défini sur OK . Soit p un idéal premier non nul de OK . La reduction modulo
p de E est la courbe E définie sur le corps fini OK/p d’équation :

y2 = x3 + āx+ b̄

Si P = [x, y, z] est un point de E défini sur K, la réduction modulo p de P , P̄ = [x̄, ȳ, z̄],
est un point de E. De la même façon, on peut réduire modulo p toute isogénie φ : E −→ E′

lorsque E,E′ et φ sont définies sur K, ainsi que les formes différentielles définies sur K. On
dit que le premier p de OK est un premier de bonne réduction pour E si la courbe réduite
E est une courbe elliptique. C’est équivalent au fait que p ne divise pas le discriminant
∆ = −4a3−27b2. Un premier qui n’est pas de bonne réduction pour E est dit de mauvaise
réduction pour E.

Remarque 3.4.5. Les notions qu’on vient d’introduire, notamment la notion de bonne et
mauvaise réduction, dépendent du modèle choisi pour la courbe E. On pourrait donner des
définitions plus intrinsèques à l’aide du langage des schémas, mais on ne va pas le faire ici.
Le point de vue naïf qu’on a adopté sera suffisant pour nos applications.

Le lemme suivant résume les propriétés fondamentales de la réduction modulo p dont
on va se servir. On remarquera que l’énoncé 1., très important, est vrai pour n’importe quel
modèle de la courbe E.

Lemme 3.4.6. Soient E, E′ deux courbes elliptiques définies sur un corps de nombres K.
1. Il n’y a qu’un nombre fini de premiers de mauvaise réduction pour E.
2. Soit φ : E −→ E′ une isogénie définie sur K, et φ sa réduction modulo un premier

p de bonne réduction pour E et E′. Alors deg(φ) = deg(φ).
3. Soit p un premier de bonne réduction pour E, et N un entier premier avec p = p∩Z.

Alors la restriction de la réduction modulo p aux points de N -torsion :

E[N ] −→Ē[N ]

[x, y, z] 7→[x̄, ȳ, z̄]

est injective.

Démonstration. Voir [13].

3.5 La fonction de Weber

Notation 3.5.1. On note Aut(E) le groupe des automorphismes de la courbe elliptique E.

Proposition 3.5.2. Soit E une courbe elliptique, E = C/Λ.
1. Si E est isomorphe à Ei = C/[1, i] alors Aut(E) ∼= Z/4Z
2. Si E est isomorphe à Eρ = C/[1, ρ], où ρ = exp(2iπ/3), alors Aut(E) ∼= Z/6Z
3. Dans les autres cas, on a Aut(E) ∼= Z/2Z

Démonstration. Calcul direct, en utilisant l’identification

{automorphismes φ : EΛ −→ EΛ} ←→ {α ∈ C, αΛ = Λ}
φ 7−→ αφ
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Définition 3.5.3. Soit E = EΛ une courbe elliptique. La fonction de Weber de E est la
fonction :

fE(z) =


g2(Λ)g3(Λ)

∆(Λ) ℘Λ(z) si g2(Λ)g3(Λ) 6= 0
g3(Λ)
∆(Λ)℘

3
Λ(z) si g2(Λ) = 0

g2(Λ)2

∆(Λ) ℘
2
Λ(z) si g3(Λ) = 0

Remarque 3.5.4. On vérifie la relation fEΛ
(z) = fEαΛ

(αz), donc la fonction de Weber est
invariante par isomorphisme. Dans le cas g2(Λ)g3(Λ) 6= 0, si l’on voit E comme une courbe
projective comme dans le théorème 3.3.4, alors fE(z) est la première coordonnée du point
φΛ(z), renormalisée de façon que cela soit invariante par isomorphisme.

Lemme 3.5.5. Soit fE la fonction de Weber d’une courbe elliptique E, et soient P,Q ∈ E.
Alors on a fE(P ) = fE(Q) si et seulement s’il existe un automorphisme de E qui envoi P
sur Q.

Démonstration. C’est une vérification directe en utilisant la Proposition 3.5.2 et l’inva-
riance de fE par isomorphisme (qui permet de se ramener à l’étude de Ei, Eρ).

3.6 Le polynôme modulaire

Notation 3.6.1. On dit que γ =

(
a b
c d

)
∈ M2(Z) est primitive si (a, b, c, d) = 1. On note

∆n l’ensemble des matrices de déterminant n ∈ N dans M2(Z), et ∆∗n le sous ensemble de
∆n formé des matrices primitives.

Lemme 3.6.2. SL2(Z) agit à gauche par multiplication sur ∆∗n. L’ensemble

C(n) =

{(
a b
0 d

)
∈ ∆∗n : ad = n, 0 < a, 0 ≤ b < d

}
est un système complet de représentants des orbites de cette action.

Démonstration. On prouve d’abord que pour tout σ ∈ ∆∗n il existe γ ∈ C(n) dans l’orbite

de σ. Soit σ =

(
a b
c d

)
. Si on note h = pgcd(a, c), on a a = ha′ e c = hc′ avec pgcd(a′, c′) =

1. Par le lemme de Bezout, il existent x, y ∈ Z avec xa′+yc′ = 1. On déduit que la matrice

δ =

(
x y
−c′ a′

)

appartient à SL2(Z) et que le produit δσ est de la forme
(
∗ ∗
0 ∗

)
. Il suffit de démontrer le

résultat pour les matrices de cette forme. Soit donc σ comme avant et on suppose de plus
que c = 0. Quitte à multiplier par −Id, on peut supposer que a, d > 0. Soit b′ l’unique
entier congru à b (mod d) et appartenant à {0, . . . , d− 1} et soit r tel que rd = b′ − b. On
à alors : (

1 r
0 1

)(
a b
0 d

)
=

(
a b′

0 d

)
On voit que cette dernière matrice appartient bien à C(n).

Maintenant on prouve que si σ, σ′ ∈ C(n) et σ′ = γσ pour un certain γ ∈ SL2(Z), alors
γ = Id. Soient donc :

σ =

(
a b
0 d

)
, σ′ =

(
a′ b′

0 d′

)
, γ =

(
x y
z w

)
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En regardant le produit γσ, on déduit que z = 0 et donc x = w = ±1. Comme d, d′ > 0 on
trouve que x = w = 1 et ainsi d = d′. On a b′ = b+ yd, mais comme b, b′ ∈ {0, . . . , d− 1}
la seule possibilité pour y est y = 0.

Définition 3.6.3. Soit n ∈ N. Le n-ieme polynôme modulaire est le polynôme

Φn(X) =
∏
γ∈L

(X − j ◦ γ)

où L est un ensemble quelconque de représentants des orbites de SL2(Z) \∆∗n.

Remarque 3.6.4. Comme j est SL2(Z)-invariante, la définition ne dépend pas du choix de
L.

Soit σ =

(
a b
0 d

)
∈ ∆∗n. On explicite le q-développement de j ◦ σ. On rappelle que :

j(τ) =
1

q
+

∞∑
k=0

ckq
k

On a aussi q(στ) = e
2iπ(aτ+b)

d = e
2iπb
d q(τ)a/d ; en posant ζn = e

2iπ
n on obtient q(στ) =

ζabn (q1/n)a
2 . Ainsi on en déduit le développement suivant :

j ◦ σ(τ) = j(στ) =
ζ−abn

(q1/n)a2 +
∞∑
k=0

ckζ
abk
n (q1/n)a

2k (3.6.1)

Lemme 3.6.5. Les coefficients de Φn(X) sont des polynômes en j à coefficients dans Z.

Démonstration. Les coefficients de Φn(X) sont des fonctions symétriques des j ◦ γ, γ ∈ L,
donc ils sont holomorphes et SL2(Z)-invariantes, donc sont des polynômes en j à coefficients
dans Z[ζn] (regarder le q−développement de j ◦ γ et utiliser la Proposition 3.2.5). Enfin,
ils sont Gal(Q(ζn)/Q)−invariantes.

On peut donc voir Φn(X) comme un polynôme en les deux variables X et j, qu’on note
Φn(X, j). La proposition suivante, très importante, décrit les propriétés fondamentales du
polynôme Φn(X, j).

Proposition 3.6.6. 1. Φn(X, j) est irréductible dans C(j).
2. Φn(X, j) = Φn(j,X)

3. Si n n’est pas un carré, alors Φn(j, j) ∈ Z[j] est un polynôme de degré > 1 dont le
coefficient dominant est ±1.

4. Si p est un nombre premier, on a la congruence dite “de Kronecker” :

Φp(X, j) ≡ (Xp − j)(X − jp) (mod pZ[X, j])

Démonstration. 1) On note M l’ensemble de fonctions méromorphes sur H. On rappelle
l’action de SL2(Z) surM de poids 0, définie pour tout γ ∈ SL2(Z) par f [γ]0(τ) = f(γτ).
Soit σ ∈ ∆∗n et soit γ ∈ SL2(Z). On a en particulier

(j ◦ σ)[γ]0 = j ◦ σγ (3.6.2)

Soit L = {σ1, . . . , σN} un ensemble quelconque de représentants des orbites de SL2(Z)\∆∗n.
On démontre que l’action de SL2(Z) par automorphismes sur C(j, j ◦ σ1, . . . , j ◦ σN )/C(j)
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permute transitivement les j◦σi et fixe C(j). Cette dernière assertion est triviale. Pour voir
que l’action permute transitivement les j ◦σi, vue la relation (3.6.2), il suffit de démontrer
que Γσ1Γ = ∆∗n, où Γ = SL2(Z). Soit G un Z-module libre de rang 2, et {w1, w2} une

base. Soit σ1 =

(
a b
c d

)
et H ⊂ G le sous-module de base {aw1 + bw2, cw1 + dw2}. Par le

théorème de diviseurs élémentaires, il existe une base {v1, v2} de G telle que {e1v1, e2v2}
soit une base de H avec e1, e2 ∈ Z et e1|e2. Donc il existent deux matrices γ, γ′ ∈ GL2(Z)
telles que

γσ1γ
′ =

(
e1 0
0 e2

)
Quitte à remplacer v1 par −v1 on peut supposer que γ, γ′ ∈ SL2(Z). Comme σ1 est primi-
tive, il en est de même du produit (a gauche ou à droit) par un élément de SL2(Z). On en
déduit que e1 = 1 et donc e2 = n. Comme σ1 était arbitraire, on trouve que

Γ

(
1 0
0 n

)
Γ = ∆∗n

et de cela on conclut que Γσ1Γ = ∆∗n. Ainsi l’action de Γ permute transitivement les racines
de Φn(X) sur C(j). Le résultat découle.

2) On a par définition
Φn(X, j) =

∏
σ∈C(n)

(X − j ◦ σ)

Soit σ =

(
1 0
0 n

)
et σ′ =

(
n 0
0 1

)
. On a Φn(j(στ), j(τ)) = 0 pour tout τ ∈ H, i.e.

Φn(j
(
τ
n

)
, j(τ)) pour tout τ ∈ H, ce qui entraine que Φn(j(τ), j(nτ)) = 0 pour tout τ ∈ H.

On trouve ainsi que j ◦ σ′ est une racine du polynôme Φn(j,X) et aussi, par définition,
du polynôme Φn(X, j). Comme celui-ci est le polynôme minimale de j ◦ σ′ sur Q(j) on
déduit que Φn(X, j) divise Φn(j,X) dans Q(j)[X]. Par le lemme de Gauss, Φn(X, j) divise
Φn(j,X) dans Z[j][X], c’est-à-dire qu’il existe un polynôme g(X, j) ∈ Z[X, j] tel que

Φn(j,X) = g(X, j)Φn(X, j)

En échangeant les variables, on obtient

Φn(j,X) = g(X, j)g(j,X)Φn(j,X)

Par conséquence, g(X, j) est constante et vaut ±1. Si g(X, j) = −1 on aurait Φn(j, j) =
−Φn(j, j), et donc Φ(j, j) = 0. On aurait que j est une racine de Φn(X, j), en contradiction
avec l’irreductibilité de Φn(X, j) sur C(j).

3) Supposons que n n’est pas un carré. Le fait que le degré de Φn(j, j) soit supérieur
à 1 est évident. Pour voir qu’est-ce que c’est le coefficient dominant, il suffit d’étudier le
coefficient de la plus grande puissance négative dans le q-développement de Φn(j, j). Soit

σ =

(
a b
0 d

)
∈ ∆∗n. On a le q-développement suivante :

j(τ)− j(στ) =
1

q
− ζ−abn

qa/d
+
∞∑
k=0

dk(q
1/m)k
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pour certains coefficients dk. Comme n n’est pas un carré, on a a 6= d. Par conséquence,
le coefficient de la plus grande puissance négative de q est soit 1 soit −ζ−abn , selon le cas :
en tout cas, il s’agit d’une racine de l’unité. Comme Φn(j, j) est un produit de termes
de la forme j(τ) − j(στ), le coefficient de la plus grande puissance négative de q dans
le q-développement est une racine de l’unité. Puisque le polynôme Φn(j, j) a coefficients
entiers, on conclut que le terme dominant est 1 ou −1.

4) Fixons d’abord comme ensemble de representants de SL2(Z)\∆∗p le suivant :

σi =

(
1 i− 1
0 p

)
pour i = 1, . . . , p

σp+1 =

(
p 0
0 1

)
Soit A(q) une série a coefficients entiers qui définit une fonction méromorphe sur H. On
note ζp = e

2iπ
p . On a les congruences suivantes :

A(σiτ) = A(q1/pζip) ≡ A(q1/p) (mod 1− ζp) i = 1, . . . , p

A(σp+1τ) = A(qp)
(3.6.3)

En travaillant dans l’anneau Z[ζp, X][[q1/p]], on a

p+1∏
i=1

(X − j(σiq)) =

(
p∏
i=1

(X − j(σiq))

)
(X − j(σp+1q))

≡ (X − j(q1/p))p(X − j(qp)) (mod 1− ζp)
≡ (Xp − j(q))(X − j(q)p) (mod 1− ζp)
≡ (Xp − j(q))(X − j(q)p) (mod p)

où la dernière égalité découle du fait que j(q) a coefficients entiers et (p) = (1 − ζp) ∩ Z.
Ainsi on a que les coefficients du polynôme(

p+1∏
i=1

(X − j(σiq))

)
− (Xp − j(q))(X − j(q)p)

sont des fonctions modulaires dont le q−développement a ses coefficients dans pZ. Par le
principe de q−développement, en écrivant les coefficients de ce polynôme comme polynômes
en j, on voit que ces coefficients sont divisibles par p, ce qui donne la congruence.

Etant donné τ ∈ C, on peut considérer la spécialisation Φn(X, j(τ)) ∈ Z[j(τ)][X] du
polynôme Φn(X, j) ∈ Z[j,X]. Les racines de Φn(X, j(τ)) dans C s’interprètent de la façon
suivante, dans le langage des courbes elliptiques :

Proposition 3.6.7. j(τ ′) est une racine de Φn(X, j(τ)) si et seulement s’il existe une
isogénie φ : E[1,τ ′] −→ E[1,τ ] de degré n dont le noyau est cyclique.

Démonstration. Φn(X, j(τ)) =
∏
γ∈L(X − j ◦ γ(τ)), donc les racines de Φn(X, j(τ)) sont

les nombres complexes j ◦ γ(τ), avec γ =

(
a b
c d

)
∈ ∆∗n. Maintenant, il existe une isogénie
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φ : E[1,τ ′] −→ E[1,τ ] dont le noyau est cyclique de cardinal n si et seulement si E[1,τ ′] est
isomorphe à EΛ avec Λ ⊆ [1, τ ] sous-réseau tel que [1, τ ]/Λ soit cyclique de cardinal n. Pour
conclure, il suffit de remarquer que Λ = [a+ bτ, c+ dτ ] est un sous-réseau de [1, τ ] tel que

[1, τ ]/Λ est cyclique de degré n si et seulement si
(
a b
c d

)
∈ ∆∗n (conséquence immédiate

du théorème des diviseurs élémentaires).

4 Multiplication complexe

4.1 Définition et propriétés fondamentales

Soit Λ = [1, τ ] un réseau dans C. On étudie plus en détaille l’ensemble des endomor-
phismes de EΛ, qu’on note End(EΛ) ou aussi End(Λ). C’est un anneau avec les opérations
de somme ponctuelle des endomorphismes et de composition d’endomorphismes. On rap-
pelle que, en conséquence du lemme 3.1.6, on a une bijection :

{endomorphismes φ : EΛ −→ EΛ} ←→ {α ∈ C, αΛ ⊆ Λ}
φ 7−→ αφ

on peut donc identifier End(Λ) à un sous anneau de C. Avec cette identification, on a
manifestement Z ⊆ End(Λ).

Proposition 4.1.1. Soit Λ = [1, τ ] un réseau dans C.
1. Si Q(τ)/Q est une extension quadratique imaginaire, alors End(Λ) est un ordre

dans l’anneau des entiers algébriques de K = Q(τ), c’est à dire, il est un sous
anneau de OK de rang 2 sur Z.

2. Dans tous les autres cas, End(Λ) ∼= Z.

Démonstration. On utilise l’identification End(Λ) = {α ∈ C : αΛ ⊆ Λ} La condition
α[1, τ ] ⊆ [1, τ ] s’écrit :

α · 1 = aτ + b

α · τ = cτ + d

avec a, b, c, d ∈ Z. On a donc : τ = cτ+d
aτ+b ⇒ aτ2 + (b − c)τ − d = 0. Si α /∈ Z on a a 6= 0,

donc Q(τ)/Q est une extension de degré 2, qui est imaginaire comme τ ∈ C r R. En plus
dans ce cas α − b = aτ ∈ End(Λ) est un entier algébrique, donc α l’est, ce qui donne
End(Λ) ⊆ OK . Donc Z ⊆ End(Λ) ⊆ OK et la première inclusion est stricte, donc End(Λ)
a rang 2 sur Z.

Définition 4.1.2. On dit que la courbe elliptique E a multiplication complexe si End(E)
contient strictement Z.

Pour simplifier, on va étudier dans la suite les courbes elliptiques à multiplication
complexe dont l’anneau des endomorphismes est l’anneau des entiers algébriques OK d’un
corps quadratique imaginaire K. La théorie générale est développée dans [5].

Si on plonge un tel corps K dans C, tout idéal fractionnaire a de OK devient un
réseau dans C. On lui associe la courbe elliptique C/a, notée Ea. Comme a est un idéal
fractionnaire de OK on a OKa ⊆ a, donc OK ⊆ End(Ea). Cette dernière inclusion est donc
une égalité, comme on a vu que End(Ea) ⊆ OK .

Réciproquement, si Λ = [1, τ ] est tel que End(EΛ) = OK alors Λ est un Z−module
libre de rang 2 inclus dans K tel que OKΛ ⊆ Λ, donc Λ est un idéal fractionnaire de K.
On a presque montré le théorème fondamental suivant :
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Théorème 4.1.3. Soit K un corps quadratique imaginaire, Ell(K) l’ensemble des classes
d’isomorphisme de courbes elliptiques dont l’anneau des endomorphismes est isomorphe à
OK .

1. Si a est un idéal fractionnaire de K, alors Ea est un courbe elliptique telle que
End(Ea) ∼= OK .

2. Ea est isomorphe à Eb si et seulement si a = λb avec λ ∈ K∗.
3. L’application

Cl(OK) = IK/PK −→ Ell(K)

a 7−→ Ea

est une bijection.

Démonstration. On a déjà montré 1. L’assertion 2. découle du fait que deux courbes ellip-
tiques sont isomorphes si et seulement si les réseaux correspondantes sont homothétiques.
D’après 2., l’application dans 3. est bien définie et injective ; la surjectivité est conséquence
de ce qu’on a dit avant d’énoncer le théorème.

Ce résultat crucial nous donne une représentation concrète d’une courbe elliptique dont
l’anneau des endomorphismes est isomorphe àOK , comme quotient C/a. Il permet d’établir
une relation très stricte entre l’ensemble Ell(K) (objet géométrique) et l’anneau OK (objet
algébrique). On peut donc exploiter les propriétés de OK pour étudier Ell(K). Cette idée
permet d’obtenir le résultat non trivial suivant :

Proposition 4.1.4. Soit Ea une courbe elliptique avec multiplication complexe par l’an-
neau des entiers OK d’un corps quadratique imaginaire K. Alors j(a) est algébrique sur
Q, de degré inférieur ou égal à |Cl(OK)|.

Démonstration. Soit σ un automorphisme de C. En identifiant Ea avec une courbe pro-
jective comme dans le théorème 3.3.4 on obtient un isomorphisme évident End(Ea) ∼=
End(σ(Ea)), donc End(σ(Ea)) ∼= OK . Le théorème 4.1.3 nous dit que σ(Ea) est isomorphe
à Eb pour un certain idéal fractionnaire b de K, qu’on peut choisir dans un ensemble (fini)
de représentants des classes d’idéaux de K. On a donc :

σ(j(a)) = σ(j(Ea)) = j(σ(Ea)) = j(b)

j(a) a alors au plus |Cl(OK)| conjugués, ce qui montre le théorème.

En fait, en utilisant astucieusement les propriétés du polynôme modulaire, on peut faire
mieux. Le résultat suivant est l’analogue du point 1. du théorème 2.4.3. Les notations sont
le mêmes que dans la proposition 4.1.4.

Théorème 4.1.5. j(a) est un entier algébrique.

Démonstration. Soit α ∈ OK tel que n = N(α) est sans carrés. Alors on vérifie que αa est
un sous-réseau de a cyclique primitif d’indice n. La proposition 3.6.7 implique que :

Φn(j(αa), j(a)) = 0

donc
Φn(j(a), j(a)) = 0

Mais n n’es pas un carré, donc pour la proposition 3.6.6, Φn(j, j) ∈ Z[j] est unitaire, donc
j(a) est un entier algébrique.
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Exemple 4.1.6. On considèreK = Q(
√
−163). Son anneau des entiersOK = Z

[
1+
√
−163
2

]
est principal, c’est à dire |Cl(OK)| = 1. La proposition 4.1.4 entraine que j

(
1+
√
−163
2

)
est

algébrique de degré 1 sur Q : il est donc dans Q. D’après le théorème 4.1.5, on en déduit
finalement que j

(
1+
√
−163
2

)
∈ Z. En considérant le q-développement de j (voir exemple

3.2.4), on trouve que :

j

(
1 +
√
−163

2

)
= −eπ

√
163 + 744−

∑
k≥1

cke
−kπ
√

163

Un calcul approché de la somme restante rend un résultat de l’ordre de 10−12 ! Ainsi eπ
√

163

est un entier à 10−12 près. C’est pour ces mêmes raisons que les nombres eπ
√

67 et eπ
√

43,
entre autres, sont eux aussi très proches de certains entiers.

4.2 Le corps de classe de Hilbert des corps quadratiques imaginaires

On voudrait maintenant obtenir des résultats analogues aux points 2., 3. du théorème
2.4.3. On montre d’abord une congruence similaire à (1.6.2).

Théorème 4.2.1. Soit K un corps quadratique imaginaire. Soient a1, . . . ak représen-
tants distincts des classes d’idéaux de Cl(OK). Notons L = K(j(a1), . . . , j(ak)). Pour
presque tout idéal premier p non ramifié de OK tel que N(p) = p premier dans Z on a la
congruence :

j(p−1a) ≡ j(a)p (mod B) (4.2.1)

où B est un idéal premier de L au dessus de p et a est un idéal fractionnaire de K.

Avant de démontrer ce théorème, voyons une conséquence étonnante de cette simple
congruence. Les notations sont les mêmes que dans le théorème précédent.

Théorème 4.2.2. 1. Le corps K(j(a1)) = K(j(a1), . . . , j(ak)) est le corps de classe
de Hilbert de K :

K(j(a1)) = HK

2. Les j(ai), 1 ≤ i ≤ k sont conjugués sur K.

3. L’application d’Artin
(
HK/K

.

)
: I(K) −→ Gal(HK/K) est donnée par :(

HK/K
a

)
(j(a1)) = j(a−1a1)

pour tout idéal fractionnaire a de K.

Démonstration. Soient a1, . . . ak des représentants des classes d’idéaux de Cl(OK). La
preuve de la proposition 4.1.4 montre que L = K(j(a1), . . . , j(ak)) est une extension ga-
loisienne de K. Soit

B =
∏

1≤i<j≤k
(j(ai)− j(aj))

Notons P l’ensemble des idéaux premiers de OK non ramifiés dans L, de degré d’inertie 1
sur Q, qui ne divisent pas B et tels que la congruence dans le théorème 4.2.1 soit vérifiée.
On remarque que P contient tous les idéaux premiers de OK de degré d’inertie 1 sur Q
sauf au plus un nombre fini.
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Soit p ∈ P, p = N(p), a un idéal fractionnaire de K. Pour tout premier B au dessus
de p on a, d’après le théorème 4.2.1 :

j(p−1a) ≡ j(a)p (mod B)

Notons σB le Frobenius en B. Comme j(a) ∈ OL (théorème 4.1.5) on a par définition :

σB(j(a)) ≡ j(a)p (mod B)

On a aussi σB(j(a)) = j(b) pour un certain idéal fractionnaire b de K (voir la preuve de
la proposition 4.1.4). Donc :

j(b) = σB(j(a)) ≡ j(p−1a) (mod B)

Comme p ne divise pas B, j(b)− j(p−1a) ∈ B entraine que j(b)− j(p−1a) = 0. Donc :

σB(j(a)) = j(p−1a)

On en déduit que σB = Id si et seulement si j(p−1a) = j(a) pour tout idéal fractionnaire
a de K. Mais la fonction j prend la même valeur sur deux réseaux si et seulement si ils
sont homothétiques, donc σB = Id si et seulement si p est principal.

On a donc montré que, pour tout p ∈ P, p est totalement décomposé dans L si et
seulement si il est principal. Comme P contient tous les idéaux premiers de K de degré
d’inertie 1, sauf un nombre fini, la remarque 2.3.8 implique que K(j(a1), . . . j(ak)) est le
corps de classe de Hilbert de K.

Soient a et b deux idéaux fractionnaires de K. La classe de ab−1 dans Cl(OK) contient
un idéal premier p ∈ P (cela découle du fait que les idéaux premiers de K sont equidistri-
bués dans les classes d’idéaux de K par rapport à la densité de Dirichlet). Alors

j(b) = j(ap−1) = σB(j(a))

Donc les ai, 1 ≤ i ≤ k sont conjugués, ce qui montre 2. Donc, comme K(j(a1), . . . , j(ak))
est une extension abélienne de K, elle est engendrée par n’importe quel des j(ai), ce qui
termine la preuve de 1.

Enfin, montrons 3. Notons que l’égalité

σB(j(a)) = j(p−1a)

valable pour tout p ∈ P et tout B qui divise p s’écrit de façon équivalente :(
HK/K

p

)
(j(a1)) = j(p−1a1)

donc l’égalité dans 3. est vraie pour tout p ∈ P.
Si a est un idéal fractionnaire quelconque de K, il existe p ∈ P qui est dans la même

classe que a. On a alors :(
HK/K

a

)
(j(a1)) =

(
HK/K

p

)
(j(a1)) = j(p−1a1) = j(a−1a1)

ce qui prouve 3.

Remarque 4.2.3. L’équation (
HK/K

a

)
(j(a1)) = j(a−1a1)

exprime le fait, tout a fait non trivial, que l’action algébrique de l’application d’Artin en a
sur HK = K(j(a1)) correspond à l’action géométrique de multiplication du réseau a1 par
a−1.
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4.2.1 Preuve analytique de la congruence de Kronecker (Hasse)

La preuve est assez longue et technique.
Il sera plus commode d’utiliser des coordonnées homogènes pour les fonction modulaires :
si f est une fonction modulaire de poids k, et w1, w2 ∈ C avec Im(w1/w2) > 0 on pose

f(w1, w2) := w−2k
2 f

(
w1

w2

)
Si on fait agir SL2(Z) par (w1, w2) 7→ (aw1 + bw2, cw1 + dw2) on voit bien que f(w1, w2)
est invariante sous cette action. On rappelle que ∆(τ) = g3

2(τ)− 27g2
3(τ).

Définition 4.2.4. Soit σ ∈ ∆∗n. On définit la fonction ϕσ par

ϕσ(w1, w2) = n12 ∆(σ(w1, w2))

∆(w1, w2)

Manifestement, la définition de ϕσ ne dépend que de la classe de σ sous l’action de
SL2(Z). On donne ensuite quelques propriétés de cette fonction. Soit {σ1, . . . , σN} un
ensemble de représentants des orbites de ∆∗n sous SL2(Z).

Proposition 4.2.5. 1. Si n = p est un nombre premier, alors

N∏
k=1

ϕσk(w1, w2) = (−1)p−1p12

pour tout w1, w2.

2. Soit K un corps quadratique imaginaire, a un idéal fractionnaire de K et soit
{α1, α2} ⊂ C une base de a telle que Im(α1/α2) > 0. Alors pour tout σ ∈ ∆∗n,
on a que ϕσ(α1, α2) est un entier algébrique.

Démonstration. Dans cette preuve fixons comme ensemble de representants de SL2(Z)\∆∗p
le suivant :

σi =

(
1 i− 1
0 p

)
pour i = 1, . . . , p

σp+1 =

(
p 0
0 1

)
1) C’est un calcul explicite en utilisant comme représentants de SL2(Z)\∆∗p ceux qu’on a
choisi et en regardant les q-développements.
2) On définit le polynôme suivant, de manière analogue à la définition du polynôme mo-
dulaire :

Ψn(X) =

N∏
k=1

(X − ϕσi(w1, w2))

Comme dans le cas de Φn(X) on montre qu’on peut voir Ψn(X) comme un polynôme en
X et j. Ainsi, on le note Ψn(X, j). On a donc :

Ψn(X, j(a)) =
N∏
k=0

(X − ϕσi(α1, α2))
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Comme j(a) est un entier algébrique, on a un polynôme unitaire en X avec des coefficients
qui sont des entiers algébriques. Par conséquence, ses racines sont des entiers algébriques.
Cela montre que ϕσi(α1, α2) est un entier algébrique. Le premier point de la proposition
implique que ϕσi(α1, α2) divise (p12).

Théorème 4.2.6. Soit K un corps quadratique imaginaire, a un idéal fractionnaire de K
et {α1, α2} ⊂ C une base de a. Soit p un idéal premier de OK de degré d’inertie égal à 1.
Choisissons P ∈ ∆∗p (resp. P̄ ∈ ∆∗p) une matrice telle que P (α1, α2) (resp. P̄ (α1, α2)) soit
une base de l’idéal pa (resp. p̄a). Alors

(ϕP (α1, α2)) = p̄12, (ϕP̄ (α1, α2)) = p12

De plus, si σ ∈ ∆∗p n’est pas dans les orbites de P et P̄ alors ϕσ(α1, α2) est une unité.

Démonstration. Comme le nombre des classes de OK est fini, il existe f ∈ N tel que
pf = (β). Pour chaque 1 ≤ i ≤ f , pia est un sous-module d’indice p dans pi−1a. On
peut donc choisir une matrice Pi ∈ ∆∗p telle que, si {w1, w2} est une base de pi−1a, alors
Pi(w1, w2) est une base de pia. En partant de la base {α1, α2} de a, on obtient des matrices
P1, . . . , Pf telles que, pour chaque 1 ≤ i ≤ f , on a que PiPi−1 . . . P1(α1, α2) est une base de
pia. En particulier, [PfPf−1 . . . P1(α1, α2)] = [βα1, βα2]. On pose pour chaque 1 ≤ i ≤ f :

λi = ϕPi(Pi−1 . . . P1(α1, α2)) = p12 ∆(Pi . . . P1(α1, α2))

∆(Pi−1 . . . P1(α1, α2))

Alors,

f∏
i=1

λi = p12f ∆(Pf . . . P1(α1, α2))

∆(α1, α2)
= p12f ∆(βα1, βα2)

∆(α1, α2)
= p12fβ−12 = p̄12fp12fβ−12 = β̄12

Comme les λi sont entiers algébriques on a que, pour chaque i, (λi) divise (β̄)12 = p̄12f .
Par le point 1 de la proposition précédente, on a aussi que (λi) divise (p12) = p12p̄12. Par
conséquence, (λi) divise (p̄12f , p12p̄12) = p̄12. Comme

∏f
i=1 λi = p̄12f , on a forcement que

(λi) = p̄12, pour chaque i. En particulier, (λ1) = (ϕP (α1, α2)) = p̄12. En faisant le même
raisonnement avec P̄ au lieu de P , on obtient (ϕP̄ (α1, α2)) = p12. Comme p 6= p̄, les classes
de P et P̄ sous l’action de SL2(Z) sont distinctes. Ainsi :

N∏
i=1

(ϕσ1(α1, α2)) = (p12) = p12p̄12

On conclut que, si σi n’est pas dans l’orbite de P ou P̄ , ϕσi(α1, α2) est une unité.

Revenons-nous à la démonstration du théorème principal. On remarque que c’est équi-
valent de démontrer l’assertion avec la congruence suivante

j(p−1a) ≡ j(a)p (mod pOL)

En fait, si on a la congruence pour chaque idéal Bj au-dessus de p alors on aura la
congruence modulo leur intersection qui est égale à leur produit pOL, comme ils sont
premiers entre eux. Comme pp̄ = (p) on a l’égalité p̄ = p−1 dans le groupe des classes. On
s’est ramené à démontrer

j(p̄a) ≡ j(a)p (mod pOL)
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Soit {α1, α2} un base de a, et P ∈ ∆∗p (resp. P̄ ∈ ∆∗p) telle que P (α1, α2) (resp. P̄ (α1, α2))
soit une base de pa (resp. de p̄a). Soient r, s tels que σr soit dans l’orbite de P et σs soit
dans l’orbite de P̄ .

On veut montrer la congruence suivante.

(j(a)p − j ◦ σs(a))
∏
i 6=s

(ϕσs(α1, α2)− ϕσi(α1, α2)) ≡ 0 (mod p) (4.2.2)

Définissons le polynôme :

F (X,Y, τ) =

p+1∑
i=1

(X − j ◦ σi(τ))
∏
h6=i

(Y − ϕσh(τ))


où ϕσi(τ) := ϕσi(τ, 1). Comme on a déjà fait pour le polynôme modulaire, on montre que
les coefficients de X,Y sont des fonctions modulaires holomorphes et ainsi on peut voir
F (X,Y, τ) comme un polynôme G(X,Y, j) en X,Y et j. De plus les coefficients de G sont
entiers.
En appliquant les congruences (3.6.3) aux fonctions j et (2π)−12∆, on voit que les premiers
p termes de la somme de F ont q−développements congrus entre eux modulo (1− ζp), où
ζp = e

2iπ
p . Pour le dernier terme

(X − j ◦ σp+1(τ))
∏

h6=p+1

(Y − ϕσh(τ))

en posant X = jp on voit que le q−développement de X − j ◦ σp+1(τ) = jp − j(qp) a
ses coefficients divisibles par p. Donc on trouve que les coefficients du q−développement
de F (jp, Y ) sont divisibles par p. Pour le principe de q−développement on obtient que
G(jp, Y, j) ∈ pZ[Y, j]. On rappelle que l’indice s est tel que [σs(α1, α2)] = p̄a. Posons
µ = α1/α2. Comme les coefficients de G(jp, Y, j) sont divisibles par p et p divise p, en
spécialisant Y = ϕσs(µ) on trouve :

G(j(a)p, ϕσs(µ), j(a)) ≡ 0 (mod p) (4.2.3)

Comme F (X,ϕσi(µ), τ) = (X − j ◦ σs(τ))
∏
h6=s(ϕσs(µ) − ϕσh(µ)), on obtient dans la

formule (4.2.3)

(j(a)p − j ◦ σs(a))
∏
h6=i

(ϕσs(µ)− ϕσh(µ)) ≡ 0 (mod p)

c’est-à-dire :

(j(a)p − j ◦ σs(a))
∏
h6=s

(ϕσs(α1, α2)− ϕσh(α1, α2)) ≡ 0 (mod p)

Par le théorème (4.2.6), on a que ϕσs(α1, α2) ≡ 0 (mod p). Ainsi on obtient :∏
h6=s

(ϕσs(α1, α2)− ϕσh(α1, α2)) ≡
∏
h6=s

(−1)pϕσh(α1, α2) (mod p)

On remarque que, par le théorème (4.2.6)∏
h6=s

(−1)pϕσh(α1, α2)

 = p̄12
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où le membre à gauche indique l’idéal engendré par
∏
h6=s(−1)pϕσh(α1, α2) . En remarquant

que p̄12 est premier avec p, la congruence (4.2.2) donne :

j(a)p − j ◦ σs(a) ≡ 0 (mod p)

Cela est bien la congruence qu’on voulait.

4.2.2 Preuve géométrique de la congruence de Kronecker (Deuring)

Soit L = K(j(a1), . . . , j(ak)). Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ k, on choisit une courbe elliptique
Ei isomorphe à C/ai définie sur L (ce qui est possible d’après le lemme 3.3.5). Soit S
l’ensemble des idéaux premiers p de OK qui vérifient les conditions suivantes :

1. p est de degré d’inertie 1 sur Q.

2. p est non ramifié dans L

3. Chaque courbe elliptique Ei a bonne réduction moduloB, pour toutB idéal premier
de L au dessus de p.

On va montrer que la congruence du théorème 4.2.1 est vérifiée pour tout p ∈ S. Soit donc
p ∈ S, B idéal premier de L au dessus de p, a un idéal fractionnaire de OK . Montrons que

j(p−1a) ≡ j(a)p (mod B)

Soit b un idéal de OK premier avec p tel que pb = (α) est principal. L’inclusion a ⊆ p−1a
donne un’isogénie

ρ : C/a −→ C/p−1a

Comme p−1(α) = b, la multiplication par α induit un isomorphisme

mα : C/p−1a −→ C/ab

Enfin, l’inclusion ab ⊆ a donne une isogénie :

ψ : C/ab −→ C/a

Notons Ea (resp. Ep−1a, Eab) la courbe elliptique parmi les Ei qui est isomorphe à C/a (resp.
C/p−1a, C/ab). Soit φa (resp. φp−1a, φab) l’isomorphisme, décrit dans le théorème 3.3.4,
entre C/a et Ea (resp. C/p−1a et Ep−1a, C/ab et Eab). Le lemme 3.3.5 permet d’associer à
chacune des isogénies décrites un morphisme entre les courbes projectives correspondantes,
ce qui donne le magnifique diagramme commutatif suivant :

C C C C

C/a C/p−1a C/ab C/a

Ea Ep−1a Eab Ea

z 7→ z z 7→ αz z 7→ z

π π π π

ρ mα ψ

φa φp−1a φab φa

[ρ] [mα] [ψ]
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On a :
deg([ρ]) = deg(ρ) = [p−1a : a] = N(p) = p

deg([ψ] ◦ [mα]) = deg(ψ ◦mα) = deg(ψ) = [a : ba] = N(b)

et (N(b), p) = 1 comme on a choisi b premier avec p.
Soit ω la différentielle invariante sur Ea. Comme la composée des applications dans la
première ligne du diagramme est z 7→ αz, on a :

([ψ] ◦ [mα] ◦ [ρ])∗ω = αω

Maintenant, on “réduit la dernière ligne du diagramme modulo B”. Si on note λ = [ψ] ◦
[mα] ◦ [ρ] et Ā la réduction modulo B d’un objet A, la dernière égalité devient :

λ̄∗ω̄ = ᾱω̄ ≡ 0 (mod B)

comme α ∈ p et B divise p.
On en déduit grâce au lemme 3.4.4 que λ̄ est inséparable. Comme le degré d’une isogénie

est égal au degré de sa réduction moduloB (lemme 3.4.6), et comme deg([ψ]◦[mα]) = N(b)
est premier avec p, [ψ] ◦ [mα] est séparable, donc [ρ] est inséparable.

En conséquence, [ρ] se factorise par le Frobenius : si on note Ē(p)
a l’image de la courbe

Ēa par le morphisme de Frobenius F : [x, y, z] 7→ [xp, yp, zp], il existe un morphisme
τ : Ē

(p)
a −→ Ēap−1 tel que le diagramme suivant commute :

Ēa Ēap−1

Ē
(p)
a

[ρ]

F τ

Comme
deg([ρ]) = deg([ρ]) = p = deg(F )

on a deg(τ) = 1, c’est à dire, τ est un isomorphisme. Mais deux courbes elliptiques sont
isomorphes si et seulement si elles ont le même invariant j. Donc on obtient :

j(Ēa)
p = j(Ē

(p)
a ) = j(Ēap−1)

donc
j(Ea)

p ≡ j(Eap−1) (mod B)

et finalement
j(a)p ≡ j(ap−1) (mod B)

4.3 Kronecker Jugendtraum

Soit K un corps quadratique imaginaire. On a vu dans la section précédente que le
j−invariant d’une courbe elliptique E avec multiplication complexe par l’anneau OK en-
gendre l’extension abélienne non ramifiée maximale HK de K.

Dans cette section, on va montrer comment engendrer l’extension abélienne maximale
de K en ajoutant à HK les valeurs de la fonction de Weber fE évaluée sur les points de
torsion de E. C’est l’analogue pour les corps quadratiques imaginaires de ce qu’on a fait
pour Q dans la section 2.4.
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Proposition 4.3.1. Soit E = C/Λ une courbe elliptique, N ∈ N, E[N ] le groupe des
points de N−torsion de E.

1. E[N ] est isomorphe à Z/NZ× Z/NZ
2. Si E a multiplication complexe par OK , alors HK(fE(E[N ])) est une extension

galoisienne finie de HK .

Démonstration. 1. Clair, comme E = C/Λ.

2. Supposons Aut(E) = {±1} (les autres deux cas se traitent de la même façon). Alors
fE(z) = g2(Λ)g3(Λ)

∆(Λ) ℘Λ(z). On a montré que HK = K(j(E)), donc E est isomorphe à
une courbe définie sur HK . On peut alors supposer que g2(Λ), g3(Λ),∆(Λ) ∈ HK .
Il faut montrer que HK(℘Λ(E[N ]))/HK est galoisienne finie.
Soit donc σ : HK(℘Λ(E[N ])) −→ C un morphisme de HK-algèbres. Comme E a un
modèle défini sur HK , et la loi de groupe algébrique sur E est elle même définie sur
HK , σ permute les points de torsion de E (vue comme courbe projective), et permute
en particulier leurs premières coordonnées. On a ainsi σ(℘Λ(E[N ])) ⊆ ℘Λ(E[N ]),
ce qui montre la proposition.

Remarque 4.3.2. 1. L’idée essentielle utilisée dans la preuve de la proposition précé-
dente est le fait que Gal(HK(E[N ])/HK) agit sur E[N ] ∼= Z/NZ × Z/NZ, ce qui
donne une représentation injective

ρ : Gal(HK(E[N ])/HK) −→ GL2(Z/NZ)

En utilisant le fait que E a multiplication complexe, on peut montrer que l’image
de ρ est un groupe abélien. Donc HK(E[N ]) est une extension abélienne de HK .
Néanmoins, ce n’est pas en général une extension abélienne de K.

2. La proposition précédente entraine que K(j(a), fE(E[N ])) est une extension finie
de K.

3. Attention ! On ne sait pas, à ce stade, si K(j(a), fE(E[N ])) est une extension ga-
loisienne de K !

On énonce maintenant le résultat fondamental suivant qu’on va montrer en plusieurs
étapes.

Théorème 4.3.3. Soit K un corps quadratique imaginaire, E une courbe elliptique avec
multiplication complexe par OK , jE son invariant j, fE la fonction de Weber de E. Alors
K(jE , fE(E[N ])) est le corps de classe de rayon de K pour le cycle arithmétique N .

4.3.1 Deux résultats préliminaires

Lemme 4.3.4. Pour presque tout idéal premier p de OK de degré d’inertie 1 sur Q tel que(
HK/K

p

)
= Id il existe λ ∈ OK tel que p = (λ) et que le digramme suivant commute :

E E

Ē Ē

[λ]

π

F

π
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où Ē dénote la réduction de E (vue comme courbe projective) modulo un idéal B de HK
au dessus de p, F : [x, y, z] 7→ [xp, yp, zp] est le Frobenius.

Démonstration. Voir [14]

Lemme 4.3.5. Soit K ⊆ L ⊆ C une extension de corps de nombres, L la clôture normale
de L. Soit p un idéal premier de OK non ramifié dans L.
Si, pour tout idéal premier B dans L au dessus de p, on a :

σB|L = Id

où σB dénote le Frobenius de L/K en B, alors p est totalement décomposé dans L.

Démonstration. Notons G = Gal(L/K), H = Gal(L/L). Soit B un idéal premier dans L
au dessus de p. Les autres idéaux premiers qui divisent p sont alors de la forme φ(B) avec
φ ∈ G.
Par hypothèse, on a φσBφ−1 ∈ H pour tout φ ∈ G, c’est à dire :

σB ∈
⋂
φ∈G

φ−1Hφ =: J

Maintenant, J est un sous groupe de H et distingué dans G, donc LJ est une extension
galoisienne de K qui contient L = L

H . Mais L est la clôture normale de L, donc LJ = L,
ce qui implique J = {Id}. On obtient ainsi σB = Id, donc p est totalement décomposé
dans L.

Notation 4.3.6. Soit E = C/Λ une courbe elliptique, et fE la fonction de Weber associée :

fE(z) =


g2(Λ)g3(Λ)

∆(Λ) ℘Λ(z) si g2(Λ)g3(Λ) 6= 0
g3(Λ)
∆(Λ)℘

3
Λ(z) ai g2(Λ) = 0

g2(Λ)2

∆(Λ) ℘
2
Λ(z) si g3(Λ) = 0

Soit φΛ : z 7→ [℘(z), ℘′(z), 1] l’application introduite dans le théorème 3.3.4. Si P = φΛ(z),
on notera dans la preuve du théorème fE(P ) := fE(z). Les formules qui définissent fE
montrent que P 7→ fE(P ) est un morphisme algébrique défini sur HK , si E a multiplication
complexe par OK .

4.3.2 Preuve du théorème 4.3.3

SoitKN le corps de classe de rayon N pourK. Par définition, on a p ∈ Spl(KN/K)⇐⇒
p = (α) avec α ≡ 1 (mod N). Soit L = K(jE , fE(E[N ])) et L la clôture normale de L/K.
On veut montrer que L = KN . Montrons d’abord que L ⊆ KN .

On va utiliser la proposition 2.3.7. Soit p un idéal premier de OK de degré 1, tel que
p ∈ Spl(KN/K). On a alors p = (α) avec α ≡ 1 (mod N). En particulier p est principal,
donc

(
HK/K

p

)
= Id.

Quitte à éliminer un nombre fini d’idéaux premiers, on sait donc, grâce au lemme 4.3.4,
qu’il existe λ ∈ OK tel que p = (λ) et que le diagramme suivant commute :

E E

Ē Ē

[λ]

π

F

π
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où Ē dénote la réduction de E modulo un idéal premier B fixé de L au dessus de p.
Comme p = (α) = (λ), on a λ = uα, où u est une unité de OK . Donc [α] et [λ] diffèrent

par un automorphisme de E. Soit σB ∈ Gal(L/K) le Frobenius de L/K en B. On a, pour
tout P = [℘(z), ℘′(z), 1], z ∈ E[N ] :

σB(P ) = F (P ) = [λ](P )

Si on élimine les premiers p qui divisentN (qui sont en nombre fini), on sait que la réduction
E[N ] −→ Ē[N ] est injective (lemme 3.4.6), donc on a :

σB(P ) = [λ](P )

Maintenant on calcule :

σB(fE(P )) = fE(σB(P )) comme
(
HK/K

p

)
= Id et fE est définie sur HK

= fE([λ](P )) comme σB(P ) = [λ](P )

= fE([α](P )) comme fE est Aut(E)− invariante (proposition 3.5.5)
= fE(P ) comme P ∈ E[N ] et α ≡ 1 (mod N)

On a donc montré que, pour tout idéal premier B de L au dessus de p on a :

σB(fE(P )) = fE(P )

pour tout point de N−torsion P .
Comme on sait aussi que σB(jE) =

(
HK/K

p

)
(jE) = jE , on obtient que

σB|L = Id

Le lemme 4.3.5 nous dit alors que p est totalement décomposé dans L.
On a donc montré l’implication :

p ∈ Spl(KN/K)⇒ p ∈ Spl(L/K)

pour presque tout p de degré d’inertie 1. La proposition 2.3.7 nous dit alors que

L ⊆ KN

Donc on a aussi L ⊆ KN , ce qui implique que L/K est une extension galoisienne abélienne.
Pour montrer que L = KN , il suffit maintenant de montrer l’inclusion :

Spl(L/K) ⊆ Spl(KN/K)

Soit p de degré d’inertie 1 sur Q tel que
(
L/K
p

)
= Id. Alors on a aussi(

HK/K
p

)
=

(
L/K

p

)∣∣
HK

= Id

Quitte à éliminer un nombre fini d’idéaux premiers, on peut appliquer le lemme 4.3.4, qui
donne λ ∈ OK tel que p = (λ) et tel que le diagramme
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E E

Ē Ē

[λ]

π

F

π

commute.
Choisissons σ ∈ Gal(K/K) tel que σ|F =

(
F/K
p

)
pour toute extension abélienne F de

K. En particulier, σ|L =
(
L/K
p

)
= Id. Soit P un point de N -torsion de E. On a :

f̄E([λ](P̄ )) = f̄E(F (P̄ )) d’après le diagramme

= f̄E(σ(P )) puisque la reduction de σ est F

= fE(σ(P ))

= σ(fE(P )) comme σ|HK = Id et fE est définie sur HK
= fE(P ) comme fE(P ) ∈ L et σ|L = Id

= f̄E(P̄ )

Donc

f̄E([λ](P̄ )) = f̄E(P̄ )

Ceci implique l’existence d’une unité u ∈ O∗K telle que :

[λ](P̄ ) = [u](P̄ )

Pour presque tout premier p la réduction E[N ] 7→ Ē[N ] est injective, donc on obtient

[λ− u](P ) = 0E

On a donc montré que [λ− u](P ) = 0E pour un point P de N -torsion fixé. Mais E[N ] est
un OK/NOK module libre de rang 1, donc cette égalité est vraie pour chaque Q ∈ E[N ].
Donc [λ− u] tue E[N ], ce qui donne

λ ≡ u (mod N) =⇒ λu−1 ≡ 1 (mod N)

Donc p = (λ) = (λu−1) (comme u est une unité) est de la forme p = (α), avec α = λu−1 ≡ 1
(mod N), c’est à dire, p ∈ Spl(KN/K), ce qui termine la preuve du théorème.

Corollaire 4.3.7. Toute extension abélienne d’un corps quadratique imaginaire K est
contenue dans une extension de la forme K(jE , fE(E[N ])) pour un certain N ∈ N.

Démonstration. On a vu dans l’exemple 2.1.10 que tout cycle m de K divise un cycle de la
forme n = N . Le résultat découle alors de la proposition 2.2.3 et du théorème précédent.
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Q K = Q(τ)

exp(z) = e2iπz j(z), fE(z)

GL1(C) E = C/a

Q HK = K(j(E))

Q(GL1(C)[N ]) HK(fE(E[N ]))

exp(k/N)p = exp(pk/N) j(p−1a) ≡ j(a)p (mod B)

5 Applications de la théorie de la multiplication complexe

5.1 Les nombres premiers de la forme x2 + ny2

Au XVIIe siècle, Fermat démontra le résultat suivant, connu sous le nom de théorème
des deux carrés : un nombre premier p impair s’écrit sous la forme x2 + y2, où x et y sont
des entiers non nuls, si et seulement si p est congru à 1 modulo 4.

Rapidement, Fermat conjectura deux autres résultats similaires : si p est premier impair,
alors

∃x, y ∈ N, p ≡ x2 + 2y2 ⇐⇒ p = 1, 3 (mod 8)

si p 6= 3, ∃x, y ∈ N, p ≡ x2 + 3y2 ⇐⇒ p = 1 (mod 3)

Ces résultats seront démontrés par Lagrange un siècle plus tard. La question suivante se
pose alors : peut-on déterminer tout les nombres premiers de la forme x2 + ny2, où n est
un entier naturel sans facteurs carrés fixé à l’avance ?

La réponse est oui, et nous le montrerons dans le cas particulier où n ∈ N est sans facteur
carré et vérifie −n ≡ 2, 3 (mod 4). Notons K = Q(

√
−n) (on a alors OK = Z[

√
−n]) et

soit p un premier impair tel que p = x2 + ny2, pour x, y ∈ Z. Supposons que p divise
4n = disc(K/Q). Alors p divise n et, en particulier, p ≤ n. En conséquence, la seule
possibilité c’est que p = n. Supposons maintenant que p ne divise pas 4n. Le polynôme
minimal de

√
−n est h = X2 +n, qui est séparable modulo p. D’après la proposition 1.5.6,

pOK est alors non ramifié dans K. On a pOK = pp̄ où p = (x+
√
−ny). De plus p 6= p̄ car

p n’est pas ramifié. Donc on a démontre que si p est de la forme x2 + ny2 et p - 4n alors
pOK = pp̄, avec p principal.

Réciproquement, si pOK = pp̄ où p est un idéal principal de OK , on peut écrire p =
(x+
√
−ny) de sorte que pOK = (x2+ny2)OK . Ainsi il existe u ∈ O×K tel que up = x2+ny2.

En prenant la valeur absolue, on en déduit que p = x2 + ny2.
Mais un idéal p de OK est principal si et seulement si p se décompose totalement dans

HK , le corps de classe de Hilbert de K. Ainsi, si p = x2 + ny2, alors p est totalement
décomposé dans HK . Réciproquement, si p est totalement décomposé dans HK , on écrit

pOHK = q1 · · · q2n

Comme p est totalement décomposé, le stabilisateur de tout diviseur de p pour l’action de
Gal(HK/Q) est trivial. En faisant agir la conjugaison complexe, on peut donc regrouper
les termes deux par deux, quitte à les renuméroter :

pOHK = q1q̄1 · · · qnq̄n = qq̄
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où q = q1 · · · qn. En notant p = q ∩ OK , on obtient pOK = pp̄. De plus, comme p est
totalement décomposé dans HK , il est principal, et p est bien de la forme x2 + ny2. Nous
avons donc montré l’équivalence suivante :

p = x2 + ny2 ⇐⇒ p se décompose totalement dans HK

De plus, on sait que HK = K(j(
√
−n)), où j(

√
−n) est un entier algébrique réel. On

note fn ∈ OK [X] son polynôme minimal. En effet, on a fn ∈ Z[X] : on sait que le poly-
nôme minimal de j(

√
−n) sur Q est à coefficients dans Z ; c’est fn puisque [HK : K] =

[Q(j(
√
−n)) : Q]. On suppose que fn est séparable modulo pOK . D’après le théorème

1.5.6, on sait que pOK = pp̄, avec p 6= p̄ si et seulement si X2 + n a une solution modulo
p, c’est à dire si et seulement si (−n/p) = 1. D’après le même théorème, on déduit que p
est totalement décomposé dans HK si et seulement si fn a une racine dans OK/p. Comme
OK/p = Z/pZ, la dernière condition est équivalente au fait que fn ait une racine modulo p.

En résumé, si p est un nombre premier impair ne divisant pas n ni le discriminant de
fn, alors

∃x, y ∈ N, p = x2 + ny2 ⇐⇒


(
−n
p

)
= 1

fn(x) = 0 a une solution dans Z/pZ


5.1.1 Un exemple explicite

On va montrer que, si p est un premier impair différent de 5 :

∃x, y ∈ Z : p = x2 + 5y2

⇐⇒
(
−5

p

)
= 1 et x2 − 5 a un zéro dans Fp

⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20)

Montrons d’abord la deuxième équivalence. On a :

(
−5

p

)
= 1⇔


p ≡ ±1 (mod 5)

p ≡ 1 (mod 4)

 ou


p ≡ ±2 (mod 5)

p ≡ 3 (mod 4)

⇔ p ≡ 1, 9, 7, 3 (mod 20)

et

x2 − 5 à un zéro dans Fp ⇐⇒
(

5

p

)
= 1⇐⇒

(p
5

)
= 1⇐⇒ p ≡ 1, 4 (mod 5)

Donc (
−5

p

)
= 1 et x2 − 5 a un zéro dans Fp

⇐⇒ p ≡ 1, 9, 7, 3 (mod 20) et p ≡ 1, 4 (mod 5)

⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20)

Montrons maintenant que

∃x, y ∈ Z : p = x2 + 5y2 ⇐⇒
(
−5

p

)
= 1 et x2 − 5 a un zéro dans Fp

50



On utilisera le fait que p s’écrit sous la forme x2 + 5y2 si et seulement si
(
−5
p

)
= 1 et f(x)

a un zéro dans Fp, où f(x) est le polynôme minimal de j(
√
−5). Il faut donc déterminer

f(x).
On remarque d’abord que K = Q(

√
−5) a nombre de classe 2. L’idéal (2, 1 +

√
−5) a

norme 2, donc il n’est pas principal. On en déduit que Cl(OK) = {OK , (2, 1 +
√
−5)}. On

sait alors que le polynôme minimal de j(
√
−5) sur K est :

f(x) = (x− j(
√
−5))

(
x− j

(
1 +
√
−5

2

))
= x2 + ax+ b

avec a, b ∈ Z. On calcule maintenant ;

j(
√
−5) =1264538.9094751405± 10−10

j

(
1 +
√
−5

2

)
=− 538.9094751405± 10−10

Donc

−a = j

(
1 +
√
−5

2

)
+ j(
√
−5) =1264000.0000000000± 10−9

b = j(
√
−5)j

(
1 +
√
−5

2

)
=− 681472000.0000000000± 10−2

Comme f(x) a coefficients entiers, on en déduit que

f(x) = x2 − 1264000x− 681472000

Le discriminant de f(x) vaut :

∆ = 1600421888000 = 21853132172

Donc f(x) a un zéro dans Fp si et seulement si x2 − 5 a un zéro dans Fp.
On remarque que les calculs qu’on a fait nous permettent de conclure que

j(
√
−5) =

1264000 +
√

1600421888000

2

et que le corps de classe de Hilbert de K = Q(
√
−5) est HK = K(

√
5).

5.2 Division de la lemniscate

“Lemniscata geometrice in quinque
partes dividitur.”

Carl F. Gauss (1777-1855)

L’étude des corps cyclotomiques a permis à Gauss de démontrer le résultat classique
suivant :

Théorème 5.2.1. On peut diviser le cercle unitaire dans n parties égales à la règle et au
compas si et seulement si n s’écrit sous la forme :

n = 2ap1p2 . . . pk

où les pi sont premiers distincts de la forme 22hi + 1 (on les appelle premiers de Fermat).
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Dans cette section, on va se servir de la théorie des courbes elliptiques à multiplication
complexe qu’on a développé pour obtenir un résultat analogue pour la lemniscate.

Définition 5.2.2. Soient A,B ∈ R2, et soit c > 0. On appelle lemniscate la courbe plane
formée des points P tels que |P −A||P −B| = c.

On choisit dans cette section A = (−
√

2/2, 0),
B = (

√
2/2, 0) et c = 1/2. On trouve alors que

l’équation de cette lemniscate est :

(x2 + y2)2 = x2 − y2

qui s’écrit aussi r2 = cos 2θ en coordonnées polaires.
Pour r ∈ [0, 1], on trouve que la longueur de l’arc de lemniscate contenu dans le premier
quadrant et compris entre le point (0, 0) et (r cos θ(r), r sin θ(r)) vaut

s(r) =

∫ r

0

1√
1− r4

dr

On note ω/2 =
∫ 1

0
1√

1−r4
dr la longueur de l’arc de lemniscate contenu dans le premier

quadrant. La longueur totale de la lemniscate est alors 2ω.
On remarque que l’application

s : [0, 1] −→ [0, ω/2]

r 7−→
∫ r

0

1√
1− r4

dr

est une bijection croissante. On note

φ : [0, ω/2]→ [0, 1]

son inverse. C’est un analogue pour la lemniscate de la fonction sinus pour le cercle. Le
résultat suivant, du à Abel, décrit la propriété analytique cruciale de la fonction φ :

Proposition 5.2.3. La fonction φ admet une extension à une fonction méromorphe sur
C, notée toujours φ.

De plus, φ est une fonction elliptique pour le réseau Λ = [(1 + i)ω, (1 − i)ω]. Elle est
donc L-périodique, pour L = [2ω, 2ωi].

Les zéros de φ sont les points du réseau [ω, ωi], et les pôles s’obtiennent en ajoutant
(ω + ωi)/2 aux zéros. Les zéros et les pôles de φ sont simples.

Démonstration. Voir [2].

On peut formuler le problème de la division de la lemniscate en n parties égales de la
façon suivante :

Pour quels valeurs de n les nombres φ(2kω/n), k = 0, 1, . . . , n− 1 sont-ils constructibles à
la règle et au compas ?

L’idée fondamentale pour répondre à cette question est d’utiliser la L-périodicité de la
fonction φ pour la relier à la fonction de Weierstrass du réseau L, notée ℘.

Lemme 5.2.4. Soit L = [2ω, 2ωi].
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1. g2(L) = 1/4, g3(L) = 0

2. E := EL = C/L est isomorphe à la courbe projective lisse d’équation y2 = x3 + x

3. E est une courbe elliptique à multiplication complexe par l’anneau Z[i].

Démonstration. 1. C’est un calcul. D’après 1. l’assertion 2. est triviale. Le dernier point
découle du fait que le réseau L est homothétique au réseau [1, i].

Lemme 5.2.5. 1. On a les formules :

℘((1 + i)z) =
−i
8

4℘2(z)− 1/4

℘(z)

℘((1− i)z) =
i

8

4℘2(z)− 1/4

℘(z)

2. si ℘(τ) est constructible, ℘(τ/2) l’est aussi.

3. Pour tout a, b ∈ Z, ab 6= 0, pour tout n ≥ 1, les nombres ℘((2aω + 2biω)/2n) sont
constructibles.

Démonstration. 1. C’est un calcul direct, en utilisant la formule d’addition pour la
fonction ℘ et les égalités ℘(iz) = −℘(z), qui découle de la définition de ℘, et
℘′(iz) = i℘(z), qui s’obtient par différentiation de l’égalité précédente.

2. Supposons ℘(τ) constructible. En posant z = τ/(1 + i) dans la première égalité
dans 1. on voit que ℘(τ/(1 + i)) satisfait une equation de degré 2 à coefficients
constructibles, donc est constructible. Comme ℘(τ/(1 + i)) = ℘((1 − i)(τ/2)) la
deuxième égalité dans 1., avec z = τ/2, montre alors que ℘(τ/2) est constructible,
comme c’est racine d’un polynôme quadratique à coefficients constructibles.

3. Les nombres ℘(ω), ℘(iω), ℘((1 + i)ω) sont les abscisses des points d’ordre 2 de la
courbe E : y2 = 4x3 − 1/4x, donc il sont les racines du polynôme 4x3 − 1/4x, qui
sont rationnelles donc constructibles. Ça montre le résultat pour n = 1. Le résultat
général s’obtient par induction sur n à l’aide de 2.

Le résultat crucial suivant donne le lien entre la constructibilité des valeurs des fonctions
φ et ℘.

Proposition 5.2.6. φ(τ) est constructible si et seulement si ℘(τ) l’est.

Démonstration. Soit
g(z) =

℘′(z)

(℘(z)− ℘(z0))(℘(z)− ℘(z1))

avec z0 = (1 + i)ω/2 et z1 = (3ω + iω)/2. Alors on vérifie que g(z) a les mêmes zéros et
pôles que φ(z), avec multiplicité. Il existe donc une constante c telle que φ(z) = cg(z).
Comme φ(ω/2) = 1 et g(ω/2) est constructible d’après le lemme précédant, on trouve que
c est constructible. Donc, si ℘(τ) est constructible g(τ) l’est, et φ(τ) est aussi constructible.

Pour montrer la réciproque, on rappelle que φ est Λ−elliptique, avec Λ = [(1+ i)ω, (1−
i)ω]. Comme (1+i)Λ = L on trouve que ℘Λ(z) = 2i℘((1+i)z). On montre, par comparaison
des zéros et pôles, qu’il existe une constante k telle que :

φ(z) = k
℘Λ(z)− ℘Λ(ω)

℘′Λ(z)
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Cette identité, pour z = ω/2, entraine que k est constructible.
Notons u = (1 + i)ω/2, v = (1 − i)ω/2. Comme les zéros de ℘Λ(z) sont u, v et ω, on

trouve :

φ(z)2 =
k2

4

℘Λ(z)− ℘Λ(ω)

(℘Λ(z)− ℘Λ(u))(℘Λ(z)− ℘Λ(v))

Donc si φ(τ) est constructible ℘Λ(τ) l’est. Comme

℘Λ(z) = 2i℘((1 + i)z) =
1

4

4℘2(z)− 1/4

℘(z)

si ℘Λ(τ) est constructible ℘(τ) est constructible, ce qui termine la preuve.

En vue de cette proposition, le problème de la division de la lemniscate est réduit à la
question suivante :

Pour quels valeurs de n les nombres ℘(2kω/n), k = 0, 1, . . . , n− 1 sont-ils constructibles ?

L’énorme avantage de cette formulation est qu’elle porte sur les valeurs de la fonction ℘ du
réseau L. La courbe elliptique correspondante E = C/L a multiplication complexe par l’an-
neau Z[i]. On pourra alors utiliser les résultats de la section 4.3 pour répondre à la question.

Lemme 5.2.7. 1. On a un isomorphisme de Z[i]-modules : E[n] ∼= Z[i]/nZ[i].

2. Soit K = Q(i), F le corps obtenu en ajoutant à K les coordonnées des points dans
E[n]. L’extension F/K est galoisienne, et on a un morphisme injectif :

Gal(F/K) −→ AutZ[i](E[n]) ∼= (Z[i]/nZ[i])∗

3. Le groupe (Z[i]/nZ[i])∗ est un 2−groupe si et seulement si n est de la forme 2ap1 . . . pk,
où les pi sont premiers de Fermat.

Démonstration. 1. E[n] ∼= 1
nL/L

∼= L/nL ∼= Z[i]/nZ[i]

2. On a déjà observé dans la remarque 4.3.2 que F/K est galoisienne et qu’on a un
morphisme injectif :

ρ : Gal(F/K) −→ AutZ(E[n]) ∼= AutZ(Z[i]/nZ[i])

Le fait que E a multiplication complexe par Z[i] entraine que l’action de Gal(F/K)
sur E[n] commute avec l’action de Z[i], c’est à dire, ρ(σ) ∈ AutZ[i](E[n]) pour tout
σ ∈ Gal(F/K).

3. C’est un calcul direct.

Grâce au lemme précédent, on peut donner une condition suffisante sur n pour la
constructibilité des points φ(2kω/n).

Proposition 5.2.8. Si n = 2ap1 . . . pk, où les pi sont des premiers de Fermat distincts,
alors les nombres φ(2kω/n), k = 0, . . . , n− 1 sont constructibles.

Démonstration. L’hypothèse sur n entraine que (Z[i]/nZ[i])∗ est un 2−groupe, en consé-
quence Gal(F/K) l’est, ce qui implique que [F : Q] est une puissance de 2, donc tout élé-
ment de F est constructible. En particulier, ℘(2kω/n) est constructible pour k = 0, . . . n−1,
d’où le résultat.
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En effet, la réciproque de la proposition précédente est aussi vraie. Pour le montrer, on
va utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.2.9. On note K = Q(i). SoitM = K(℘2(2ω/n)). AlorsM est le corps de classe
de rayon n pour K, et on a un isomorphisme :

Gal(M/K) ∼= (Z[i]/nZ[i])∗/{±1,±i}

Démonstration. Notons Kn le corps de classe de rayon n pour K. On a montré que Kn =

K(fE(E[n])) où fE(z) = g2(L)2

∆(L) ℘
2(z). On a donc Kn = K(℘2(E[n])) = K(℘2(2ω/n)). La

dernière égalité découle du fait que pour tout P,Q ∈ E[n] il existe τ ∈ Z[i] tel que Q = τP ,
et alors ℘(Q) = ℘(τP ) est une fonction rationnelle de ℘(P ). Ceci montre que M = Kn.
On sait que

Gal(Kn/K) ∼= IK(n)/PK(n)
∼= {Idéaux de Z[i] premiers avec n}/{(α) : α ∈ Z[i], α ≡ 1 (mod n)}

Comme Z[i] est principal, l’ensemble {Idéaux de Z[i] premiers avec n} s’identifie à {a ∈
Z[i] : (a, n) = 1}/{±1,±i}.

En plus, (a) ∈ PK(n) si et seulement si a ≡ 1 (mod n). On a donc un isomorphisme
de groupes :

(Z[i]/nZ[i])∗/{±1,±i} ∼= IK(n)/PK(n)

ce qui termine la preuve.

On peut finalement obtenir une caractérisation des entiers n tels que les nombres
φ(2kω/n), k = 0, . . . , n − 1 soient constructibles, analogue au résultat de Gauss pour
le cercle.

Théorème 5.2.10. On peut diviser la lemniscate en n parties égales à la règle et au compas
si et seulement si n = 2ap1 . . . pk, où les pi sont premiers de Fermat distincts.

Démonstration. On a déjà montré que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est aussi
nécessaire. Si φ(2ω/n) est constructible, alors ℘(2ω/n) l’est. Le corps M = K(℘2(2ω/n))
vérifie alors [M : Q] = 2l pour un certain l, donc Gal(M/K) est un 2−groupe. Mais on a
montré que Gal(M/K) ∼= (Z[i]/nZ[i])∗/{±1,±i}. On en déduit que (Z[i]/nZ[i])∗ est aussi
un 2−groupe, ce qui implique que n s’écrit comme dans l’énoncé du théorème.
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Conclusion

Nous avons donc, au terme de cet exposé, décrit de manière exhaustive les extensions
abéliennes d’une extension quadratique imaginaire K/Q quelconque. D’une part grâce à
la loi de réciprocité d’Artin qui classifie de manière intrinsèque les extensions abéliennes
de K (on regarde un système de congruences relatif aux idéaux fractionnaires de OK), et
d’autre part, grâce à la théorie de la multiplication complexe, qui, à l’instar du théorème
de Kronecker-Weber pour Q, nous a permis d’expliciter les corps de classe rayon N du
corps K, en y ajoutant les abscisses des points de torsions de certaines courbes elliptiques.

Cette puissante théorie a des applications impressionnantes. Elle est à la base de la
résolution d’un problème arithmétique sur lequel se sont penchés de nombreux mathémati-
ciens du 17ème et 18ème siècle, parmi eux, Fermat, Euler, ou encore Legendre. Il s’agissait
de déterminer les nombres premiers de la forme x2 +ny2, et nous avons résolu ce problème
pour une infinité d’entiers n. Nous avons également pu determiner les valeurs de n pour
lesquelles ils est possible de diviser la lemniscate en n parties égales à la règle et au compas,
complétant ainsi les travaux de Gauss sur la construction des n−gones réguliers.
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