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	��� �� �)������ �� ����)�	���� �
�������� %�� ����� ����������� ���� ��� ��,
������	����� !#� ���( ���� ������ )��"� �/��)
�
��� �
 ��	��	�����	� ��
�/������� %�� �
�� ���
 �� ���
�� :�� ���� ��������%���
$�� �����#	� 
������ 	���
 �� ��� �� ���)�
�� ������ . ��� ����	+��� "���
�� ������ ����� 7���( ���� =���)
���= �� =���
��= > ��� ��	������ ���� ���)�����
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���� ����������� �
�� �� ��
���� ��� ��	�#�� ��"������� �� �/������� ������,
��%���
-����( ; �
�� �� �/������� ��������%�� �/�� ����)�	��� �� �� %���%��� �������
��	���� �� ��� ����)�	����( ���� ������ ��"�� �/������� ��������%�� �/���

�����
���� �������� T : X −→ X�

 ��� �������� ���������

���������  �!� �� ������� ����)�	��� ��)�� "�� �� 8 �� ���	 	
��������

����)�	��� �� 8 ���� ��	���� ��
 ��������	 �� � ���� �� ����
�� �	� ��

�
 α �	� �� ������������ �� �� �� ������� ����,����)�	��� �� α ���� 	��	�

��	���� β �� α ��
 �	� ������ �� ������������� �� ������ ����	 β ⊂ α�
�
 α �	� �� ������������ �� � �� T : X −→ X ��� ����
���
�� ����
��� �� �����

���� ���� i ∈ N� T−iα ����	���� {T−i(A) : A ∈ α} ��
 �	� ������ �� �������������
��������  � � �� �/����	+�� )��� ���� 
��

��� �
�� �
 ��"������ �/�� ����,
)�	���( �� 7�
 
�������� ; �� �
� �� �������� ��		� �� ���	��� �?����7 ��
����)�	����

���������  �"� �
 α = {Ai} �� β = {Bj} 	��� ��	 ������������	 ��
	 �� �� ��
����
� �� 
"��	��� �� α �� β ����� ����� �� ������������ �

α ∨ β = {Ai ∩ Bj : Ai ∩ Bj �= ∅}.

���	 ������������� 	
 αr = {Ar
1, ..., A

r
Nr

} 	��� ��	 ������������	 ��
	 �� � ����

r = 1, ..., k� �� ����
� ���� 
"��	��� ����� ����� �� ������������ �

k∨
r=1

αr = {A1
i1 ∩ ... ∩ Ak

ik
: ij ∈ {1, ..., Nr}, j = 1, ..., k}.



������	� ����
��	�� �

�� ���� �
�	
 ����
� ���� � ����
��� �� ���� ���� k ∈ N� ��	 ������������	

k−1∨
i=0

T−iα = α ∨ T−1α ∨ ... ∨ T−k−1α.

���� ���)��� 	
�����
�� �������� ��� ������ ���� ���)���� .

��������  �#�  �������� ��������%�� ���� ������������ α = {A1, ..., AN} �	�
H(α) = log N(α)

�! N(α) �	� �� ���	 ���
� ���
�� � ��� ���
� �"
	�� �� 	��	������������� �� α ��

����
��� ��

����� ����� ��	�#� ��"������ ��	�� ���; �/����)�� ��		��� �/������� ����,
����%�� �� 
��
��� ; �� =������� ��7�	
��7= ��� �� ����)�	����
@�A��� 
��� ��� �������� �� +
�� %�� ��������� �		���
��	��� �� ����� ��"��,
���� .

����������  �$� (i) H(α) ≥ 0�
(ii) ���� ���� 	��	������������� β ⊂ α� H(α) ≤ H(β)�
(iii) �
 α �� β 	��� ���" ������������	 ��
	 �� �� ����	 H(α∨ β) ≤ H(α) + H(β)�
(iv) ���� ����� ����
���
�� � ����
���� H(α) ≥ H(T−1α) �� 
� # � ����
�� 	
 � �	�

	��$���
���

!�	����
����� (i) �� (ii) ���� ��� �����%������ ������� �� �
 ��"������ �� �� �

�����
��� �� ���
���	��
(iii) B� ���� α′ (���� β′) �� ����,����)�	��� �� α (���� �� β) �� �
���
�
	���	
� N(α) (���� N(β))� -��� α′ ∨ β′ ��� �� ����,����)�	��� �� α ∨ β ��
�
���
� 
� ���� N(α)×N(β)� B� �� ������ �� �����
�( �� ���
�� �/�	���
��� ��
���
���	� �
�� �
 ��"�������
(iv) ���� α′ �� ����,����)�	��� �� α �� �
���
� 	���	
� �� -��� T−1α′ ��� ��
����,����)�	��� �� T−1α �� �
���
� 
� ���� ��
� ; �� B� �� ������ N(T−1α) ≤
n = N(α) �� �
 	:	� ����
���� �� ���� ���
���	���
��������� 
��� 9 �������)� �� ������ {T−1A1, ..., T

−1Am} �� ����,����)�	���
�� T−1α� -��� {A1, ..., Am} ��� �� ����,����)�	��� �� α �
 �� y ∈ X( y 
 
�
	���� �� 
��������� �
 9 %�� �/�� ���� x( �� 
��� �� 
 i0 ��� %�� x ∈ T−1Ai0 ��
; �/�)������ y ∈ Ai0 � �
B� ���� 
��� 7
���� ��� ��
�� ������	���
�� 
)�� �
 ��"������ ���)
��� .

��������  �%� ��� ����
�
��� ��������� ��������%�� �/��� 
�����
���� 9 ��
��,

)�	��� ; �� ����)�	��� α �	� � h(T, α) = lim supn−→∞
1
nH(

∨n−1
i=0 T−iα)�

��������  �0� �
 ��
��� �/����
�����

H(
n−1∨
i=0

T−iα) ≤
n−1∑
i=0

H(T−iα) ≤ nH(α)

�

���� %�� h(T, α) ≤ H(α) < ∞�

��������  �1� �
 lim sup �� �
 ��"������ ���� :�� �	��
��� �
 ��� lim �
 ��

���
�� an = H(
∨n−1

i=0 T−iα)( �� �+����� 7
����	��� %�� an+m ≤ an + am �� �����
����,
�����)��� �

���� %�� an

n −→ inf {an

n : n ≥ 1}�
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��	��

��������  �&� �� ����
� ����	 ��������� ��������%�� �/��� 
�����
���� 9 ���

h(T ) = sup{h(T, α) : α ������������ �� �}�
%"�����  ��C� ���� ���)��� ���� �� ����� ����� �� ���	��� ��	��� . ����� ��
�/��������� B� �	
%�� ���� �/
+�� %�� ��� ���� ����)�	��� α �� ���� �����

i( id−iα = α� B� �� ������ %�� α ⊂ ∨n−1
i=0 id−iα �� ���� �
 �
 ����������  �* ���

���� ����� �( H(
∨n−1

i=0 id−iα) ≤ H(α) �� ���� %�� h(id, α) = 0 �� "�
��	��� %��
h(id) = 0�
�� ��	�� �����
� ���� 
���� �/������ 
���� . =$�� 7������� %�� �� ��
��� ��� 

��� ������� ������=

 � � �� �'�� �� ����'� ����('��

���� 
)��� �������� �
 ��"������ �� �/������� ��������%�� �/��� 
�����
���� 9
	
�� �����,�� �� ��	�� %�� 
�	��� �� �
���� ���������� !
�� ����� �
���( ����

����� )�� ��		��� �/
?
���� �� %���%��� ��
����

���������  �!!� &� ������������ α �	� ������ �� ����
��� ���� �� '�����

����'
	�� � 	
 ∀ε > 0,∃N > 0 ��� ��� �� ������������
∨N

n=−N T−nα �	� (����

����	����	 �� �
��)��� �� ���	 ε�
&� ������������ α �	� ������ �� ����
��� (7��) ���� ��� ����
���
�� ����
���

� 	
 ∀ε > 0,∃N > 0 ��� ��� �� ������������
∨N

n=0 T−nα �	� (���� ����	����	 ��

�
��)��� �� ���	 ε�

���
 ���� 7����� �
 �����+����� �� �
���� ���)
�� .

����������  �! � �
 α �	� �� ���������� ((��� 	
 � ���	� ��	 �� '��������'
	��)
���� �� ����	 h(T, α) = h(T )�

!�	����
���� �
�� �� �
� �/�� ����
��� 7��� ���� β �� ����)�	��� �� 8� ����
δ �� ��	+� �� ��+����� �� β ���� ����� +���� �� ��
	#�� δ ��� ������� �
�� ��

���	��� �� β� ��� � ��<�
		��� �
��( ∀A ∈ ∨N−1
n=0 T−nα( ∃B ∈ β 
)�� A ⊂ B

�
 - ��� �� ����
���� B� �� ������ .

N(
k−1∨
i=0

T−i(
N−1∨
n=0

T−nα)) ≥ N(
k−1∨
i=0

T−iβ) ��� k ≥ 1.

4
�� 
���( ��		� h(T, α) = h(T,
∨N

n=0 T−nα)( �� �+����� %�� h(T, α) ≥ h(T, β)
�� ���� �
 ��"������( h(T, α) = h(T )� �

%"�����  ��'� ��� ���	��� 	���� %�� �/������� �/��� 
�����
���� ���� :�� �#�
��	��� ; �+���� ��� 7��� ��	���� %�/�� ����)�	��� ��� ����
����
���� X =

∏
n∈Z

{1, ..., k} 
)�� k ≥ 2 �� σ : X −→ X ����� %�� (σx)n = xn+1� B�
	���� 8 �/��� ����
��� ����� %�� . 8 ��� ��	�
��( σ ��� �� ��	��	�����	�( ���
����	+��� [i]0 = {x : x0 = i} ��� i = 1, ..., k ���� ��)��� �� �� ����)�	���
α = {[1]0, ..., [k]0} ��� ����
���� 9��� ���� ��
 ���
���� �
�� �
 ����#� �
��� ��
��� ������ ��� ��� +������ ���� ����
�� (���������� &�2)�
B� �	
%�� 
��� %�� ��� ���� �(

∨N
n=0 σ−nα ��� ��������� �� kN+1 ����	+���

���������� B� �� ������ 
��� %�� h(T ) = log k�

 �'� ������� � ���)'������* ��+������� ��� ���������������



������	� ����
��	�� �

���%�� ���� 
�����
����� ���� =������= (��	� %�� ���� ; ��"��)( �� ��� �
����
�/���
A� �� ���� ���� �������� ��������%��� �� �/��� �� %�� ���� 
����� 7
�� �
��
����� �
����

���������  �!#� ��
��� T1 : X1 −→ X1 �� T2 : X2 −→ X2 ���" ����
���
��	

����
���	� �� �
�� ��� T1 �	� ��	�,��������� * T2 	�
� �"
	�� ��� ����
���
�� ����
�

��� 	��$���
�� f : X1 −→ X2 ����� ��� f ◦ T1 = T2 ◦ f �
�� �
�� ��� T1 �� T2 	��� ���������� 	
 �'����� �	� 	��
����$����� * ������� �� ��

�	� ���
������ * ���
� ( ����� ������������ ��
 �	� �� ���	 �� '��������'
	���

����������  �!$� �
 T1 �	� 	��
����$����� * T2� ����	 h(T1) ≥ h(T2)� �
 T1 ��

T2 	��� ���$����	� ����	 h(T1) = h(T2)�

!�	����
����� ���� α �� ����)�	��� �� X2� -��� ��� ���� n ≥ 1(

H(
n−1∨
i=0

T−i
2 α) = H(f−1(

n−1∨
i=0

T−i
2 α)) (����������  �*)

= H(
n−1∨
i=0

(f−1T−i
2 α))

= H(
n−1∨
i=0

T−i
1 (f−1α))

B� �� ������ ���
		��� %�� h(T2, α) = h(T1, f
−1α)� ���� �/�� 
 .

h(T2) = sup
α

{h(T2, α)}
= sup

f−1α

{h(T1, f
−1α)}

≤ sup
β
{h(T1, β)}

= h(T1)

�� �
� �D ��� ���� 
�����
����� ���� ���������� ������� �		���
��	��� �� ����,
���� �
 ���+�� ����
����� �
B� 
 ���� �+���� �� �����
� 7���
	���
� ���)
�� . �/������� ��������%�� ��� ��,
)
�
��� �
 ��	��	�����	��

'� ���
�
	
��� ���
�����	�� �	 �����
��	
���

'��� �����,��� (n, ε)-������� � (n, ε)-��'+�����

��������� "�!� �� ���� ������ � ��� ����
���
�� ����
��� �� � ���	 ��

(i) ���� n ≥ 1 �� ε > 0� �� ������� ��	���� (n, ε)�	����� ����� ����
� ��
� S ⊂ X
����� ��� ���� ����� ��
�� �� ��
��	 �
	�
���	 x �� y �� �� �� ���� ������� i ∈
{0, ..., n − 1} ��� ��� d(T ix, T iy) ≥ ε�
��
� sT (n, ε) ∈ N (�� ����� 
� ��# � ��	 ����
��+�� s(n, ε)) �� ����
��� ��"
��� ��
���� ��	���� (n, ε)�	������
(ii)���� n ≥ 1 �� ε > 0� �� ������� ��	���� (n, ε)��������� ����� ����
� ��
� R ⊂ X
����� ��� ∀x ∈ X� ∃y ∈ R ��� ��� d(T ix, T iy) < ε ���� ���� i ∈ {0, ..., n − 1}�
��
� rT (n, ε) ∈ N (�� ���	 	
�������� r(n, ε)) �� ����
��� �
�
��� �� ���� ��	����
(n, ε)����������



� ������	� ����
��	��

�������� '� � �
 ��	�
���� s(n, ε) ��� "�� �
 �� ���� �������� ��� ���� i ≥ 0
�� ����)�	��� "�� αi �� 8 �
 ��� ����	+��� �� �A��� {x : d(T ix, T ix0) < ε} ��
�� �
���
� �� 
"��	��� ��� n ��	��� ���� ����)�	���� ��� �� 	
��
�� ���
s(n, ε)�

,����
�� '�'� �
 ��		�����( ��� x ∈ X( n ≥ 1 �� ε > 0( �� ���� .

D(x, n, ε) = {y ∈ X : d(T ix, T iy) < ε ��� i = 0, ..., n − 1}.
@�A��� 
��� %���%��� �������� ��	���� �� ��� %�
������ %�� ���� ��	������ ��
����� ��� ��"������ �%��)
����� �� �
 ��������� ������%���

���������� "�#� (i) ���� n ≥ 1 �� ε > ε′� s(n, ε′) ≥ s(n, ε) �� r(n, ε′) ≥ r(n, ε)�
(ii) ���� ε > 0 �� n ≥ 1� r(n, ε) ≤ s(n, ε) �� s(n, 2ε) ≤ r(n, ε)�

!�	����
����� (i) ��� ��� �����%����� ������ ��� ��"��������
(ii) B� �	
%�� %�� �� � ��� �� ����	+�� (n, ε),���
� �� �
���
� 	
��	
�( � ���

���� �� ����	+�� (n, ε),���)
�� �/�D �?����)�	��� r(n, ε) ≤ s(n, ε)�
��� �
 �����#	� ����
����( �� ������#� E �� ����	+�� (n, ε),���)
�� �� �
���
�
	���	
� r(n, ε)� B� 
 
��� �� ����)�	��� X =

⋃
x∈R

D(x, n, ε)( i = 0, ..., n− 1}�
��� � �� ����	+�� (n, 2ε),���
�( ��� ���� y ∈ S( �� ���� ������ ��� ��)���
D(x, n, ε) � y 
)�� x ∈ R� ��� x 
���� ������� ���� ������
��	��� ��������� �
 �� y
�� y′ ���� �
�� �� 	:	� D(x, n, ε) 
)�� x ∈ R( �� 
 .

d(T iy, T iy′) ≤ d(T iy, T ix) + d(T ix, T iy′) < 2ε

�� %�� �	���%�� y = y′� B� �� ������ �		���
��		��� %�� card(S) ≤ r(n, ε) ���
���� ����	+�� � �� �� �A�� �� ���� s(n, 2ε) ≤ r(n, ε)� �
��� %�
������ ��	+���� ���� 7
����� ; 	
������ %�� N(

∨n−1
i=0 T−iα) �
 ���	����

���� ���)��� �����7��� ���� ��� ���� .

���������� "�$� (i) ���� ���� ������������ α �� ����� ��  ��	��� δ�

N(
n−1∨
i=0

T−iα) ≤ r(n, δ) ���� ���� n ≥ 1.

(ii) ���� ε > 0 �� ���� ������������ γ = {B1, ..., Bk} ��� ���

max
1≤i≤k

diam(Bi) < ε� �� � � s(n, ε) ≤ N(
n−1∨
i=0

T−iγ).

!�	����
����� (i) ���� n ≥ 1 �� E �� ����	+�� (n, δ),���)
�� �� �
���
� 	
��	
�
r(n, δ)� B� 
 
��� X =

⋃
x∈R

D(x, n, δ)� B� "�� 
��� x ∈ R �� �� ���� Aij

��� j = 0, ..., n − 1 �� ���	��� �� α ��� %�� B(T jx, δ) ⊂ Aij
� B� �+����� %��

D(x, n, δ) ⊂ Ai0 ∩ T−1Ai1 ∩ ... ∩ T−(n−1)Ain−1 �� ���� %�� ��� D(x, n, δ) 7�	���

�� ���� ����)�	��� ��
∨n−1

i=0 T−iα �� "�
��	��� %�� N(
∨n−1

i=0 T−iα) ≤ r(n, ε)�
(ii) ���� n ≥ 1 �� � �� ����	+�� (n, ε),���
� �� �
���
� 	���	
� s(n, ε)� ���
������ x �� � 
��
�������� ; ��� ���	���� ��������� ��

∨n−1
i=0 T−iγ� �� �?��( ����

������ �� 	:	� ���	��� ��
∨n−1

i=0 T−iγ 
��
�������� ; �� ���	��� �� �
 7�	�

Bi0 ∩ ... ∩ T−(n−1)Bin−1 �� ���� ��� ���� r = 0, ..., n − 1( d(T rx, T ry) < ε �


�A����#��� �� �
�������( s(n, ε) ≤ N(
∨n−1

i=0 T−iγ)� �



������	� ����
��	�� �

B� ���� 
��� ������ ��� �

�����
����� ���)
���� �� �
 ��������� ������%��
�/��� 
�����
���� �������� T : X −→ X .

���������� "�%� �� � ��	 ���" ������	 	�
����	 �

h(T ) = limε−→0 lim supn−→∞
1
n log r(n, ε) ��

h(T ) = limε−→0 lim supn−→∞
1
n log s(n, ε)

!�	����
����� B� �+����� ���� ��	���	��� %�� ��� ���� ���������� ���� ����,
��%��� ; �
�� �� �
 ���������� '�&(i)�
B� ������� 
��� η > 0 �� α �� ����)�	��� ��� %�� h(T ) − η ≤ h(T, α) ≤ h(T )�
B� ���� δ �� ��	+� �� ��+����� �� ����)�	��� α �� �� ���� 
��� ���� .

lim
ε−→0

lim sup
n−→∞

1
n

log r(n, ε) ≥ lim sup
n−→∞

1
n

log r(n, δ)

≥ lim sup
n−→∞

1
n

log N(
n−1∨
i=0

T−iα) (���������� '�*(�))

= h(T, α) ≥ h(T ) − η

���� ��
�� )
�
+�� ��� ���� η > 0( �� ���� ; ��
+�� �/����
���� ��)���� B� �������
��� ���
 ε > 0 �� �� ����)�	��� β = {B1, ..., Bk} 
)�� ��� Bi ���� �� ��
	#��
���� ����� %�� ε� B� ���� 
��� ���� .

lim sup
n−→∞

1
n

log s(n, ε) ≤ lim sup
n−→∞

1
n

log N(
n−1∨
i=0

T−iβ) (���������� '�*(��))

≤ h(T, β) ≤ h(T )

�� �� ���� 
��� %�/; 7
�� ����� ε )�� C ��� �+���� �/����
���� 	
�%�
���� �
���� 
)��� ��� �+���� ��� ��"������ %�� )
 
)�� ��� �����%������ ��� ��)�
��� ;
�
�� �� �
 ��"������ �����
�� ������

'� � .��������� / �� ������� �0.,����+�

�� ��	+�� �
���� �� ������ ; ���� �/������� ��������%�� �/��� 
�����
���� ;
������ �� ��� ������ �� ���� ���)��� ����	
�� �� 7
�� ��	���	��� .

�������� "�1� (�'���)�� ��-�����) ���� ���� m ≥ 1� �� � h(Tm) = mh(T )�

!�	����
���� ������
��� 	
�� 7
������� ��� ������ �
 ���+�� ����
����( �� 
�,
	�
�� 
)�� ��� ���� �����
�� ���)
��� .

sT m(n, ε) ≥ sT (nm, ε) �� rT m(n, ε) ≤ rT (nm, ε).

4
��������	��� �
 ��	�#� ����
���� ��� �� ���� ��)��� �� ��� ���� ��"�������
	#���� ; �
 	:	� ����
�����
�� �?��( �� � ��� (n, ε),���
� ��� Tm �� �
���
� sT m(n, ε) 
��� ��� ���� � �� x′

���� ������ ��������� �� �( �� ���� ���)� i ∈ {0, ..., n−1} ��� %�� d(Tmix, Tmix′) ≥
ε� ���
		���( � ��� (nm, ε),���
� ��� 9 �� sT m(n, ε) ≤ sT (nm, ε)�
!� �
 	:	� 7
F��( �� ���)� %�� �� E ��� (nm, ε),���)
�� ��� 9 �� �
���
�
	���	
�( E ��� 
���� �� (n, ε),���)
�� ��� Tm �� ���� rT m(n, ε) ≤ rT (nm, ε)�



� ������	� ����
��	��

B� ���� 
��� ���� .

mh(T ) = lim
ε−→0

lim
n→∞

1
n

rT (nm, ε)

≥ lim
ε−→0

lim
n−→∞

1
n

rT m(n, ε) = h(Tm)

��

mh(T ) = lim
ε−→0

lim
n−→∞

1
n

sT (nm, ε)

≥ lim
ε−→0

lim
n−→∞

1
n

sT m(n, ε) = h(Tm)

�� ���� ; ��
+�� �
 �����#	� ����
����� ��� ���
 �� ���#�� �� ���� ��
���� ���
���� ����)�	��� α( �� 
 .

h(Tm,

m−1∨
i=0

T−iα) = lim
k→∞

1
k

H(
k−1∨
j=0

T−mj(
m−1∨
i=0

T−iα))

= lim
k→∞

m

mk
H(

km−1∨
j=0

T−iα) �
���� �� ����)�	���

= mh(T, α)

B� ���#�� 
��� ��		� ; �
 ����������  ��* .

mh(T ) = m sup
α

{h(T, α)} = sup
α

{h(Tm,

m−1∨
i=0

T−iα)}

≤ sup
β
{h(Tm, β)} = h(Tm)

�� ����#	� ��� 
��� �+����� 4��� ; G)�� ������� ��� ��� 
��� ; �/��
+�����	���
�� ����� �����#	� ����
����� �

'�'� �2������ �� ����'��

-�#� �� ��	�� ���	��� �� �����
� �����%�� �+���� �H�� ; ����� ���)���� �
,

�����
����( �� ���� �
��� ; ��� ���	���� �
��%����

%"����� '�1� E��
����� �
�� S
1�

B� ������#� ��� X = S
1 ≈ R/Z �� T : x �−→ x + α (mod 1)�

��� ε > 0 �� ���� ������ �� ����)�	��� �� [0, 1] �� �
 7�	�

{]xi − ε, xi + ε[: xi ∈ [0, 1], i = 1, ..., N}
-���( ��� ���� n ≥ 1( R = {x1, ..., xN} ��� (n, ε),���)
��� �� �?��( ��� ����
x ∈ [0, 1]( �� ���� ���)� � ��� %�� x ∈]xi − ε, xi + ε[ �� �� ��� ��
� %�� ��� ����
r ∈ N( d(T rxi, T

rx) = d(xi, x) < ε� ���
		���( r(n, ε) ≤ N � B� ���� 
��� ���� .

0 ≤ h(T ) = lim
ε−→0

(lim sup
n−→∞

1
n

log r(n, ε))

≤ lim
ε−→0

(lim sup
n−→∞

1
n

log N) = 0

!/�D h(T ) = 0� �
����� ���)� 	
��� �� 7
�� ��� ����� ���	���� �/���
�� ��	�
�� �� �/������,
�
���� �� ��� ��	��� . =9���� 7������� %�� �� ���
�� �� �� ��
��� 
 ��� �������
������=



������	� ����
��	�� �

%"����� '�2� �
 7������� =���+��=�
�� �� 	:	� ���
�� X = R/Z �� ������#� ����� 7��� �/
�����
���� �������� ���)
��� .
T : x �−→ 2x mod 1�
B� ��"��� 
��� ��� ���� k ≥ 1( Fk = {m

2k : m = 0, ..., 2k−1}( ����	+�� �� �
���
�

2k� ��� ε > 0( �� ������� 5 ��� %�� 1
2k ≤ ε < 1

2k−1 �
��� n ≥ 2( Fn+k−2 ��� (n, ε),���
� . ��� ���� ������ ��������� m1

2n+k−2 �� m2
2n+k−2

�� Fn+k−2( d(T i m1
2n+k−2 , T i m2

2n+k−2 ) ≥ 1
2k+n−2−i ��� i = 0, ..., n − 1� ���
		���(

s(n, ε) ≥ 2k+n−2�
��� n ≥ 2( Fn+k−1 ��� (n, ε),���)
�� . ��� ���� x ∈ X �� ���� ������ m

2k+n−1 ∈
Fn+k−1 
)�� d(x, m

2k+n−1 ) < 1
2k+n−1 � �� ��� 
��� ��
� %�� ��� r = 0, ..., n − 1(

d(T rx, T r m
2k+n−1 ) < 2r

2k+n−1 < ε� ���
		���( r(n, ε) ≤ 2k+n−1�
��� ���� �����
�� ��	������ �/���� .

log 2 ≤ lim
ε−→0

lim sup
n−→∞

1
n

log s(n, ε) = h(T ) = lim
ε−→0

lim sup
n−→∞

1
n

log r(n, ε) ≤ log 2

�/�D h(T ) = log 2�
�� �����
� �� ����
���� �
�� ��<����� ; ����� 7������� �� 	��������
���� �
 ���
������ (�� ����#	� �/-+
	�) ����� �/
������ �		���
��	��� �� �����
� ���
����� �����
��� ��  ) �� 	���� ��		��� �
 ���
�
���� �� �/���
�� �� �
���� ��
��	� �/��������

&� ��� �� ��
�	������� [0, 1]

���� 
����� ������ ���� �A���	
��%��	��� ��� ��� ������� ���������� �
�� �� �
�
�
������� �� X = [0, 1]� ��� 	���� ���� �� �)������( ���� ������� ��� � ����I�
%�� 8�

&��� ������� � ����+����� �� ���������

!
�� ����� �
���( �� ������ ; ���� �/������� �/��� 7������� 
)�� �� �
�� ��
�����
��� �� ��	+� �/����)
���� �� 	�������� ��� ������ �� 9�

�������� #�!� �� ���� M(T ) �� ����� ��
���������	 �� �������
� �� � (
���
�� ����� ��
���������	 ��"
���" �
	$�
��	 I1, ..., Ik ���	 ��� ��	 ��	�
��
��	 �� � *

�'���� ��	 Ii 	�
��� 	��
������� ��������	)�

���������� #� � ���� ���" (����
��	 ����
���	 S1 �� S2 �� . ���	 .�

M(S1 ◦ S2) ≤ M(S1)M(S2).

%� ����
���
�� �

M(Tn+m) ≤ M(Tn)M(Tm) ���� ���� � �� � ���
��	 ≥ 1� ,��������� (logM(Tn))n∈N

�	� 	��	����
�
�� �� 1
n logM(Tn) �������� (���	 inf{ 1

n logM(Tn)} )�

!�	����
����� �� {I1
i }i=0,...,n �� {I2

i }i=0,...,m ���� ��� ����)
���� �� 	��������

��������� �� S1 �� S2 �������)�	���� ��� ����)
���� �� �
 7�	� I2
j ∩ S−1

2 (I1
i ) ����

��� ����)
���� �� 	�������� ��� S1 ◦ S2� B� �� ������ %�� .

M(S1 ◦ S2) ≤ Card{(i, j) : I2
j ∩ S−1

2 (I1
i ) �= ∅} ≤ M(S1)M(S2).

�
B� �+����� 
��� ����� �� ���)�
� �
���� �����+�� ��� �/������� .

�������� #�"� �
 M(T ) < ∞� h(T ) = limn−→∞ 1
n logM(Tn)�



�� ������	� ����
��	��

!�	����
����� ��� ���� n ≥ 1( ���� En = {x1, ..., xN} �� ����	+�� 	
��	
�
(n, ε),���
� ��� 9 (���� N = s(n, ε))� �
 ��"������( ��� ���� i = 1, ..., N ( �� ������
ri ∈ {0, ..., n − 1} ��� %�� |T ri(xi) − T ri(xi+1)| > ε� �� �
�������( �� ���� ������
r ∈ {0, ..., n − 1} ��� %�� |T r(xij

) − T r(xij+1)| > ε ��� �� ���� ����	+�� {xi0 <

xi1 < ... < xip−1} ⊂ En �� �
���
� p ≥ N
n � �� �� ���� 
��� C = supx∈I |T (x)|(

�� �+����� %�� T r 
 
� 	���� pε
C ����)
���� �� 	��������(���� M(T r) ≥ pε

C ≥ Nε
Cn �

���� .

lim
n−→∞

1
n

logM(Tn) ≥ lim
n−→∞

1
n

log s(n, ε) − (log C + log n − log ε)

= lim
n−→∞

1
n

log s(n, ε) = h(T )

���� 
����� 	
�����
�� ��
+�� �/����
���� ��)���� B� "�� p ≥ 1 �� �� ���� S = T p

��� ��	���"� �/�������

����� #�#� limk−→∞ 1
k logM(Sk) = p(limn−→∞ 1

n logM(Tn))

���)� �� ��		�� B� ���#�� �
 ���+�� ����
���� .

p( lim
n−→∞

1
n

logM(Tn)) = p(lim sup
n≥1

1
n

logM(Tn))

= lim sup
n≥1

1
n

log (M(Tn))p

≥ lim sup
k≥1

1
k

logM(Sk))

= lim
k−→∞

1
k

logM(Sk)

��

p( lim
n−→∞

1
n

logM(Tn)) ≤ lim
n−→∞

p

n
log (M(S[ n

p ]))(M(Tn−[ n
p ]p)

≤ lim
n−→∞

p

n
(log (M(S[ n

p ])) + max
0≤i≤m−1

log (M(Tn−[ n
p ]p)))

= lim
k−→∞

1
k

logM(Sk)

�
E���� ; �
 ��	����
���� �� �/����
���� 	
�%�
��� ��� �� ����#	�� B� �/��������
	
�����
�� ; �� B� ���� {Jr}r=0,...,L ��� ����)
���� �� 	�������� �� � �
�� �/����
B� ������#� �� ����)�	��� α = {Ur}r=1,...,L 
)�� U1 = int(J1 ∪ J2)( Ur =
int(Jr−1 ∪ Jr ∪ Jr+1) ��� 0 < r < L �� UL = int(JL−1 ∪ JL)�
��� n ≥ 1 ��
%�� ����)
��� ��� )��� �� �A�� Ji0 ∩ S−1Ji1 ∩ ... ∩ S−(n−1)Jin−1

��� �� ����)
��� �� 	�������� �� Sn �� �������� ; 	���� �� 3n ���	���� ��

����)�	���
∨n−1

r=0 S−rα� ���
		���( �� 
 M(Sk) ≤ 3kH(
∨k−1

r=0 S−rα)� B� ����

��� ���� .

h(S) ≥ h(S, α) = lim
k−→∞

1
k

H(
k−1∨
r=0

S−rα) ≥ lim sup
k−→∞

1
k

logM(Sk)/3k

= lim sup
k−→∞

1
k

logM(Sk) − log 3



������	� ����
��	�� ��

��"�( �� 
����%�� �� ����#	� �/-+
	�) .

h(T ) =
h(S)

p
≥ 1

p
(lim sup

k−→∞

1
k

logN (Sk)) − log 3
p

= lim sup
n−→∞

1
n

logN (Tn) − log 3
p

�� �� �� ���� ���� %�/; 7
�� ����� � )�� �/��"�� ��� �+���� �/����
���� 	
�%�
����
�

&� � 3������� �� 4��5�+�

���� 
����� �
�� �� ��
���� ������ �� �
� �
������� �� 7�������� ����� �� 4
,
5�)� ��� �
����� ��� ������� ��������%�� ���� ����� 
	���� ; ��� 
������ ���
	
����� ���� ��� )
���� ����� 
�������� ��� ��������	���� )������

&� ��� /����� ��		��F��� �
 �������� ���� ��"������� �
�
�� ��� 7��������
%�� ���� 
����� �������

�������� #�$� &�� (����
�� �� 4
5�) �	� ��� (����
�� 	��$���
�� � �� . ���	 .�

����
��� 	�� . ����� ���
� �"
	�� ��� 	�
�� ��
� {0 = x0 < x1 < ... < xk−1 < xk = 1}
���
		���� ���������	 �� [0, 1] ����� ��� � �	� C1 �������� 	�� ��	 
����
���	 ��

Ii := [xi−1, xi] �� ���
�� ��	 ���" �����
���	 	�
�����	 �
(i) (0
������� ��� �������") .� �"
	�� β > 1 ��� ��� ∀x ∈ Ii|T ′x| ≥ β ���� ���� 
�

(ii) (�����
��� �� 1��2��) �
 T (intIi)∩ intIj �= ∅ ����	 T (intIi) ⊃ intIj ���� ����


 �� $�

%"����� &�6� �� ��� 7
���� �� �	
%�� %�� �
 7�������

Tx =
{

2x �� 0 ≤ x ≤ 1
2

2x − 1 �� 1
2 < x ≤ 1

��� �� 4
5�) �� �������
�� I1 = [0, 1
2 ] �� I2 = [12 , 1]�

�������� #�1� �� �
�� ��� � �	� ���
��	��� ���)
��� 	
 ���� ���� 
���������
J ⊂ I 
� �"
	�� n ≥ 1 ��� ��� TnJ = I�

!���	
��( �
�7 	������ ��������� �� ����
�� 9 �������
 ��� 7������� �� 4
5�)(
���
��	��� ���)
����

&� � � -		��
��
�� �� ���
��	 ���)�
���	�

��������� #�6� (i)  � 	
���� �� �
������� �	� ����
� ���

A(i, j) =
{

1 	
 T (intIi) ⊃ intIj

0 	
 T (intIi) ∩ intIj = ∅

(ii) �� ���� ����	 ����
� ���	����

X+
A = {x = (xn)n∈N ∈

∏
N

{1, ..., k} : A(xn, xn+1) = 1 ���� ���� n ≥ 0}

�� �� (����
�� ���
�
�� σ : X+
A −→ X+

A ����� ��� ���� ���� " (σx)n = xn+1�



�� ������	� ����
��	��

��� ��"������� 
�������� %���%��� �	
%��� �� �������� %�� )��� ���
		���
��	���� �� ��	+�� �� )��� �
���� ��� �� �/����� �� �/���	���  ��'� E��������
��� ������
��� �
�� �
 ���������� ���)
��� .

���������� #�&� (0) X+
A �	� ��� �
���

(i) 0���
�
�� �� �� �
	����� 	�� X+
A � ���� x �� y ���	 X+

A � �� ��	� �

N+(x, y) = min{N ≥ 0 : xN �= yN}
�� ���� ����
� ����	 ��� �
	����� �� ��	���

d(x, y) = (
1
2
)
N+(x,y)

���� x �� y �
	�
���	�

(ii) -��� ����� �
	������ X+
A �	� ��������

(iii)  � (����
�� σ �	� ����
���

(iv) ���� ��
�� x � �� ���	 2 ����������	 ��� σ�

!�	����
����� (0) B� )
 �������� �� ���	��� �� X+
A . ��� ���� �( �� ������


� 	���� �� ���	��� j(i) ��� %�� T (intIi) ∩ intIj(i) �= ∅ �
 �
 ��������� ��
�����
��� ������ �� 9 �
 ���	���( T (intIi) ��� �/������� ��� )���� -����( ���
(k, j(k), j(j(k)), ...) ���� ��� ���	���� �� X+

A ��� ���� 5�
(i) ��� )��"� %�/�� �/
��� �/��� ����
��� �
 ����� ��<����� �� ����� 
� ��)�
� ��
�/����
���� ��
����
�� ��� ���� ���	���� ��������� �� X+

A �( A �� J� ��� ���
( ��
���� %�� .

(
1
2
)N+(x,y) + (

1
2
)N+(y,z) ≥ (

1
2
)min(N+(x,y),N+(y,z))

�� %�� .

min(N+(x, y), N+(y, z)) ≤ N+(x, z)

�
 �� � �� J ���� ��	+�
+��� ; �� 	:	� �����#	� A ���%�/; �� 
�� �( ��� ���� 
����
��	+�
+��� ���� ��� 
� 	���� ���%�/; �� 
���
(ii) B� 	���� %�� X+

A ��� ��%���������	��� ��	�
�� . �� (xk) ��� ��� ����� �/���,

	���� �� X+
A ( �� ���� ��		���� �
 ���
�� ��� ����,����� ����� ��"��� (xϕ0(k))

����� %�� x
ϕ0(k)
0 ��� �����
��� �
 
� 	���� �/��� ��� )
���� {1, ..., k} ��� ���� ���

��"���� �� 7���� B� ���#� �� ������ �� �� ���� "�
��	��� x = (xϕ0◦...◦ϕn(k))n (���
��	�� ���� ��������
��� �� 5( ���� �� �
 ����� ������� �
�� �/���
�����)� �� ��� 
���
��
� %�� �
 ����� �� ������ (xϕ0(0), ..., xϕ0◦...◦ϕn(n), ...) ���)��� )�� x�
(iii) �� ��� �� 7
�� �		���
� �� �����
�� %�� σ ���  ,��������J����� �� ���� ���������
(iv) �
 ����� 
	+������ �� �/
��������� �����+�� �/�� ���	��� ��� ��� ��	� �� 
��
C %�� �� ���� ����� %�� 5 )
����� �
B� ���� 
��� ������ �
 ���������� ��� ��� �
 ����� .

���������� #�!7� .� �"
	�� ��� (����
�� ����
��� π X+
A −→ I ����� ���

(i) π �	� 	��$���
�� �� π ◦ σ = T ◦ π (
��� σ �	� 	��
����$����� * � ��� π )�
(ii)  �	 �������	 �� . ��� �"�������� �� �� ���" ����������	 ���	 X+

A ��� π�
(iii)  ���	���� ��	 �������	 �� . ��
 ��� ���" ����������	 �	� ������� ���	 �����
	���� ���������

⋃
n∈Z+

T−n{x0, ..., xk}�
(iv) �
 � �	� ���������� ��������� ����	 - �	� ����
��
����


��� ∃n ≥ 1,∀1 ≤ i, j ≤ k,An(i, j) > 0.



������	� ����
��	�� ��

!�	����
����� B� ��"��� π : X+
A −→ I �
 π(ω) =

⋂∞
n=0 cl(T−nint(Iωn

)) (����(

�� ��+�#	�� �/������� �� �/
������� �#�( π(ω) = x ��� ��� %�� ��� ���� �(
Tnx ∈ Iωn

)�
4������ ���� �/
+�� %�� ����� 7������� ��� +��� ��"���� ��� ���� N ≥ 0, JN (ω) :=⋂N

n=0 cl(T−nint(Iωn
)) ��� 7�	� (��		� ����������� "��� �� 7�	��) �� ��� )���

(�
 ����������� �� X+
A )� �
 
������( �
 ���
�
��� .

diam(JN (ω)) ≤ 1
β

diam(JN−1(ω)) ≤ ...
1

βN−1
diam(J1(ω)) ≤ 1

βN
−→ 0

�
 ����� (JN ) ��� ���� ��� ����� �������
��� �� 7�	�� ��� )���� �� ��
	#�� ���,
�
�� )�� C� �
 ��	�
���� �� � 
���� 
��� %�� �/����������� �� ���� ��� ���	����
��� �� ������
π ��� �������� . ���� ε > 0 �� n ∈ N ��� %�� 1

βn ≤ ε� �� �� ������� 
��� ���� ������

�� X+
A ; ��� ����
��� ≤ 1

2n+1 (������� ������ � �� A ���� ��
��� ���%�/
� 
�� �)(
π(x) �� π(y) ���� 
��� ������ ���� �
�� Jn(x) �� ���� ; ��� ����
��� ��7����� ;
diamJn(x) ≤ 1

βn ≤ ε�

@��"� 
��� ��� %�
��� ������ �� �
 ���������� �/
����� �
� �� ���� ���
������,
	����� �

&� �'� 0��" ����
���
��	�

�������� #�!!� �
 � �	� ��� (����
�� ���������� ���������� ����	

h(T ) = log λ1

���� λ1 �� ���	 ������ ������ ������ �� �� ����
�� �� ����	
�
�� -�

!�	����
����� ��	�#� ��
�� . h(T ) = h(σ) �
 ���+�� ����
�����
��
�� ����� %�� σ ��� ��	�,��������� ; 9 �
 π( �� 
 h(T ) ≤ h(σ)� ��� �/
���
����
���� �� ���#�� ��		� ��� �� ����#	� &�'�
!����#	� ��
�� . h(σ) = log λ1

B� ������#� �� ����)�	��� α = {[1]0, ..., [k]0}( �D [i]0 = {x : x0 = i} %�� ����
+��� ��� ��)��� ��� i = 1, ..., k�
@��"��� ��� %�/�� �/
��� �/�� ����)�	��� K7���	��� ���L ����
���� ��� ���


�� �	
%�� %��
∨N

n=0 σ−nα = {[i0, ..., iN ]N0 : i0, ..., iN ∈ {1, ..., k}} �/���,;,���

��
���	��� �
 +���� �� 
A�� 1
2n+1 �� ���� �� ��
	#�� %�� ���� )�� C�

�� �	
%�
�� %�� ��� ���	���� �� ����)�	���
∨N

n=0 σ−nα ���� ���������( ��

���� 
��� ���� H(T ) = log Card(
∨N

n=0 σ−nα) = log(
∑

i,j AN−1(i, j))�
$�� �������� �� M��
� ����� 
��� .

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 . . . 0

0 B2

���
���

� � � 0
0 0 . . . Bl

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

����� %�� A = UDU−1 
)�� $ ��)���+��� !/�D∑
i,j

AN−1(i, j) =
∑
i,j

UDN−1U−1(i, j)

= CλN
1 + E(N)



�� ������	� ����
��	��


)�� . C =
∑

i,j U(i, 1)U−1(1, j) �� limN−→∞
E|(N)|

λN
1

= 0� �� �����
� ��� 
���

�+����� �

�������� &�� � �/������������� �� �/������� ��������%�� ��� �� ��	+� 
���+�%��
(�� �
�� %�� 
���� �� ���A�I	� �

�������%�� �� -)�

�������� &��'� ��� ����� 
��

�� �
 ������ �� ���
�
����

B� ������ ��� ; ���� �/������� �� 9 
)�� �� ��	+� �� ������ "��� ��� ������ ��
9 .

�������� #�!#� limn−→∞
Card(Fix(T n))

exp nh(T ) = 1

�������� &��*� Fix(Tn) := {x . Tnx = x} ��� "�� ��� ���� � �/
�#� ��� �A��,
��#��� �� 9�

����� #�!%� limn−→∞
Card(Fix(σn))

λn
1

= 1

���)� �� ��		�� $� ����� "�� ��� σn ��� ��� ����� � ����� %�� ��� ���� �(
��� ���� 5( xi = xi+kn� !��� Card(Fix(σn)) ��� ����� �
 �� ��	+� �� ������
"���� {x0, ..., xn−1} ������ %�� A(x0, x1) = A(x1, x2) = ... = A(xn−2, xn−1) =
A(xn−1, x0)� B� �+����� ���� ��
���	��� Tr(An) = λn

1 + ... + λn
k �D ��� λi ����

��� )
���� ����� �� -� �� ����#	� �� ����,3�+����� 
<	� 
��� %�� -
%�� ��� 
������%�� 
�	�� ��� )
��� ���� ������)� �� 	����������� � ���� �
���
������	��� %�� ������ ��� 
���� �� 	������ !��� ��� .

lim
n−→∞

Card(Fix(σn))
λn

1

= lim
n−→∞

λn
1 + ... + λn

k

λn
1

= 1

�
!�	����
���� �� ����#	�� B� �
�� %�� Fix(σn) �� Fix(Tn) ���� �� +�������� ��
������
�� ����,:�� �/����	+�� "�� Fix(Tn) ∩ {x1, ..., xk}�
!��� |Fix(Tn) − Fix(σn)| ≤ k ��

1 = lim
n−→∞

Card(Fix(σn)) − k

exp nh(σ)
≤ lim inf

n−→∞
Card(Fix(Tn))

exp nh(T )

≤ lim sup
n−→∞

Card(Fix(Tn))
exp nh(T )

≤ lim
n−→∞

Card(Fix(σn)) + k

exp nh(σ)
= 1

�

*� �������
��

���� 
)��� �������� �
�� ��� ������ �
 ������ �/������� ��������%�� �� �����
�� 	���� �� )
��� �
 �������( ���
		��� �
 �
 ��)����� ��� 
������� �����+���
��� ����� �
���� �� �
 ��� 
�����
����� ��	���� 
�� �
� �� �/����)
��� [0, 1]�

6� �
��
������
�

N 4
5 ��������� �� 4����5� G��( 0#���
��� �#	���	 ��� %����
� �'���#( �
	,
+���� $��)����A ���� (1998)

N !
)�� E�����( /'���
� %�����
�� ��� ������� -��������	( �
	+���� $��)����A
���� (1989)
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����( %����
� �'���# � .����������#  ������	( ������ ����� �� 4
,
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