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Résumé

La théorie de Galois et la théorie des revétements présentent de multiples liens,
au point que topologues et algébristes emploient souvent un vocabulaire emprunté
4 lautre discipline. Ces liens vont nous permettre de comprendre certains aspects
de problémes géométriques classiques.

En particulier, si I’étude, par des méthodes classiques, des points d’intersection
d’une courbe algébrique par des hyperplans a toujours échoué & montrer ’existence
d’une structure sur ces points, structure qui serait invariante, des méthodes topolo-
giques vont en fait nous permettre de montrer qu’il n’en existe aucune.

Pour ce faire, nous allons calculer un certain groupe de Galois, en utilisant un
groupe issu de la topologie, le groupe de monodromie. Une grande partie de ce texte
consistera & exhiber le lien entre ce groupe de monodromie et le groupe de Galois.
Ensuite, nous calculerons effectivement ce groupe dans le cadre des intersections
d’une courbe algébrique lisse projective avec des hyperplans.

*(sous ’égide éclairée de Frangois Charles)



1 Rudiments sur les variétés complexes et algébriques

1.1 Variétés complexes sur C"

On supposera dans cet exposé que le lecteur est déja familier avec les notions de
base de la géométrie différentielle et donc qu’il sait en particulier ce qu’est une variété
différentielle. Le but de cette sous-section est de présenter quelques notions de base de
la géométrie complexe, dans laquelle on manipule cette fois-ci des variétés complexes.
Celles-ci sont définies, comme les variétés différentielles, & I'aide de cartes mais dont les
propriétés sont davantage liées & I’analyse complexe. Ainsi :

Définition 1.1 Une variété complexe est une variété topologique munie d’un atlas mai-
mal dont les cartes (homéomorphismes) ¢; : X D U; — V; C C" ont pour images des
ouverts de C", et tel que les changements de cartes

piow; ! @j(UiNU;) — ¢i(UiNTj)

sotent des biholomorphismes, c¢’est-a-dire des applications de plusieurs variables com-
plexes holomorphes ainsi que leur inverse.

On rappelle toutefois ce que signifie I’holomorphie pour des applications a plusieurs
variables :

Définition 1.2 Une application f : C"* — CP est holomorphe si elle I’est par rapport &
chaque variable.

Par exemple, on appelle surfaces de Riemann les variétés complexes de dimension 1.
Un exemple de surface de Riemann est la sphére de Riemann définie par S = C U {oo}
ol oo est un symbole représentant un élément qui n’est pas dans C. On munit alors S
de la topologie suivante : les ouverts de S sont les ouverts de C ainsi que les ensembles
de la forme V U {oo} oit V est un ouvert de C dont le complémentaire est un compact
de C. La sphére de Riemann S est ensuite munie d’une structure de surface de Riemann
définie par un atlas a deux cartes (Uy, 1) et (Usa, ¢2) que voici :

Up=C 1t C — C

zZ B Z

et
Uy = C*U {0} po: C*U{x} — C
z % si z # 00
o +— 0 sinon

L’existence des sous-variétés complexes est principalement da au fait que 'on a aussi
un théoréme d’inversion locale pour les fonctions holomorphes. En effet :

Théoréme 1.3 Soit Q) un ouvert connezxe de C et f : Q — C une fonction holomorphe.
Soit z € Q telle que f'(z) # 0. Alors il existe des voisinages U et V de z et f(z) tels que
f est une bijection holomorphe d’inverse holomorphe de U sur V. En particulier, si f est
injective et f ne s’annule pas alors f(Q) est ouvert et f~1 est holomorphe.



Preuve : C’est une conséquence directe du théoréme d’inversion locale : si f est ho-
lomorphe sur Q, et si pour un certain 29 € Q, f’(29) # 0, alors en particulier f est
continiment différentiable sur U et sa différentielle en zy est inversible. Par le théoréme
d’inversion locale f réalise donc un difféeomorphisme entre un voisinage ouvert U de zg et
un voisinage ouvert V de f(zq). Il reste a voir que f~! est holomorphe sur V. Mais c’est
clair par la formule Df; ! = (fo—l(a))_l valable pour a € V : comme f est holomorphe
en b= f~!(a), sa différentielle en b est la multiplication par f/(b) et donc son inverse est
la multiplication par 1/f(b). O

De 14, le théoréme des submersions et ses applications restent valables en géométrie
complexe. De ce fait, on voit que 'ensemble des racines d’une fonction polynomiale sur
les nombres complexes, qui est holomorphe, va former une sous-variété lisse au sens de
la géométrie complexe. Mais cet ensemble forme aussi ce que 'on appelle une wvariété
algébrigue au sens de la géomeétrie algébrique. C’est pourquoi, par la suite, nous nous
permettrons par exemple de parler de wvariété algébrique lisse. On définit ci-dessous ce
qu’est formellement une variété algébrique dans un sens général.

1.2 Variétés algébriques affines

Comme on I'a fait jusqu’a maintenant, on se place sur I'espace affine C”, pour un
n > 1 donné. Cet ensemble sera notre espace de points. On prend de méme un espace de
fonctions A = Clzy,...,z,], qui est anneau polynomial en n variables. Comme on ’a
déja fait sous-entendre un peu plus haut, on va s’intéresser a I’ensemble des racines de
polyndémes. On définit alors pour une famille de polyndémes F', 'ensemble des zéros de F'
par
Z(F)={PeC"|f(P)=0VfeF}

Par neethérianité de A, on peut toujours se ramener & une famille finie de polynémes. Ce
type d’ensemble est appelé ensemble algébrique. Une chose importante & remarquer pour
ce type d’espace est que 'on a une structure topologique naturelle :

Proposition 1.4 L’union de deur ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
Toute intersection d’une famille d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique. L’en-
semble vide et l'ensemble des points de tout 'espace sont des ensembles algébriques.

Preuve : Si Y, = Z(Th) et Yo = Z(T3), alors Y1UYs = Z(11T3), o T1T5 désigne I'ensemble
de tous les produits d’un élément de 17 par un élément de T5. En effet, si P € Y;UY5 alors,
soit P € Y7, soit P € Ys, donc P est un zéro de chaque polynéme appartenant a 71175.
Inversement, si P € Z(11T5) et disons P ¢ Y7, alorsil y aun f € Tj tel quef(P) # 0. Or
pour tout g € Tp, on a (fg)(P) = 0 ce qui implique que g(P) = 0 et donc que P € Y5.
Si Y, = Z(Ty,) est une famille d’ensembles algébriques, alors NY, = Z(UTy), donc NY,
est aussi un ensemble algébrique. Enfin, on a pour 'ensemble vide I'égalité ) = Z(1), et
pour tout l'espace C" = Z(0). O



Définition 1.5 On définit la topologie de Zariski sur C™ en considérant les sous-ensembles
ouverts comme étant les complémentaires des ensembles algébriques.

Preuve : C’est bien une topologie d’aprés la proposition, puisqu’alors, 'intersection de
deux ouverts est un ouvert et 'union d’une famille d’ouverts est un ouvert. De plus,
I’ensemble vide et tout ’espace sont aussi des ouverts. ([

Nous en venons alors a la définition d’une variété algébrique :

Définition 1.6 Une variété algébrique affine (ou simplement variété affine) est un sous-
ensemble fermé de C" (pour la topologie de Zariski). Un ouvert d’une variété affine sera
appelé une variété quasi-affine.

Une question que l'on pourrait alors se poser est de savoir si on peut toujours trouver
un ouvert lisse (complexe) lorsqu’a priori on ne manipule avant tout que des variétés
algébriques. La réponse est en fait affirmative, par le théoréme suivant :

Proposition 1.7 1l existe toujours dans une variété algébrique un ouvert dense lisse.

On pourra donc toujours considérer sur une variété algébrique son ouvert de lissité.

1.3 Un mot & propos des fonctions et applications sur des variétés

On présente ici les divers types de fonctions que ’on va manipuler par la suite. Tout
d’abord, on s’intéresse a des fonctions proches des polynomes.

Définition 1.8 Une fonction f: X C C" — C est dite régulire sl existe un polyndome
P e ClTy,...,T,] tel que pour tout x € X, f(x) = P(x) . On note alors C[X] l’ensemble
des fonctions régulieres, qui est un anneau.

De maniére générale, on peut étendre la définition de régularité aux applications
entres deux variétés.

Définition 1.9 On dit qu’une application f de X C C" dans Y C C™ est réguliére s’il
existe m fonctions fi,..., fm sur X tel que f(x) = (fi(x),..., fm(x)) pour tout x € X.

Dans le cas ou C[X] est intégre, on peut bien str définir son corps de fractions :

Définition 1.10 Lorsque C[X] est intégre (ce qui se produit en particulier lorsque X
est irréductible), alors le corps des fractions de l'anneau C[X] est appelé le corps des
fonctions rationnelles sur X. Il est noté C(X).

On peut préciser que le corps des fractions C(X) est ’ensemble des fonctions ration-
nelles de la forme P(T1,...,7,)/Q(Th,...,T,) ou Q(T1,...,T,) n’est pas identiquement
nulle sur X, avec la relation d’égalité P/Q = P;/Q1 dans C(X) si PQ1 — P1Q est
identiquement nulle sur X.

Dans P*(C), on a la méme notion de régularité en considérant des polyndémes homo-
génes.



Définition 1.11 Une fonction rationnelle sur P"(C) est de la forme f/g ot f et g # 0
sont des fonctions polynomiales homogénes de méme degré (sauf si f =0). La condition
sur le degré assure que la fonction est bien définie dans son domaine de définition, P™(C)\

{g =0}

Plus généralement, une fonction f : V — C sur une variété quasi-projective V' C
P™(C) sera appelée réguliére si pour tout point, il existe un voisinage (pour la topologie
de Zariski) ou elle est la restriction d’une fonction réguliére définie sur un sous-ensemble
ouvert de P"(C).

Plus généralement, on dira qu’une fonction f entre deux variétés X est Y est réguliére,
holomorphe ou méromorphe s’il existe deux atlas (U;, ;) et (Vi, ;) respectivement sur
X et Y tels que 1 o f o p~! soit réguliére, holomorphe ou méromorphe.

1.4 Considérations topologiques

Nous avons vu au paragraphe précédent que I’on pouvait munir une variété algébrique
de deux topologies distinctes, la topologie de Zariski induite par les fermés de Zariski de
C™ et de P"(C), et la topologie usuelle induite par les topologies usuelles de ces mémes
espaces. Nous essaierons autant que possible, quand le contexte n’est pas explicite, de
préciser quelle topologie nous utilisons. Remarquons tout de méme dés a présent que
la topologie de Zariski est moins fine que la topologie usuelle, ce qui implique qu'un
ensemble ouvert ou fermé pour la topologie de Zariski sera ouvert ou fermé également
pour la topologie usuelle.

Nous commencons par la notion d’irréductibilité, et nous énoncerons ensuite quelques
propriétés utiles :

Définition 1.12 Soit X un espace topologique. X est irréductible s’l vérifie une des 4
propriétés équivalentes sutvantes :

1. X ne peut s’écrire comme une union (quelconque) de deuz fermés propres de X.
2. Deux ouverts non vides de X sont d’intersection non vide.
3. Tout ouvert non vide de X est dense dans X.

4. Tout fermé propre de X est d’intérieur vide.

Remarque :

— Une variété algébrique, munie de la topologie de Zariski, étant un espace topo-
logique, on pourra parler de variété algébrique irréductible. Nous considérerons le
plus souvent des variétés algébriques irréductibles.

— Attention, la topologie usuelle étant séparée, une variété algébrique, vue avec la
topologie usuelle induite par C™, ne sera jamais irréductible, par la propriété (2).
On considérera donc toujours implicitement la topologie de Zariski pour parler de
variétés algébriques irréductibles.



Preuve : La preuve est essentiellement laissée au lecteur.

(1) & (2) et (3) < (4). Obtenues par passage au complémentaire.

(2) < (3). On utilise ’équivalence classique : A est dense dans X < Tout ouvert non
vide de X rencontre A. O

La propriété (1) donne directement qu'un espace topologique X irréductible est
connexe. La proposition suivante est tout aussi immédiate :

Proposition 1.13 Soit X irréductible. Tout sous-ensemble ouvert de X est irréductible.

Proposition 1.14 Soient X et Y deux espaces topologiques irréductibles. Alors I’espace
X XY muni de la topologie produit, est irréductible.

Preuve : Une preuve est donnée dans [3, Chap. 1, §3, Th.3]. O

Nous admettons maintenant un résultat puissant de connexité, qui utilise le lemme
de Chow de correspondance entre les variétés analytiques et les variétés algébriques dans
I’espace projectif complexe :

Proposition 1.15 Soit X C P*(C). Si X est connexe pour la topologie de Zariski, X
est aussi connexe pour la topologie usuelle.

Preuve : Admis. O

Toujours dans l'espace projectif, on a également le résultat trés utile suivant :

Proposition 1.16 Soit X et Y deux variétés de P"(C). Les applications de projection
de X XY dans X ou'Y sont fermées.

Preuve : Le lecteur se reportera fructueusement a [3, Chap. 1, §4, Th.3] pour une preuve
détaillée. O

1.5 Notions de dimension

On sait que le théoréme des submersions nous donne une caractérisation de la di-
mension d’une sous-variété. En fait, de maniére plus générale, on peut présenter d’autres
définitions de cette dimension, toutes aussi équivalentes les unes que les autres, dans le
cas de variétés algébriques lisses. Par exemple, on peut considérer la définition suivante :

Définition 1.17 Une variété algébrique V est de dimension n si la longueur maximale
d’une chaine descendante de sous-variétés irréductibles

VOV 2 2Va#0

est n+ 1. La dimension de V sera notée dim V.



De méme, il est facile de voir que cette définition peut aussi s’écrire sous la forme
suivante :

Définition 1.18 La dimension d’une variété quasi-projective irréductible X est le degré
de transcendance du corps C(X) sur C, ot le degré de transcendance d’un corps L sur un
corps K est le plus petit m tel que L soit une extension algébrique d’un corps K(x1, ..., Tm)

Ainsi, lorsque 'on parlera de dimension d’une variété, on pourra se référer a l'une
comme & 'autre des définitions, car on aura pris garde de se placer sur des variétés lisses.
Ayant maintenant introduit la notion de dimension, on peut définir ce qu’est une courbe
algébrique :

Définition 1.19 Une courbe algébrique est une wvariété projective ou quasi-projective
dont les composantes connexes sont toutes de dimension 1.

Par la suite, on étudiera le nombre de points d’intersection que 'on peut trouver
entre une courbe et ce que 'on définit ci-dessous comme un hyperplan :

Définition 1.20 Les variétés algébriques de la forme {f = 0} C P*(C), ou f est une
fonction polynomiale non identiquement nulle, sont appelées des hypersurfaces. Lorsque
f est linéaire, on parle d’hyperplans.

Nous terminons cette sous-section par ’énoncé d’un résultat bien utile :

Proposition 1.21 Soit X et Y des variétés algébriques. Si X est irréductible, Y est
fermé dans X, et dimY = dim X, alors X =Y.

1.6 Revétement

Le but de cette sous-section est de montrer brievement que 'on peut se donner un
ouvert d’une variété algébrique sur lequel on aura un revétement. Ce résultat sera utile
lorsque l'on travaillera sur le groupe de monodromie dont on donnera la définition un peu
plus loin.

Définition 1.22 Si un ensemble fermé X est irréductible, alors le corps de fractions de
Uanneau C[X] est appellé le corps des fonctions rationelles sur X et est noté C(X).

Dans les applications qui suivront, on manipulera des fonctions de type méromorphe
sur des variétés analytiques, qui sont analogues aux fonctions rationnelles sur une variété
algébrique. Pour définir correctement notre relévement, on introduit une notion de degré
qui nous permettra par la suite de définir le nombre de feuillets du revétement.

Définition 1.23 Soit X et Y deux variétés. Pour toute application w1 Y — X on définit
Uapplication étoilée 7 : C(X) — C(Y); f — fom.



Définition 1.24 Si X et Y sont des variétés irréductibles de méme dimension, et st
m:Y — X est une application réguliére et surjective, on dit que m est de degré d si le
degré de Uextension 7" (C(X)) C C(Y') est égal a d.

Tout d’abord, on a le théoréme suivant qui nous garantit la finitude des fibres d’une
application finie.

Théoréme 1.25 Si 7w :Y — X est une application finie de variétés lisses irréductibles,
alors le cardinal de l'ensemble 771 (p),p € X est inférieur ou égal a deg f.

On peut alors montrer qu’au-dessus d’un ouvert de Zariski V' C X non vide, la

fibre de 7 est constante et de cardinal d (cf [3, Chap. 2 §6, Th.7]). On peut également
supposer que X et Y sont lisses, et appliquer le théoréme de Sard, qui stipule que sous
ces conditions, I’ensemble des valeurs réguliéres de 7 est dense.
Alors, pour tout x € X, et pour tout y € 7' (x), 7 est une submersion en g, donc dym
est bijective. Par le théoréme d’inversion locale (et par finitude de la fibre), il existe un
voisinage ouvert W de o dans V, et pour tout y € 7~ !(z), des voisinages ouverts deux &
deux disjoints Wy, de y tels que Vy, 7y, : Wy — W soient des C°°-difféomorphismes.

On a alors, avec la topologie naturelle, un revétement (non-ramifié) a d feuillets au-
dessus de V, via m, au sens de la définition 2.5 qui est donnée dans la prochaine section.



2 Du Groupe Fondamental

On va maintenant introduire un invariant topologique, le groupe fondamental, qui
sera fort utile par la suite.
Il s’agit d’un des foncteurs principaux de la topologie algébrique, qui crée une image
algébrique d’un espace topologique a partir des lacets de cet espace.

2.1 Lacets et homotopies

Prenons un espace topologique X, et x¢ un point de X.
On commence par redonner deux définitions classiques :

Définition 2.1 Un lacet de X basé en x est une application continue v : [0,1] — X
telle que v(0) = (1) = xp.

On peut concaténer deux lacets de la maniére suivante : soit deux lacets v et § basés
en zg. On note - J le lacet basé en xy obtenu en parcourant d’abord § puis v de telle

sorte que :
[ 0(29) si 0<s<1/2
Vs € [0, 1], 7-5(8)—{7(23_1) si 1/2<s<1

Il est facile de voir que I’application 7 - 0 est bien définie et continue, puisque §(1) =
7(0) = zg et qu’elle est continue sur les fermés [0,1/2] et [1/2,1], donc sur leur réunion.

Une reparamétrisation du lacet v est la composition v o ¢ de v par toute application
continue ¢ : [0,1] — [0, 1] telle que p(0) =0 et p(1) = 1.

On cherche maintenant & déformer contintiment les lacets de I'espace, ce qu’on for-
malise dans la définition suivante :

Définition 2.2 Une homotopie (de lacets) est une famille de fonctions (continues)
(%)te[o,l] :[0,1] — X telle que :

-Vt €[0,1], v est un lacet de X basé en x ;

— Dapplication H;{ 0,1 x [0,1] — X

(t ’ s) . %<S) est continue.

Remarque :
— On notera par la suite y9 ~ 1 si 7o et 1 sont homotopes.
— On peut définir d’une maniére tout a fait analogue une homotopie de chemins.
— Dans un sous-espace convexe d’'un espace vectoriel topologique réel (ou complexe),
deux chemins 7g et 1 d’extrémités fixées sont toujours homotopes, via y:(s) =
(I —t)y0(s) + tyi(s). En particulier, tout lacet y est homotope & un point (lacet
trivial).



Proposition 2.3 La relation d’homotopie de lacets basés en un point xo fizé est une
relation d’équivalence. On note alors [y] la classe d’équivalence du lacet v (ie sa classe
d’homotopie).

Preuve : Soient vy, v1 et 72 trois lacets de X basés en xg. La symétrie et la réflexivité
se vérifient aisément. v est homotope & lui-méme via I’homotopie constante v = -, et si
Yo ~ 1 Via 7y, alors 1 est homotope a 7y par yi—;.

Reste donc & montrer la transitivité. Si vg ~ 1 via f, et 71 ~ 72 via g, alors on définit
Papplication h; qui vaut fo; quand 0 < ¢ < 1/2 et gop—1 quand 1/2 <t < 1. hy est bien
définie, vu que f1 = go = 71, et la continuité de application associée H(s,t) = hy(s)
vient de la continuité sur [0,1/2] x [0,1] et [1/2,1] x [0, 1] par les applications F et G
associées & f; et gr. hy réalise donc une homotopie entre g et ~o. O

On peut d’ores et déja remarquer que toute reparamétrisation d’un lacet ne modifie
pas sa classe d’homotopie. En effet, si ¢ : [0,1] — [0, 1] est une telle reparamétrisation,
on considere la famille d’applications continues (y¢);cjo1] telle que Vs € [0,1],¢4(s) =
(1 —1t)p(s) +ts. Ainsi, 9o = ¢ et p1 = idjg ], et il n’est alors pas difficile de voir que la
famille d’applications (7 o ¢¢)c[o,1) est une homotopie entre vy o ¢ et 7.

De méme, la concaténation des lacets respecte 'homotopie : si 79 ~ 71 et dg ~ 1 via
v¢ et O, alors Vt € [0, 1], application ~y; - §; est bien définie et fournit naturellement une
homotopie (yo - do) ~ (1 - 61)-

On en arrive maintenant au point qui nous intéressait au départ, le groupe fonda-
mental.

2.2 Structure de groupe

Soit X un espace topologique, et xg un point de X.

On considére maintenant ’ensemble des classes d’homotopies des lacets de X basés
en xg, et on note cet ensemble 71 (X, z¢). Nous pouvons casser un suspense important et
affirmer d’emblée que c’est évidemment cet objet que ’on appellera le groupe fondamental
de X au point xg, une fois énoncée la proposition suivante :

Proposition 2.4 L’ensemble w1 (X, xy) est un groupe pour la loi de composition interne

[V][6] = [ - 4]

Preuve : Tout d’abord, la loi de composition est bien définie : la concaténation de deux
lacets basés en xg est un lacet basé en xg, et on a vu que la classe d’homotopie v - d ne
dépendait que des classes d’homotopies des lacets v et ¢ par la remarque précédent ce
paragraphe.

Pour montrer ’associativité, on considére 3, v et § trois lacets de X basés en xzg, et on
montre que - (v -3d) ~ (6-7)-9J. Un retour a la définition de la concaténation des
lacets montre que si ¢ : [0,1] — [0, 1] est I'application affine par morceaux telle que :
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2s si s€0,1/4]

o(s) = s+1/4 si se[1/4,1/2] ,alorsVs e [0,1], B-(v-9)(s) = (B-7)-dop(s).

(s+1)/2 si se[l/2,1]
Comme ¢ est une reparamétrisation, cela conclut par la remarque précédente.
Soit maintenant e le lacet constant (tel que Vs € [0, 1], e(s) = zp). On montre exactement
de la méme maniére que y-e ~ 7y (resp. ey ~ 7) en considérant comme reparamétrisation
la fonction affine par morceaux qui vaut 0 sur [0,1/2] et 1 en 1 (resp. 1 sur [1/2, 1] et
0 en 0). On a alors bien montré que pour tout lacet v, [v][e] = [7] = [e][7], [e] est
I’élément neutre.
On prétend maintenant, pour tout lacet v, que 4 : t € [0,1] — ~(1 — ), le chemin
"inverse" de 7, est de classe d’homotopie inverse de [y]. En effet, soit v, et J; les chemins
définis comme suit :

() si 0<s<1-t v fy@—=t) si 0<s<t
%(s)_{y(l—t) §o1-t<s<1 O =0 024 s t<s<1

(9 est le chemin "inverse" de 7). Alors hy = 4 - 4 est une homotopie de lacets, et
puisque hg =7 -~y et hy = e, on a bien que 7 -y ~ e. En échangeant les roles de v et de
4, on obtient v -4 ~ e, et ainsi [][§] = e = [¥][7]. O

Par la remarque 2.1, si X est un sous-espace convexe d’un espace vectoriel topologique
réel (ou complexe), on a 71 (X, z9) = {0}.

2.3 Relévement des homotopies

On donne rapidement la définition d’un revétement d’un espace topologique X, puis
on exhibe une action du groupe fondamental de X en un point sur la fibre du revétement
au-dessus de ce point.

Définition 2.5 Soit X un espace topologique. Un revétement de X est un couple (X,w)
(ot X est un espace topologique et ™ une application continue de X dans X) tel que :
3(Ui)ier un recouvrement ouvert de X tel que Vi € I,771(U;) est une union disjointe
d’ouverts de X tous homéomorphes a U; via .

En d’autres termes, pour un tel recouvrement, on se donne pour chaque U; un homéo-
morphisme : ¢; : U; x F — 7 1(U;) tel que Vo € U;,Vf € F, wo ¢i(x, f) =z, onl F
est un espace discret, c’est-a-dire que ’on demande que le diagramme suivant commute :

U x F—2 2 1(U)

~N
~N
~ s
~N
pri >
N\

U;

L'espace X est appelé base de la fibration, X est Uespace fibré et Vapplication 7 est le
pied de la fibration, de fibre F.
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Remarque : Si on ne permet pas I'union disjointe vide, la définition demande que ’appli-
cation 7 soit surjective. C’est le parti pris dans cet exposé. De plus, on se limitera au cas
des revétements connexes.

Une application directe de la définition du revétement montre que le cardinal de la
fibre est localement constant au-dessus de X. En particulier, si X est connexe, vu que la
famille (U;);er est un recouvrement ouvert de X, le cardinal de la fibre est constant et
indépendant du point = de X.

Recherchons dés lors comment les applications passent au revétement. On voudrait
donc savoir s’il est possible de relever une application f : Y — X en une application

f .Y — X telle que le diagramme Y I X commute.

Pour les lacets et les homotopies, on a en fait le résultat trés utile suivant :

Théoréme 2.6 (Théoréme de relévement) Soit (X, 1) un revétement (conneze) de
X.
— Pour tout chemin v de X partant de xo, et pour tout &; € m (), il existe un
unique relévement en un chemin 7; : [0,1] — X issu de i ;
— Pour toute homotopie 7 de chemins de X partant de xq, et pour tout ; € 7 (xq),
il existe un unique relévement de vy, en une homotopie 7 : [0,1] — X de chemins
partant de T;.

Remarque : En particulier, tout reléevement en z; d’un lacet homotope au lacet trivial e
en xg est homotope au chemin constant ;.

Preuve : On pourra se reporter & |4, Prop. 1.30, p.60| pour une preuve de ce résultat. [

En d’autres termes, cela signifie que la classe d’homotopie du relévement d’un chemin
de X (ou d’un lacet) ne dépend que de sa classe d’homotopie dans I’espace de base.

On a donc, pour tout point x de X, une action de groupe a gauche de 71 (X, x) sur
la fibre 771 (z) au-dessus de .
En effet, si v est un lacet de X basé en xg, son relévement 4; en ; vérifie la propriété
7T od; =, et ainsi 7o 7;(1) = zg, ie ¥;(1) € 71 (xq). Alors, I'application :

() 7T1<X,$0) X Wﬁl(l'o) — Wﬁl(l'o)
(@) — (1)

est bien définie. De plus, on a, par la remarque, que Vi; € 7~ 1(xg), [e]-%; = ; et on
vérifie que V[v],[] € mi(X,z0), [v]- (V] %) = [v -] %
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Cette action de groupe induit alors un morphisme ¥ de 71 (X, zg) dans le groupe des
permutations des points de la fibre, et 'image de 1 est appelée le groupe de monodromie
de la fibration 7 au-dessus de xg, noté M. On peut aussi voir M comine le groupe des
automorphismes de la fibre.

On en arrive alors au point central de notre sujet.
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3 Groupe de monodromie et groupe de Galois

3.1 Position du probléme

Soit X et Y deux variétés algébriques lisses irréductibles de méme dimension sur le
corps C. On note C(X) et C(Y') les corps de fonctions algébriques correspondants.

Soit 7 : Y — X une application de degré d > 1. Alors, 7* est I'inclusion des corps
de fonctions induite par 7, définie par :

™ C(X) — C(Y)

g — gom

L’application 7* est clairement un morphisme de corps, donc injectif, et on identifiera
par la suite C(X) & son image dans C(Y') via 7.

Comme nous sommes en caractéristique nulle, extension de corps C(X) C C(Y) est
séparable, de degré d par définition de 7, et le théoréme de I’élément primitif nous assure
Pexistence d’une fonction algébrique f € C(Y') \ C(X) qui engendre C(Y) sur C(X). On
a alors, pour P le polynéme minimal de f (irréductible) sur C(X) :

{ C(Y) =C(X)[f]
P(f)=f"+garfC +--+g0=0, PeC(X)u

Comme expliqué dans la section 1.6, ’application 7 définit un revétement a d feuillets,
tel que défini par la définition 2.5, au-dessus de tout point d’un sous-ensemble dense de
X. Nous sommes donc naturellement amenés a regarder ce qui se passe localement en un
tel point p de X, que nous fixons.

On peut alors choisir un voisinage ouvert U de p dans X pour la topologie de Zariski,
de telle sorte que la restriction 7@ de m 4 V = 7~ 1(U) soit un revétement non-ramifié a d
feuillets, et on note I' = 7~ 1(p) = {q1,...,qq} la fibre de 7 au-dessus de X au point p.
On peut d’ores et déja montrer 'importante proposition suivante :

Proposition 3.1 Si f désigne l’élément primitif qui engendre C(Y) sur C(Y), alors f
prend des valeurs distinctes en tout point ¢; € I' = 7~ (p).

Preuve : Supposons qu’il existe deux points distincts de I' oil f prenne la méme valeur.
Pour fixer les idées, et sans perte de généralité, on suppose f(q1) = f(g2). Pour tout
élement h € C(Y), il existe ag, . .., aq—1 dans C(X) tels que h = ag_1 f4 1 +...arf + ao.
Alors, pour tout i € [0,d — 1], on a a;(q1) = ai(p) = ai(g2) (ce sont des éléments de
C(X)), ce qui montre que pour tout h € C(Y), h(q1) = h(g2). Comme manifestement, il
existe des fonctions algébriques de C(Y') qui prennent des valeurs distinctes en ¢ et ¢o,
on obtient une contradiction. O

Regardons maintenant ce qu’il advient lorsque l'on restreint les corps de fonctions

algébriques & des voisinages de p et des points de la fibre. Pour bien comprendre ce
mécanisme, on doit considérer une classe de fonctions plus grande.
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Soit A le corps des germes de fonctions méromorphes au voisinage de p, et A; celui
au voisinage d’un point de la fibre g;.

Proposition 3.2 Pour tout point q; de la fibre au-dessus de p, application w restreinte
a tout petit voisinage de q; induit un isomorphisme de A; sur A.

Preuve : Fixons ¢; un point de la fibre I' au-dessus de p, et considérons V; un voisinage
ouvert de g;. Alors, par le théoréme d’inversion locale appliqué a 7y, : V; — X (qui est
lisse), il existe un voisinage ouvert W; C V; de ¢; et un voisinage ouvert W de p dans X
telle que )y, : W; — W soit un homéomorphisme (et méme un C*°-difféomorphisme).
Soit maintenant u et v des éléments de A;. Quitte a restreindre V;, on peut supposer que
u et v sont définies sur V;. Alors I’application :

e A — A

w o wo(m,,) !

est bien définie (en prenant bien garde de restreindre suffisamment les voisinages). On
vérifie sans probléme que c¢’est un morphisme de corps pour les lois usuelles, donc injectif.
Pour ce qui est de la surjectivité, si g est un élément de A, quitte encore une fois a
considérer des voisinages plus petits, on peut supposer que g est défini sur W et que )y,
réalise un homéomorphisme de W; sur W. Comme composée d’une fonction méromorphe
avec une fonction holomorphe, g o myy, est bien un élément de A;, défini sur W;, et

1
mi(gomw,) = (gomw,) o (mw,)” =g

3.2 Deux sous-groupes de G,

Soit U un voisinage de p défini comme au paragraphe précédent.
Comme on I’a vu au dernier paragraphe de la section 2.3, le groupe fondamental 71 (U, p)
agit sur la fibre I' et cette action induit un morphisme de groupe de 71 (U, p) dans &g,
d’image le groupe de monodromie M de 7 au-dessus de p.

Remarque : On peut expliciter cet homomorphisme de la maniére suivante :

2 7Tl((]’p) - MCGd

] 0

o o est la permutation telle que Vi € [1,d], %i(1) = go(;), pour ¥; le relevement d’un
représentant quelconque de [y] en un chemin de Y issu de ¢; € I'. On a déja vu au para-
graphe 2.3 en quoi cette application est bien définie.

On va maintenant, & partir des applications de restriction aux corps de germes de

fonction méromorphes, exhiber différentes extensions de corps et construire ainsi un autre
sous-groupe de S .
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On a le diagramme (commutatif) suivant :

™

X Y
C(X) "= C(Y)
P 7/
7
/
\I/i /
(] s d;
/
7/
s
/s
% ~
A - A;
ou on a appelé ® (resp. @1, ..., ;) I'application de restriction de C(X) dans A (resp.

de C(Y) dans Aq,..., Ag). On pose, pour alléger les notations, ¥; = m; o ®;. Ce sont
tous des morphismes de corps, donc des isomorphismes sur leur image, et on note les
sous-corps images comme suit :

K ¢ (C(X)) ¢ A
K, = ®,(CY)) & A
Ki = Y;(C(Y)) & m(A)=A
L = Ki-...Kq G A,

ou Kj - ... K, désigne le corps engendré sur K par les K;,i € [1,d].

Remarque :

— Vi € [1,d], on a la propriété de commutation ® = 7; o ®; o *. En effet, si g est un
élément de C(X), ;0 (g o m)w, = mi(g o mw,) = gw = ®(g), pour W et W; des
ouverts homéomorphes convenables, quitte & moduler leur taille comme on I’a déja
fait.

— En omettant (de fait) 7%, on obtient naturellement ® = m; 0 ®; (sur C(X) /), et ce,
pour tout 7.

Proposition 3.3 Chacune des extensions de corps K C K; est de degré d et engendrée
sur K par élément f; = W;(f).

Remarque : Par la proposition 3.1, f prend nécessairement des valeurs distinctes en tout
point de la fibre au-dessus de p, ie les f; = m; o ®;(f) sont tous distincts (ils prennent
fatalement des valeurs distinctes en p).

Preuve : Tout d’abord, chacun des K; contient K, vu la propriété de commutation ¢ =
mio®; = ¥; sur C(X) C C(Y).

D’autre part, si P(u) = u? + gq_1ud™' + -+ + go € C(X)[u] est le polynéme minimal
de f, et que l'on note g, = ®(gn) (= Vi(gn)), alors le polyndéme obtenu par restriction
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P = U,(P) € Klu] est toujours irréductible, et chaque f; = ¥;(f) vérifie 'équation
polynomiale :

P(f:) = P(Wi(f)) = £+ Gar i 4+ + 5o = U(P(f) = 0

Le polynéme P est donc le polynéme minimal de f;, pour tout ¢ dans [1,d].

Par ailleurs, comme {1, f,..., f4~'} est une base de C(Y") comme C(X)-espace vectoriel,
il est clair que tout élément de K; = ¥;(C(Y)) s’écrit comme combinaison linéaire sur
K enles {1, f;,..., f;% '}, cest-a-dire que pour tout i, f; engendre K; sur K. O

On a alors exhibé les d racines distinctes du polynome irréductible séparable P. On
en déduit que le corps L est son corps de décomposition sur K. Ainsi 'extension de
corps K C L est galoisienne finie, et le groupe de Galois G = Gal(L/K) de L sur K
agit transitivement sur Pensemble des racines de P. Cette action de groupe induit un
homomorphisme injectif de G dans &,.

Pour garder un maximum de clarté, on ne fera en fait pas l'identification entre G et
son image dans &4 par le morphisme d’action de groupe.

3.3 Lien entre groupe de Galois et groupe de monodromie

Le but de cette section est essentiellement de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 Dans la situation décrite, le groupe de monodromie M et le groupe de
Galois G sont canoniquement isomorphes.

On commence par définir un morphisme de M dans G = Gal(L/K).

On prend, avec les notations habituelles de cet exposé, «v un lacet de U basé en p et
on note 4; 'unique relévement de v dans Y en un chemin issu de ¢; € I'. Soit alors o
I’élément correspondant de M tel que Vi € [1,d], (1) = g,(;)-

Soit h un élément quelconque de L = K - ... - K4. L’idée générale est de prolonger
analytiquement le germe h le long du lacet v et de regarder le germe obtenu au terme de ce
prolongement au voisinage de p. En fait, on va étre capable de définir trés naturellement
un prolongement analytique le long d’un relévement de v dans Y, c’est-a-dire sur un
petit voisinage ouvert autour de ce chemin dans Y.

Comme L est le corps engendré sur K par les sous-corps Ki,..., K4, h s’exprime
comme un polynéme a d variables & coefficients dans K, calculé en les germes h; € K.
Chacun des h; est maintenant un polynome a coefficients dans K, calculé en les f; (on
rappelle que pour tout i, K; = K(f;)). Finalement, h s’écrit Q(f1,..., f4), pour @ un
polynéme sur K.

Pour chaque f; = U;(f) € K;, on note f; = ;= 1(fi) = ®;(f) le germe correspondant
au voisinage de g;.
Sur un petit ouvert (pour la topologie usuelle) dans Y autour de 4;, f est bien définie et
méromorphe, et a pour germe fien ¢;; elle prolonge donc f; sur cet ouvert. Au voisinage
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de 7i(1) = qo(;), le germe de f est fg(i) = ®,(;(f). En repassant dans L par 'isomor-
phisme 7,(;), on obtient I'élément f ;).

Remarque : La propriété de relévement 7 o 4; =  implique que, pour tout t € [0, 1],
on peut, de la méme maniére que I'on a défini les isomorphismes 7; entre les germes de
fonction au voisinage de p et de ¢;, définir par projection du germe de f en () le germe
du prolongement analytique de f; en (t). Ce prolongement est bien unique (pour chaque
t) et prolonge f;, par unicité du relévement du lacet ~.

Attention cependant, il ne faut pas réver (et c’est ce que l'on est en train de voir), ce
prolongement sur un voisinage du chemin (¢) n’est plus défini dés que o4 n’est plus
injectif. En effet, on n’a aucune raison de retrouver le méme germe au terme d’une boucle,
et alors la fonction ainsi définie ne prolonge plus du tout le germe de départ.

On note alors 1), I"application de L dans L qui a f; associe fy(;). Le lemme suivant
montre que ’on a ainsi entiérement défini un automorphisme de L sur K.

Lemme 3.5
1. s € G = Gal(L/K), et est entiérement déterminé par 'image des f;.
p { v: M — Ga(L/K)

tun h hi mjectif d .
o o 1, est un homomorphisme injectif de groupe

Preuve :

1. Comme tout élément de L s’écrit Q(f1, ..., f4), pour @ un polynéme sur K, montrer

que ¥ est un automorphisme de L sur K donne gratuitement que v est défini sur

L et est déterminé par I'image des f;.

~ Soit g € K, § = & !(g) € C(X). L’application § est un prolongement le long
de tout reléevement de v dans Y, et par définition, Vi,j, W¥;(g) = ¥;(9) = g,
c’est-a-~dire que ¥, (g) = g.
Donc v, fixe K.

— Par unicité du prolongement analytique, on peut poser, pour tout 7 et j,

¢0(fi + f]) = wa(fz) + wa(fj) et wa(fifj) = wa<fi)wa(fj)

Ceci définit bien un prolongement analytique le long de v, et ¥ est tautologique-
ment un morphisme de corps.

— Il n’est pas difficile de voir que ¥, est bijectif. Son inverse correspond au méme
processus effectué en sens inverse, associant fo-1(;) a f;, pour tout j.

D’oit le résultat.

2. 1l est clair que 9 est un morphisme de groupe. Il reste & montrer I'injectivité. Mais
si ¢ = idy, alors pour tout i, f; est envoyé sur f,;) = fi, et par la remarque qui
suit la proposition 3.3, on a pour tout i, o(i) = i, ie 0 = idg,.

O
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On peut alors identifier M & son image par ¢ dans G = Gal(L/K). Il reste & montrer
Pinclusion réciproque. On va en fait montrer le lemme suivant.

Lemme 3.6 Tout élément de L fixé par prolongement analytique le long de tout lacet
de U basé en p est un élément de K.

Montrons d’abord en quoi ceci implique le théoreme 3.4.
Ona M C G = Autg(L) est un sous-groupe fini, et par le lemme, K = L. Alors,
#M = [L : K], et comme K C L est une extension galoisienne finie, on en déduit que

#M = #Gal(L/K). Ainsi M = Gal(L/K).

Preuve : Soit g € L fixé par prolongement analytique le long de fout lacet de U basé
en p. On va montrer que ’hypothése du lemme suffit pour construire un prolongement
analytique de g en une fonction méromorphe G sur tout U. Ainsi, étant donné que g est
un polynéme a coefficients dans K en les f;, qui sont issues de fonctions méromorphes
sur Y, g s’étend en une fonction méromorphe sur X de germe g en p, ie g € K.

Soit 7 € U un point quelconque (distinct de p), et § un chemin de p & r. En écrivant
g comme un polynéme sur K en les f;, on définit, comme expliqué dans la remarque
ci-dessus, g, le germe au voisinage de r obtenu par le polynéme sur K en les projections
du germe du prolongement analytique de f; en 6;(1) sur un voisinage ouvert de 4;.

Le point important est que ce germe est bien défini de maniére unique, quel que soit
le relévement de d choisi. En effet, pour tout autre chemin 7 allant de p & r dans U,
§-n~! est un lacet de U basé en p, et par hypothése, le prolongement analytique le long
de ce lacet est défini sur tout le lacet et donne toujours le germe g en p. Par unicité, le
prolongement analytique le long de n donne donc le méme germe g, au voisinage de r.
On a ainsi prolongé g € L en une fonction méromorphe sur tout U, ce qui conclut. O
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4 Théoréme de Position Générale

On considére maintenant une courbe algébrique C dans P"(C), ot n est un entier
supérieur ou égal a 2, et on suppose que C est irréductible et lisse. C est le lieu des zéros
d’une famille finie de polynémes homogénes Py, ..., P, et est localement difféomorphe
aC.

Supposons de plus que C n’est contenue dans aucun hyperplan. En effet, dans le cas ou
il existe H tel que C C H, on peut diminuer la dimension et travailler dans P"~1(C).

On s’intéresse alors aux propriétés des intersections de cette courbe avec des hyper-
plans H de P"(C).

Tout d’abord, remarquons que se donner un hyperplan de P"(C) revient a se donner
une équation linéaire homogeéne

A Zn:)\isi =0
1=0

Ainsi, on a une correspondance bijective entre les hyperplans de P"(C) et les points
Ao : ... : Ay) de P*(C). On notera P" = (P*(C))* ensemble des hyperplans de P"(C).
L’affirmation précédente dit que P™ ~ P"(C).

4.1 Degré d’une courbe et revétement
Donnons la définition suivante :

Définition 4.1 Soit un entier d > 1.
Une courbe algébrique C C P"(C), n > 2 est dite de degré d si tout hyperplan H transverse
a C intersecte C en exactement d points.

Remarque : Cette définition est cohérente : il est possible de montrer que dans P"*(C), le
nombre de points d’intersections de C avec un hyperplan transverse est indépendant de
I'hyperplan choisi; ce résultat est faux dans C™. Le lecteur pourra se reporter a [3| pour
une preuve de cette propriété.

Soit U I'ensemble des hyperplans transverses & C.

Proposition 4.2 U est un ouvert non vide de P™ pour la topologie de Zariski, ce qui en
fait une sous-variété irréductible de P"(C).

Remarque : Par la proposition 1.7, U est lisse sur un ouvert de Zariski non vide. Nous
identifierons par la suite U & cet ouvert de lissité.

Preuve : On va d’abord montrer, pour un point x = [zg : ... : x,] € C que 'ensemble :
F, = {H € P" tq H n’est pas transverse 4 C en x}

est fermé.
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En un tel point z, 'espace tangent a C est une droite A,, et demander que H ne soit
pas transverse a C en x équivaut & demander que T,C = A, C T, H = H. Alors, si H,
désigne I’ensemble des hyperplans contenant x, vu comme ’ensemble des formes linéaires
qui s’annulent en x, on voit que Fy = {\ € H, tq A(A;) = 0}. La condition A\(A;) =0
est clairement une condition fermée pour la topologie de Zariski. Donc, pour tout x € C,
F), est fermé.

Considérons maintenant ensemble Z := {(z, H) tqa € C,H € F,} C C x P". Z est
fermé dans C x P™. On a alors la projection (trivialement continue) suivante :

pTQ:Z—HP’”

Mais par fermeture des applications de projection entre deux variétés de ’espace projectif
(cf. la proposition 1.16), pra(Z) est fermée dans P™. Or, pro(Z) = {H € PP tq 3 = €
C,H € F;} = U°. Donc U est ouvert.

Par ailleurs, la premiére projection pri : Z — C est une application continue, et pour
tout x € C, pri~t({z}) = F, x {z} = P"~2(C), ie les fibres de pr; au-dessus de C sont
toutes de dimension n — 2. Ainsi, dim Z < (n —2)+ 1 = n — 1, ce qui implique que
dim pry(Z) = dim U¢ < n — 1. Ceci montre que U est non vide et termine la preuve. O

On introduit alors ’ensemble :

HeU

Proposition 4.3 I est une sous-variété irréductible de C x U, de méme dimension que

U.

Preuve : L’assertion « I est de méme dimension que U » est immédiate.

Comme produit de deux variétés irréductibles, C x U est une variété irréductible, et 1
est une sous-partie fermée de C x U. Supposons que [ s’écrive comme union de 2 fermés
Fy et Fy. Soit pry la projection de I dans C. Alors,

veeC, pr'({z}) = {HeUtque HNC}
= {HeUtqxe H}

Ce dernier ensemble, par la proposition 4.2, est ouvert dans {H € P" tq z € H} =pr!
qui est irréductible. Ainsi, pour tout z € C, la fibre de pry au-dessus de z est irréductible.
L’égalité :

veeC, pri'({z}) = (pri ({2}) N F) U (pri ({2}) N )
montre que pr1~'({}) = (pr17 ({z}) N F1) ou (pri~'({z}) N Fy).

Comme 'ensemble G; = {z tq pr1~!({z}) C F;} = pri1(F;) est fermé, et que clairement
C = G1 UGy, on a soit G1 = C, soit Gy = C. Supposons GG; = C pour fixer les idées.
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Cela prouve que F; = I. (En effet, s'il existe (p, H) € Fy \ Fi, on a la contradiction

P # (p, H) Cpri~Hprip, H)) C F1.)
Donc, I est irréductible. O

On a alors, en munissant tous ces ensembles de la topologie naturelle induite par
P*(C), le revétement trivial a d feuillets :

m: ICcCxU — U
(p,H) +~— H

En effet, par définition du degré de C, on a, pour tout H dans U, #{p € HNC} = d,
c’est-a-dire que :

VHeU, = YH) = {(piH), pie(HNC),ic]l,d]}
= {p1,...,pa, ol p; € (HNC)} x H

On se retrouve alors exactement dans la situation de la section 3. On se fixe donc un
point de base Hy € U, et on note I'g = (C N Hy, Hy) = 7! (Hp) la fibre de m au-dessus
de H().

On obtient ainsi un morphisme de groupes surjectif de m (U, Hy) dans M = Aut(Ty) C
Sy

4.2 Détermination des automorphismes de la fibre

On cherche & déterminer le groupe de monodromie M de 7 au-dessus de I'g. Pour
cela, on montre plusieurs propriétés de Aut(I'y), & partir desquelles on pourra joyeusement
déduire que Aut(I'y) = M = &,.

On introduit tout d’abord, Vk € [1, d],

HeU
I(k) = {(p1,...,pk,H) ta Vi, p; € CN H et les p; sont 2 & 2 distincts }

I(k) est une sous-variété de C¥ x U. Commencons par montrer le lemme suivant :

Lemme 4.4 M = Aut(I'o) est doublement transitif <= 1(2) est connezxe par arcs (pour
la topologie usuelle).

Remarque :

— En utilisant exactement les mémes arguments, on montre que pour tout k € [1,d],
le fait que I(k) soit connexe par arcs (pour la topologie usuelle) est équivalent au
fait que M agisse k fois transitivement sur I'g.

— On a montré dans le théoréme 3.4 que M était égal au groupe de Galois d’une
certaine extension de corps. Cela montre en particulier que M agit transitivement
sur la fibre de 7 au-dessus de Hy, et que I est connexe, ce qui n’est pas surprenant
(I est irréductible).
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Preuve : On procéde par la méthode mondialement connue de la double implication.

1. Supposons que I(2) C C x C x U soit connexe par arcs.
Quitte & renuméroter, pour alléger les notations, on considére deux points de I'g,
(p1,p2, Ho) et (ps,ps, Hy), non nécessairement distincts. I(2) étant connexe par
arcs,

7(0) = (p1,p2, Ho)

(1) = (p3,pa, Ho)

Alors, avec les notations évidentes, prio¥ est un chemin allant de (p1, Ho) & (ps, Ho)-
De méme, pry o4 est un chemin allant de (p2, Hg) & (p4, Ho).

34 :[0,1] — I(2) continue tq {

De plus on a bien entendu que wopry o4 = wopry o4, c’est un lacet v de U, basé
en Hy. La propriété de relévement de v (et son unicité) induit, comme cela a été
vu, une permutation o de Aut(Iy) qui envoie (p1, Hp) sur (ps, Hp) et (p2, Hp) sur
(p4, Hp). Ceci montre que M agit doublement transitivement sur I'y.

2. Supposons maintenant que M soit doublement transitif.

On reprend (toujours quitte & numéroter), les mémes points de I’y qu’au-dessus.
Par double transitivité de M,

Ho) +—  (p3, Ho)

Jo e Aut(ly) : (P, ’

(To) { (p2, Ho) +— (pa, Ho)

Par définition du groupe de monodromie, il existe un lacet v de U basé en Hy tel
que les relévements issus respectivement de (p1, Hy) et (p2, Hy) vérifient 41(1) =

(ps, Ho) et A2(1) = (p4, Hp), avec les notations utilisées tout au long du mémoire.
Alors :

t o (prion(t) , priode(t) , H(t) =prao7i(t))
est continue, par les propriétés de la topologie produit. Le méme raisonnement

étant en fait valable pour n’importe quel point de base dans U, on a bien que I(2)
est connexe (par arcs).

O

Proposition 4.5 M est doublement transitif.

Preuve : On pose :

H cpr
T(2) - {<p1,p2,H> tq

p1#p2, pi€HNC }

Ceci est légérement différent de I(2), au sens ot on l'on se permet d’intersecter C avec
n’importe quel hyperplan de P"(C), et non plus uniquement par des hyperplans trans-
verses & C de U.
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On va montrer que /(2) est irréductible. Ainsi, comme I(2) est ouvert dans 1(2), 1(2) est
irréductible, donc connexe (pour la topologie de Zariski). Par la proposition 1.15, I(2)
est connexe pour la topologie usuelle (donc connexe par arcs en dimension finie), et par
le lemme 4.4 que l'on vient de montrer, cela conclut.

Soit A = {(p,q) € C xCtqp = q}. A est fermée dans C x C, donc (C x C) \ A est

irréductible. On a la projection canonique suivante :

et

V(p,q) € (CxC)\A, 7' (p,q) = {HeP"tqp,qe H}
~ Pn—Q(C)

Alors, pour tout couple d’éléments distincts de C, la fibre de cette projection est irré-
ductible. Si I(2) = Fy U Fy, ou F} et F5 sont fermés, les mémes arguments que dans la
preuve de la proposition 4.3, montrent que chaque fibre est soit dans F soit dans Fy, et

par irréductibilité de (C x C) \ A, que F; ou F; est en fait 1(2) tout entier. Ainsi, 1(2)
est irréductible. g

Remarque : On utilise dans cette preuve qu’un couple d’éléments distincts de C x C déter-
mine exactement une droite de P"(C). Les arguments développés ne fonctionneraient plus

si l’'on voulait considérer des ensembles I(k),k > 2, les fibres n’étant plus de dimension
constante.

Proposition 4.6 M contient une transposition.

Preuve : On pose C* = {H € P" tq 32 €C,T,CC H} =P"\ U.

Comme le lieu des points d’inflexion de C est fermé dans C, et que, par les mémes
arguments que ceux développés dans la preuve de la proposition 4.2, 'ensemble des
hyperplans de C* tangents en deux points distincts de C est fermé dans C*, on peut
trouver H; € C* qui soit simplement tangent en un point p de C, et transverse a C en
tous les autres points d’intersection.

Par ailleurs, comme C* est un fermé propre de P”, il existe un sous-espace de P™ de
dimension au moins 1 qui intersecte transversalement C* en Hj.

C est une variété différentielle lisse de dimension 1, on peut, localement en p, la plonger
dans C? de maniére C*° par un difféomorphisme ¢ (sur son plan osculateur par exemple),
de sorte que p(p) = 0 . Comme p n’est pas un point d’inflexion, dans un tel plan,
I'équation de C est de la forme y = ax?, ot a # 0. (Et on supposera que o > 0 sans
perte de généralité.)

On considére alors une famille (H;) d’hyperplans d’équation (via ) y = (t — 1), ou
t € C,|t—1| < e, tels que pour tout t # 1, Hy € U. Remarquons que (H;) intersecte
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transversalement C* en H;. On a alors que HiNp(C) est défini par le systéme d’équations :

vz W

Posons t — 1 = ee?, § € [0, 27]. Alors le systéme (1) se résout en :

y it
r = ++/e/ae??

On voit alors que quand ¢ tend vers 1, (ie € tend vers 0), H;N¢(C) tend vers 0 = ¢(p), et
quand ¢ tourne autour de 1, c’est-a-dire quand 6 parcourt [0, 27], (1/e/c, 1+¢) est envoyé
sur (—y/e/a,1+¢), et vice-versa. En repassant dans P"(C) par le diffsomorphisme ¢,
on voit qu’on a échangé deux points de la courbe au voisinage de p.

De plus, on a choisi H; tel que H; soit simplement tangent en un seul point de C, et les
(H¢)tec, [t — 1| < € dans U pour tout ¢ # 1. Ceci montre que quand ¢ tourne une fois
autour de 1, les autres points d’intersection restent inchangés.

Le groupe de monodromie ne dépendant pas du point de base choisi (en effet, U est
irréductible, donc connexe, et le groupe fondamental d'un espace connexe ne dépend pas

du choix du point de base), on a donc montré que M contient une transposition. O

Nous arrivons maintenant au bout de nos peines, étant donné que 1’on a pratiquement
démontré le théoréme annoncé au début de la section :

Théoréme 4.7 Dans les conditions décrites ci-dessus, Aut(T'g) = M = &,.

Preuve : Par les propositions 4.5 et 4.6, M C &4 est doublement transitif et contient une
transposition 7. Il ne manque en fait plus que quelques arguments d’algébre élémentaire.
Supposons pour fixer les idées que 7 = (12). Alors, par double transitivité, pour tous
i # j € [1,d],il existe 0 € M tel que o(1) = i et 0(2) = j. Mézalors, 070! est encore un
élément de M, qui envoie ¢ sur j, j sur ¢, et laisse tous les autres invariants, c’est-a-dire
que oo~ ! = (ij).

Donc M contient toutes les transpositions, c’est donc le groupe symétrique &4 tout en-
tier, qui est, comme tout un chacun le sait, engendré par les transpositions. O

Moralement, ce théoréme signifie qu’il n’existe aucune structure sur les points d’inter-

section de C avec H (d’alignement par exemple) qui serait conservée quand H parcourt
I’ensemble des hyperplans transverses. C’est un théoréme négatif.
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4.3 Indépendance linéaire

On consideére toujours dans P"(C),n > 2, H un hyperplan transverse a C (C ¢ H,
qui intersecte C en exactement d points. On a le résultat suivant :

Théoréme 4.8 Soit P,(H) un n-uplet de points deuz & deux distincts de HNC. Alors il
existe un ouvert O non vide de U tel que pour tout H € O, les éléments de P, (H) sont
linéatrement indépendants.

Précisons un peu le sens de ce théoréme. A chaque point de P"(C) dans l'intersection
de C avec H € O correspond une droite (et une seule) de I'espace vectoriel complexe
Cn+1. Le théoréme affirme que tout tel n-uplet de droites est libre.

Remarque : Il peut arriver que le degré de la courbe soit strictement inférieur & n. Dans ce
cas, le théoréme reste vrai, a condition de se limiter bien évidemment & des multi-uplets
ayant moins de d éléments. Dans la suite, on suppose n < d.

Preuve : Considérons le sous-ensemble de I(n) :

HeU
J=<(p1,--on,H) tq Pn=(p1,-...,pn) est un des n-uplets décrits ci-dessus
P, est liée

J est fermé dans I(n) pour la topologie de Zariski. En effet, les points de I(n) appartenant
a J vérifient Rg(p1,...,pn) < n—1. Une caractérisation du rang en fonction des mineurs
d’ordre n donne une condition polynomiale pour que P, soit liée. Plus précisément, si on
note A, 'ensemble des mineurs d’ordre n, J correspond au lieu des solutions du systéme
de polynémes homogénes :

Vo € Ay, det[d(p1,...,pn)] =0

J est strictement inclus dans I(n), par '’hypothése que C n’est contenue dans aucun
hyperplan. Ainsi, J est une sous-variété propre de I(n).

M = &, implique que M agit n fois transitivement sur la fibre, c’est-a-dire que I(n) est
connexe par arcs pour la topologie usuelle, donc connexe pour la topologie de Zariski,
par la proposition 1.15. Mais maintenant, si I(n) s’écrit comme une union de deux fermés
propres (donc distincts), soit ils sont disjoints et I(n) n’est pas connexe, soit ils sont non-
disjoints et I(n) n’est plus lisse en un point de l'intersection. Donc I(n) est irréductible.
Par irréductibilité de I(n) (cf. proposition 1.21), dim J < dim I(n) = dim U. Alors J se
projette via m dans U, et :

dim 7(J) < dim J < dim U

Ceci prouve que 7(J), qui est fermeée, est une sous-variété propre de U. Et O = U\ w(J),
qui est non vide, convient. O

26



On a donc démontré le « Théoréme de Position Générale » :

Théoréme 4.9 Soit C C P"(C),n > 2 une courbe algébrique irréductible lisse de degré d.
Alors un hyperplan générique intersecte C en d points, et chaque n-uplet de ces d points
est libre.

Remarque : Le terme générique signifie que I’ensemble des hyperplans de P qui vérifient
ces propriétés est un ouvert non vide de P, pour la topologie de Zariski. On le rencontre
trés souvent en géométrie algébrique. Il est en quelque sorte ’équivalent du « presque-
partout » que 'on cotoie en analyse.
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