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Introduction

Lathéorie des probabilités cotoie de pres les sciences physiques et le sujet que nous présentons
est un exemple parlant de cette interface. Il concerne en effet les relations entre I’étude de circuits
électriques et celle de marches aléatoires. Nous nous attacherons, dans une premiére partie a
relier des grandeurs physiques telles que le potentiel et le courant électrique a des probabilités,
notamment celle de sortie d’un graphe pour une chaine de Markov.

La question initiale étant de déterminer la conductivité d’un alliage, c’est-a-dire un mélange
de matériaux plus ou moins conducteurs, on peut, a I’échelle de I'atome, modéliser ce milieu par
un réseau aléatoire de résistances.

En introduisant la résistance effective d’un circuit, qui traduit la difficulté pour le flux élec-
trigue de le traverser, nous verrons comment des lois simples d’électricité nous permettent de
simplifier I’étude des marches aléatoires. Inversement, I’étude plus fine du comportement d’un
milieu aléatoire gréace a I’outil de la percolation permet de comprendre comment déterminer des
caractéristiques physiques d’un alliage de métaux par des considérations probabilistes.

1 Interprétation

1.1 Les Grandeurs

De notre point de vue, un circuit est un graphe; c’est-a-dire une collection A de points et,
associée a toute paire de points (z,y) une résistance R,,(= Ry.) - éventuellement infinie - Nous
noterons son inverse C,, ; ainsi que la capacité de tout point « définie par C, = EyeA Cyy (voir
figure 1).

R=1
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FIG. 1 - Exemple de circuit, les capacitéssont C, = 3, C, = 5, C. = 2, et Cy = 2.

1.1.1 Le potentiel électrique

Fixons 2 points a et b du circuit auxquels nous imposons une tension unitaire et considérons
pour tous points x et y les grandeurs (voir figure 2) :

tzy = —ly. €St le courant circulant dans la branche de x vers y et

v, est le potentiel électrique au point z, vérifiant v, = 1 et vy, = 0.
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F1G. 2 — Exemple de circuit avec courant (v, = 1, v, = 0) et intensité.

— LaLoi d’Ohm nous dit que i,y = Cyy (v, — vy) ; et ainsi

- La Loi de Kirchhoff nous disant que Vz # a,b; >, - izy = 0; on obtient facilement :

Vy = E Ppyvy,

yEA

ou P,y = CCEE” V(z;y) définit ainsi un noyau markovien de matrice :

Il
O RIR U O
Wik = O Wi

W= O Ul Wl
O ke O

Nous remarquons donc que le potentiel est harmonique. En terme de marches aléatoires sur
le graphe A ; on modifie la matrice de transition en rendant a et b "absorbants”, i.e. en prenant :
P,, = 6, et Py, = 0, Car on s’intéresse au cheminement de a vers b.

Soit h, la probabilité, partant de = de retouner en a avant d’atteindre . Ona h, = 1 = v, et
hy = 0 = v,. De plus, h et v étant harmoniques le principe du maximum et celui d’unicité qui en
découle implique A = v. On peut alors énoncer :

<& Interprétation du potentiel

Quand un circuit est soumis a une tension unitaire en deux de ses points a et b, (avec b relié a
la terre); le potentiel électrique en tout x de A vaut la probabilité; partant de x ; de retourner en
a, avant d’atteindre b.

NB : Pour une tension non unitaire; le potentiel s’interpréte en terme d’espérance de gain
dans le jeu ou, partant de 2 on gagne v, si on parvient a rejoindre a, rien sinon.
1.1.2 Lecourant

Comme le potentiel ; le courant trouve un "pendant probabiliste” qui se comprend en consi-
dérant naivement le phénoméne de conduction électrique. Imaginons que des charges positives



quittent a puis se déplacent aléatoirement dans le circuit jusqu’a atteindre b, ou elles restent ; -ici
seul b est absorbant-. Durant leur course, elles passent plusieurs fois de z a y, et de y vers z. L’idée
est que le courant i, circulant dans la branche est proportionnel a I’espérance du nombre de
ces passages (comptés algébriquement). Avant de le démontrer précisons les notations. On définit
u; comme I'espérance du nombre de visites en z. Une visite étant constituée d’une arrivée sur le
site suivie d’un départ; on aainsi u, = 0 et :

Ve #a, by, uy = Zuywa; Q)

yeEA

car toute visite en x est précédée d’une visite sur un autre site.

Voyons maintenant comment retrouver I’'expression du courant i,,,, qui circule dans la branche
orientée de x vers y. Par I’équation (1) et en remarquant que C,P,, = C,P,, on déduit que
. u _ . . -
g—m—zyeA PWC_Z' Donc v = ¢ est harmonique en tout point x différent de a et de b et vaut 0 en b
et g—“ en a. Par le principe d’unicité on peut alors dire que g— est le potentiel du point z lorsque
le circuit est soumis a #= en a et b relié a la terre. Ainsi le courant vaut :

. u u
oy = Coy(Va —1vy) = C,;y(c—z — C’_y) = Pryu, — Pyauy, (2)
T Yy
etcomme P,,u, est égal al’espérance du nombre de passages de x vers y et Py, u, celle du nombre

de passages en sens inverse ; on a bien ce qu’on veut.

En fait, selon nos notations; I’égalité dans (2) a lieu a un facteur prés car ici le potentiel n’est
pas unitaire. Cependant le courant distribué en a vaut I’espérance du [(nombre de départ de a) -
(nombre de retour en a)]; et comme a n’est pas absorbant, pour chaque course ce nombre vaut 1,
donc I'espérance aussi i.e. :

D gy =1.

yeEA

Ce qui termine de normaliser et nous permet d’énoncer :

< Interprétation du courant

Lorsqu’un courant unitaire parcourt le circuit de a vers b; le courant i,,, circulant dans toute
branche (zy) est égal & I’espérance du nombre de traversées de cette derniere lors d’une marche
partant de a et ne s’arrétant qu’en b.

NB : Si on prend une tension unitaire ; on trouve donc les valeurs pour un courant unitaire en divi-

sant les intensités obtenues par > jLvolt De plus, le facteur L

; Sités el lay T représente la résistance
effective du circuit entre a et b.

Dans notre exemple on a pour 1 volt :
—dgp =1

— G4 =1/3

— lqq = 0; d’ou Reff = 3/4.



1.2 Résistance effective et Loi de Rayleigh

1.2.1 Interprétation en terme de probabilité de sortie

Définition 1 Lorsque I’'on soumet un circuit a une tension en imposant v, = v et v, = 0; un courant
ia = Y _,ca tae Circule et on définit la résistance effective de ce circuit entre a et b par

1%
Repp = —.
lq
La valeur de ce rapport ne dépend que de la constitution du circuit car si la tension est multipliée
par u, tous les potentiels et intensités le sont de méme. De plus; lorsque v, = 1; la conductance
effective est égale au courant; on a ainsi :

Ceff =ta= Ziay = Z(’/a = vy)Cay = Z(Cay — Cayvy)

yEA yEA yEA
Ca
=Co—Ca ) ( Cy)yy =Ca(1=)_ Poywy).
yeEA @ yEA

Or v, est la probabilité, partant de y, de rencontrer ¢ avant d’avoir atteint b. Ainsi, le terme
>_yea Payvy représente la probabilité partant de a d’y retourner avant d’avoir atteint b, et :

Ceff = Capesw
oU pes. €st la probabilité, partant de a, de sortir en b avant d’étre retourné en a.

Pour notre exemple 0N a pes, = S = L

1.2.2 Loi de Monotonie

Ce qui précede nous dit que plus la résistance effective est grande, plus il est difficile de traver-
ser le circuit de a jusqu’a b. Pour étudier son comportement lorsque I’on modifie les transitions,
nous allons maintenant énoncer puis démontrer le principe de Rayleigh, qui constitue une loi de
monotonie que nous utiliserons beaucoup dans la suite.

Théoréme 2 Si on augmente -respectivement diminue- la valeur d’une résistance dans un circuit; la
résistance effective R, ;¢ de ce dernier (entre deux points quelconques) ne peut que croitre -respectivement
décroitre-.

[ ]
Pour démontrer ce théoréme, nous allons considérer I’énergie dissipée par effet Joules dans le

circuit et ses propriétés. Revenons pour cela sur certaines définitions.

1.2.3 Notions de flux et d’énergie

Définition 3 Un flux j de a vers b a travers A est une fonction 5, des paires de points de A vérifiant :
(a) ]zy - _jym
(b) Zyg/\ ]wy = O,Vx # a, b
(C) joy = 0'si Ryy = oo i.e iz n'est pas connecté a y.



— On définitaussi j, = 3_, 5 joy €N tOUt
— On dit que le flux est unitaire lorsque j, =1

Onaj, = 0lorsque x # a,b vu (b) dans la définition 3 et j, + j, = 0.

Cette derniére égalité peut étre démontrée en remarquant que :

Ja+Jb = Z ]zy:% Z (]my +jya:):0'

(z,y)eA? (z,y)EA?

Définition 4 On appelle énergie dissipée dans le circuit A par le flux j la quantité positive :

. 1 g
E(]) = 5 Z Rzy]jy
(z,y)€A?
Remarque : Si on impose une tension entre 2 points a et b d’un circuit; le courant électrique
i = iy Qui circule dans chaque branche est un flux.

On Vérifie en effet facilement (a), (b), et (¢) de la définition 3 grace aux lois simples d’électricité
rappelées dans la partie 1.1 et de plus, on a la propriété générale :

Proposition 5 Pour toute fonction w définie sur les points de A et quelque soit le flux j de a vers b a travers
A;ona:

umia =3 Y (=)

Wag —Wh)Ja = 2 W — Wy )Jzy-

(z,y)€EA?

Démonstration.

Z (Wz - wy)]my = Z Wz jJzr — Z wy(_jy) = Waja + Wb — wa(_ja) - wb(_jb)

(z,y)EA? zEA yEA

= Qja(wa — wb).

|

Lorsque la fonction w est le potentiel v et que le flux j est le courant i ; il apparait ainsi I’égalité

entre I’energie électrique fournie par le générateur et celle dissipée par effet Joule dans le circuit,

c’est a dire que I'on retrouve le principe de conservation d’énergie électrique dans un circuit de
résistances en sciences physiques.

1.2.4 Démonstration de la Loi de Monotonie

Par conservation, on a;

Vaia = Regpin = Y Rayis,.
(z,y)EAZ
On voit que I'on peut ajuster v, pour avoir un flux de courant unitaire; dans ce cas I'énergie
dissipée vaut R.;y ; et elle est minimale par rapport a I’énergie dissipée dans le systéme par tout
autre flux unitaire. C’est un principe qui caractérise le flux de courant unitaire de tout circuit A.

Principe de Thomson :
Le flux de courant unitaire -déterminé par les lois d’Ohm et de Kirchhoff- qui traverse le circuit
de a vers b; minimise I’énergie dissipée dans ce dernier par tout flux unitaire.



Démonstration.
Soit j un flux unitaire quelconque, alors dy = jzy — igy €St aussi un flux de a vers b avec
d, =d, =0.0na:

2E(j) = Y (iny+day)’Ray =2B() +2E(d) +2 Y (vx — v)day.
(z,y)EAZ (z,y)EA2

Une application directe de la proposition précédente au flux d et a la fonction potentiel » donne
2(E(j) —E(i) — E(d)) =0ie.;

E(j) = E(i) + E(i — j) Vj flux unitaire.
Ce qui termine la démonstration, car E(i — j) est positive. |

La loi de monotonie est une conséquence immediate de ce principe. En effet, appelons i le
flux de courant unitaire pour A munit des résistances R, et j celui pour A munit des R,, avec
R.y > R.y. Il nous faut donc voir R.ss > R.yy. Pour celaona:

_ 1 _ L 1 <
Reff = 5 Z Rzy]jy Z 5 Z Rzy]jy,
(z,y)€A? (z,y)EA?

et par le principe de Thomson :

Rejg >3 D Ruyity = Regy.

(z,y)EA?

N | =

Ainsi, pour une marche aléatoire partant de a et parcourant le graphe A jusqu’a sortir en b;
lorsqu’on enléve une aréte, ce qui revient a mettre une résistance infinie dans le circuit associé, la
probabilité de réussir a sortir, p.s., diminue par la loi de monotonie car elle est proportionnelle a
I'inverse de la résistance effective.

2 Application : le probleme de récurrence de Polya

Considérons une chaine de Markov (X ,,),exn a valeurs dans Z? de matrice de transition Q(z,y) =

ﬁ, Vz,y € Z%tels que d(z,y) = 1 et Q(z,y) = 0 sinon (ici d est la distance classique induite par
R?%). Une telle chaine de Markov sera aussi appelée marche aléatoire simple sur Z¢. Pour z € Z?
on noteraT, = inf{n > 0, X,, = «} le premier temps de retour en z, P, la loi du processus partant
de 2. On diraque = € Z?est récurrent si P, (T, < co) = 1 et que la chaine (X,,),cx est récurrente
si tous les points sont récurrents. Le but de cette section est de montrer que pour d = 1,2 la chaine
est récurrente en utilisant une formulation en termes de circuits électriques. On verra que cette
approche simplifie considérablement le probléeme. Commencons par remarquer que la matrice de
transition @ est irréductible (Vx,y, 3In, Q"(z,y) > 0) donc il suffit qu’il existe un z € Z? récur-
rent pour que tous les points soient récurrents. On cherche donc & montrer que 0 est récurrent
i.8. ! Pese := Po(To = oo) = 0. Afin de reformuler le probléme en termes de circuits électriques,
on va interpréter la probabilité de sortie p.,. comme une limite de probabilités de sorties sur des
graphes finis.



On munit Z? de la distance d(z,y) := Z?:o | 2; —y; |00z = (21,...,2q4) €ty = (Y1,--.,Yd)-
Soit 7 un entier naturel et B” la boule fermée de centre 0 et de rayon r (voir figure 3) et 9B" la
sphére de rayon r. On définit une chaine de Markov (X,(f))neN a valeurs dans le graphe fini B"
par la donnée d’une matrice de transition, Q") (z,y) = Q(z,y), Y,y € B" \ dB" etsi z € dB",
QM (z,y) = 0siy # z, QM (z,z) = 1. On note P{" la loi du processus partant de z et (") =
inf{n >0, X" € 0B"}. Soit p'i. = P\(V0 < n < 7™, X" # 0) la probabilité de sortie partant
de 0 sans repasser en 0. On remarque que pg)c est une fonction décroissante de r eton a:

(r)

= lim .
Desc Téoopesc

FiG. 3- B? dans Z?

2.1 Formulation électrique du probléme de récurrence

Maintenant que nous avons exprimé le probleme en termes de graphes finis nous pouvons
utiliser les lois classiques en électricité. Considérons le circuit électrique obtenu a partir de B” en
maintenant I’origine & 1 volt et en reliant les points de 9B™ a la masse (voir figure 4).

1 Volt

FI1G. 4 — Chaque résistance vaut 1.

D’apreés les résultats de la section précédente on a:

i)

(-7
2d

Pl =
Comme la tension appliquée est 1, (") est juste la conductance effective entre 0 et 9B", ie :

1
i =
Reff



ou Ri’})f est la résistance effective de O a 9B". On adonc :

Pl = -
2dR"");

Ri’})f étant une fonction croissante de r, sa limite quand r tend vers I'infini existe dans [0, o]
et il parait alors naturel de définir R.;¢, la résistance effective de I'origine a I'infini par :

r)

Resp = rlggozzgff € [0, o).

On a alors le critére suivant :

Proposition 6 La marche aléatoire (X,,) est récurrente si et seulement si R.¢y = oco.

Démonstration.

Onapes. = ﬁ etdonc pes. = 0 & Repp = o0.
|
Le succes de cette formulation électrique vient du fait que la résistance a I'infini peut étre

estimée en utilisant des méthodes classiques de la théorie des circuits électriques.

2.2 Larécurrence en dimension1et?2

Nous allons montrer le résultat suivant :
Proposition 7 La marche aléatoire (X ) est récurrente pour d=1,2.

Démonstration.

Pour le cas de la dimension 1, le probleme est trivial car une ligne infinie de résistances de 1
ohm a une résistance infinie et donc la marche en dimension 1 est récurrente.

La dimension 2 n’est pas beaucoup plus compliquée. On commence par regrouper ensemble
chaque résistances se trouvant sur un méme carré centré en I’origine, cela revient a mettre chacune
de ces résistances a 0 (voir figure 5). Comme n résistances de 1 ohm en paralléle sont équivalentes
a une seule résistance de % ohms, le circuit modifié est équivalent au circuit donné par la figure 6.
Puis en regroupant les résistances en paralléle on obtient un circuit équivalent a celui de la figure
7 pour lequel on a:

— 1
! — —
Reyr = Z Sn+d
n=0
Par la loi de monotonie (théoreme 2), on a pour le circuitinitial R.;y > Ry ;, = oo, donc la marche
est récurrente pour d = 2.
u

3 Percolation

Commencons par donner quelques définitions et notations. Pour = et y dans Z? on note
d(z,y) = E?:o | z; —y; |, ou les z;, y; sont les composantes de x et y. On construit, & partir
de Z¢, un graphe, noté ¢, ayant pour sommets I’'ensemble Z¢, et pour arétes I'ensemble E? tel
que z et y sont joints par une aréte si et seulement si d(z,y) = 1.

Introduisons maintenant des probabilités. Soit p vérifiant 0 < p < 1. On dira que p est la pro-
babilité qu’une aréte e € E? soit ouverte et 1 —p la probabilité que e soit fermée. Plus précisement,

10



A1

Ay

4 12 20 8n+4
branches branches branches branches
FIG. 6 -
0 1 2 3 n n+1
1/4 ohm 1/12 ohm 1/20 ohm 1/(8n+4) ohm
Fic. 7-

on considére I'ensemble Q = [T, -z {0, 1} dont les points sont représentés par w = (w(e), e € E*)
et appelés configurations, w(e) prenant la valeur 0 si e est fermée et 1 si e est ouverte. Pour cela,
2 étant muni de la tribu engendrée par les cylindres, on considére la mesure produit :

Pp:®/j'e

ecEd

ou . est la mesure de Bernoulli sur {0,1}, donnée par :

o(wle) =0) =1 - p, pe(w(e) =1) = p

(I'existence et I'unicité de P, étant assurees par le théoreme de Carathéodory). On notera E,
I'espérance sous P,. On peut remarquer qu’il y a un ordre partiel naturel sur €2 donné par w; < w»
si et seulement si wy (e) < wa(e) Ve € EZ. On se raménera souvent a un nombre fini de variables,
pour cela on notera A% I'ensemble des sommets du cube de dimension d dans Z? centré en 0 et
de coté N, E4 I'ensemble des ses arétes et LY, le graphe (A4, E% ). On notera également P, v la
loi du processus de percolation restreint a E;, i.e. P, y = ®66E§1V e, Mesure sur Qn = {0, 1}E5lv.
Enfin, on notera E,, y I’espérance sous P, y.

Ce que nous définissons maintenant est valable pour N € NU {oc}. Un chemin de g, est une
suite xg, €9, x1,€1,.-.,en—1, L, de sommets distincts z; et d’arétes e; joignants z; & x;41, on dit
gu’un tel chemin a une longueur n et connecte z a z,,. On dit qu’un chemin est ouvert si toutes
ses arétes sont ouvertes et fermé si toutes ses arétes sont fermées. Si A et B sont deux ensembles
de sommets de A4, on notera A <+ B si il existe un chemin ouvert joignant un sommet de 4 a un

11



sommet de B. Considérons maintenant une configuration de 2, on en déduit un sous-graphe de
.4 dont les sommets sont Z? et les arétes sont les arétes ouvertes. Si z est un élément de Z? on
note alors C(z) la composante connexe de ce graphe contenant z. Dans la suite on va s’interesser
a la taille de C(z) et I'on notera | C(z) | le nombre (éventuellement infini) de sommets dans
C(z). Enfin, on ne s’interessera qu’a C(0), que I’'on notera simplement C, les résultats énoncés
se généralisant facilement a C(z) pour tout = en remarquant que L? et P, sont invariants par
translation.

3.1 Transition de phase

Une quantité interessante que nous allons maintenant étudier est la probabilité de percolation
définie par :

O(p) = Py(| C |= 00) = lim P, n(0 ¢ 0A%), ©)

ol 9A¢ est I'ensemble des sommets sur le bord de A4

Il est clair que | C' |= oo si et seulement si il existe une suite infinie de sommets distincts
Zo,x1,... avec o = 0 tels que d(z;,z;+1) = 1 Vi et que I'aréte joignant z; & ;41 Soit ouverte
Vi. On dit alors que la suite zg, z1, ... est un chemin ouvert joignant 0 & I'infini. ©(p) est donc la
probabilité qu’il existe un chemin ouvert joignant 0 & I'infini. Le premier résultat sur la fonction
©(p) est tres intuitif :

Proposition 8 ©(p) est une fonction croissante de p.

Cette proposition est en fait une application d’un résultat plus général. Avant de I’énoncer
nous allons parler de couplage.

Couplage : On veut définir un couplage i.e. une mesure ® sur Qnx x Qxn qui Vérifie :
ZW’ ‘I)(w, wl) = Ppl,N(w)

2w ®w,w") = Py, N (W)
w < w' désque ®(w,w') >0

Le point important étant de conserver I’ordre.
On definit d’abord, étant donné une famille de variables aléatoire (X.),cgz indépendantes et

uniforméments distribuées sur [0, 1] un élément 7, de Qn par n,(e) = 1si X, < petny(e) =0
sinon. Puis on pose :

r<p Siw(e)=1
x> Siw(e) =0
ol e € B et A(w(e),w'(e)) = 4 " 2P S
x<ps Siw'(e)=1
z>p; sSiw'(e)=0

Enfin on pose :

12



d(w,w') = H U(w(e),w (e)).

d
e€Ey,

Et on vérifie facilement que les propriétés énoncées plus haut sont vraies.
Passons maintenant a une définition qui nous sera utile :

Définition 9 Une variable aléatoire X sur 2 est dite croissante si X (w;) < X (w2) dés que wy < wo.
Onaalorsle:

Théoréme 10 Si X est une variable aléatoire croissante sur Q alors E,, (X) < E,,(X) désque p; < p2

Démonstration.

Soit n,, et n,, définis comme précédemment. On a clairement 5,, <7, dés que p; < p», ce qui
donne X (n,,) < X(n,,) pour toute variable aléatoire croissante X. On déduit alors le théoreme
en prenant I’espérance de cette inégalité.

]

La proposition 8 est alors évidente car I'indicatrice de I’ensemble mesurable {0 <+ 9A4%} est
croissante pour tout N. On remarque que ©(0) = 0 et ©(1) = 1, en utilisant le fait que O(p) est
une fonction croissante de p, on obtient :

Proposition-Définition 11 On appelle probabilité critique le nombre p. = p.(d) = sup{p, O(p) = 0}.
C’est I'unique valeur de p pour laquelle ©(p) = 0si p < p. et O(p) > 0sip > p,.

3.2 Propagation des chemins

Nous allons voir dans cette section comment varie le nombre de chemins ouverts traversant
un carré de taille N x N en fonction de p. Commencgons par fixer quelques notations.

Soit r un entier positif. Pour toute configuration w on définit la sphére de rayon r et de centre
w par:

Sp(w) = {w' € Q, Z | w'(e) —w(e) < r}.
e€ES,

Pour chaque événement A on définit I,.(A) = {w € Q, S.(4) C A}. Voici un premier résultat
dont nous aurons besoin pour la suite.

Théoréme 12 Soit A un événement croissant et » un entier positif. Si 0 < p; < p» < 1alors:

1= P () < (S2) (1= B ).

Démonstration.

Soit A un événement croissant et supposons que p; < p» et que n,, ¢ I.(A) (1, etn,, étant
définis comme dans la section 3.1). Alors il existe au moins un ensemble (aléatoire) d’arétes B tel
que :

~|BI<r

-Ve€eB, nle)=1

- laconfiguration 7j,, obtenue a partir de n,,, en déclarant toutes les arétes de B fermées vérifie

iips & A,
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Il existe peut-étre de nombreux B vérifiant ces conditions. On choisit donc un ordre sur E? (en
numeérotant les arétes) a partir duquel on construit un ordre sur les B vérifiant ces conditions et
on pose B(np,) le plus petit de ces B uniquement déterminé par 1, .

Fixons un n,, ¢ I.(A), posons B = B(n,,) et calculons :

> @) = Y ( I (o) (e )(H‘I’npl )

Npy <Npy Mpy <Npy eE]Ed \B ecB
B
f(nps) ( Z H ¥ (np, (e ) Zf(npz)p‘2 l: 4)
np, (B) €EB

ou I'on a posé :

f(npz) = Z ( H lp 77101 771)2( ))) -

oy (B \(B)) <npy (EX \(B)) \e€EX \B

De méme, on calcule :

Z (1, > Mp,) = Z H T (np, (€),mp, (€)) Z H ¥(0,1)

Np1 <Mpoi7pq (B)=0 Npq SMpo eE]E \B Np1 (B)=0e€B

= f(np2) X (p2 _pl)‘Bl < Z q’(nplanpz)' (5)

Npy SMpginpy EA

La derniére inégalité est justifiée par le fait que A est croissant et que, par conséquent, {n,, (B) =
0, 7p, < 1ips < 7py} C A. Donc en sommant I'inégalité (5) sur les n,, ¢ I,(A) on obtient :

Z Z (I)(nplﬂnp2) = Z f(np2) X (p2 _pl)‘Bl < (I)(npl ¢ A; Tp2 ¢ IT(A)) (6)

Npa QI,,(A) Mp1 Srlpz?rlpl (B):O Tpa ¢I,,(A)

On déduit de (4) :

S, ¢ L(A) = Y. () = B'( 3 f(np2)>

77p2¢l (A) 77p1<77p2 771:2&[( )

B D2 5|
S f)x - () ™

Mo €11 (A) bz n

Comme | B |< r I'équation (7) implique que :

By, ¢ 1(A)) < ( P2 ) S F) e -7,

P2 Npo E1r(A)inp, EA

ce qui donne par I’equation (6) :
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By, ¢ 1(A)) < (p—) By & A5 1 ¢ T(A)).

p2—p1
D’ou le résultat annongé.
|
Voyons maintenant I'application de ce résultat a la propagation des chemins. On note, Ay
I’événement "il existe un chemin traversant A%". On fait I'hypothése suivante :

Hypothése (H):Vp > p., 3a = a(p) > 0telque P, n(An) > 1 —exp(—aN?1).
Il est clair que Ay est un événement croissant. I,.(Ay) est I’ensemble des configurations w
telles que si on fait au plus » modifications de w on reste dans Ay, i.e. c’est I’ensemble des confi-

gurations telles qu’il existe au moins r + 1 chemins disjoints traversant le carré A%.
Soit p; > p¢, on note « = «(py) le réel positif donné dans I’hypothése on a :

Py, (Ay) < exp(—aN!). @)

Soit maintenant p, > p; en utilisant I'inégalité (8) et le théoréeme 12 on trouve :

Pp2<<zr<A>>C)s( p: )Texp(_aml).

P2 —p1

En posant alors r = §N%~! on trouve :

Py, (L (A))°) < <<p2p—2p1>6> v exp(—aN®1) = exp (Ndl <5log (pzpfm) - a>>

< exp(—cN4), ©)

en prenant § assez petit.

On aalors le résultat suivant (pour une démonstration de I’hypothése pour d quelconque voir
[2])
Proposition 13 Vp > p., 36 > 0 tel que :

Jim Py (Asyar) = 1.

Démonstration.
i i PRSP =p—e€>
Il suffit d’appliquer ce qui précede a : pL=p De i
pP2=p>pn

3.3 Démonstration de I’hypothése dans le cas d = 2

Pour démontrer I'hypothese dans le cas d = 2 nous allons associer a toute configuration
une configuration duale dans un réseau dual. On considére Z?2 a partir duquel on définit son
réseau dual qui est I'ensemble (Z2)" = (1, 1) + Z> Deux éléments z*,y* de (Z*)" sont joints
par une aréte si d(z*,y*) = 1, ou d est la distance classique. Si = et y sont dans Z? et si e est
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une aréte joignant x = (z1,z2) ay = (y1,y=) on définit I'aréte duale e* de e par I'aréte joignant

(z1 + %,372 — %) a(yr — %,yg — %) Sizo =ys etz <y dans (Z2)*.
(T1— 5,22+ 3)a(y1 + 3,92 — 1) Sizi=yretay <y

On pose maintenant A% = A% + (%, %), E3, I'ensemble des arétes dans le réseau dual joignant
les points de A%, Q% = {0, I}Ez*v, et PJ N = Qeciy, He ou les u. sont des mesures de Bernoulli de
parametre p. P - définit une mesure de probabilité sur Q3 muni de la tribu engendreée par les
cylindres.

On associe maintenant a toute configuration w de Qu sa configuration duale w* dans Q3
définie par w*(e*) = 1 — w(e). On obtient par ce procédé un processus de percolation dual de

parameétre p' = 1 — p comme réprésenté sur la figure 8.

M *r e
o—¢--$|0 o-—o
*-9-9|o-o—o

é 4

F1G. 8 - En plein une configuration aléatoire, en hachuré sa configuration duale.

Cette idée de percolation duale nous permet de voir que en dimension 2 et pour des valeurs
de p proches de 1 I’hypothese (H) introduite en (3.2) est vérifiée par p. On remarque en effet que
le fait qu’il existe un chemin ouvert de droite a gauche pour la configuration w est équivalent au
fait qu’il n’existe pas de chemin ouvert de haut en bas pour la configuration duale w*. Ainsi :

P, Hxﬂ/ - P A

p

FIc.9-
Si I’on note V' le coté vertical haut de A%;, on a clairement :

. n(3 un chemin de haut en bas) = Py, y(3 un chemin joignant z au bas),
eV
et pour z en haut du circuit; un chemin joignant z au bas est de longueur [ > N, donc de
probabilité (p')!. De plus, pour tout entier / il existe au plus 3! chemins de longueurs [ partant de
z donc :

Pg,yN(H chemin de haut en bas) < EwEV ElZN(?’pl)l <N

16



la derniéere inégalité étant réalisée dés que p' < %

On en déduit que P,(3 un chemin de gauche a droite) > 1 — exp{ N (In(3p/) + %)}. Or pour
N assez grand, w < ldoncen prenant a = —(In(3(1 — p)) + 1) et comme p est proche de 1, on
aa>0et:

Jda > 0, P, n(3 unchemin de gauche a droite) > 1 — exp(—aN).

Par conséquent (H) est vérifiée.

4 Reésistance effective

4.1 Cas déterministe (p = 1) : les matériaux homogénes

On s’interesse a la résistance effective du circuit obtenu a partir de A4, en disant que chaque
aréte est une résistances de 1 Ohm (cf figure 10). On note Ré‘}f la résistance effective de ce circuit.

7

Z d-:

Fic. 10 -

(A)-Modifions le circuit en rendant R, infini lorsque les d — 1 premiéres coordonnées de x et
y different comme le montre la figure 11.

VA

I:eeffg R eff T

Fic. 11 -

On obtient des résistances en paralléle, au nombre de N¢~1, chacune valant N Ohms (car consti-
tuée de N résistances de 1 Ohm en série). La résistance effective du circuit obtenu vaut donc
R}, = (N9='%)~"'. On en déduit, par la loi de monotonie : R}, < N>¢.

17



(B) - Pour avoir une borne inférieure, on met tous les points dont la derniére coordonnée est
identique au méme potentiel (voir figure 12); i.e. on modifie R, en R, = 0si z4 = ya.

7

Rt Ret | T

Fic. 12 -

On obtient ainsi IV résistances en série ; chacune constituée de N¢~! résistances en paralléle, donc
de conductance N¢~1!: ainsi la résistance totale vaut Ré\}f = Nﬁ ce qui donne, par monotonie :
Ré‘}f > N2~4 Finalement :
N 2—d
Reff —_ N .
4.2 Cas aléatoire (0 < p < 1) : les alliages

Pour simplifier, on considére que I'alliage est constitué de 2 types de métaux, un conducteur -
avec une proportion 'atomique’ p- et un isolant ; ce qui correspond a une percolation de paramétre
p en dimension d = 3 ou w(e) = 1 si les atomes aux extrémités de e dans le réseau métallique
(c 7% sont conducteurs comme cela est représenté sur la figure 13.

XX

OO0 e
o O ()
OO0 e

Fic. 13-

Un morceau de cet alliage est une portion de réseau de taille N, N trés grand (de I'ordre du
nombre d’atomes présents dans ce morceau). Il s’agit de déterminer si le courant “passe”, mais il
faut avant cela préciser ce que I'on entend par la. Le cas idéal est celui de la section précédente,
c’est la cas des matériaux homogeénes, uniquement constitués de métal conducteur. Nous le pre-
nons donc comme référence. On dira alors qu’un alliage est conducteur si la resistance effective
du circuit obtenut par la méthode précédente, que I’on note Ry ,, est de I'ordre de la référence
(qui vaut N2—9), Plus précisément :

Définition 14 Un alliage est dit conducteur si il existe C' > 0 et que pour tout N suffisamment grand il
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existe Yy C Qn avec P, v () proche de 1 tel que :
Vwe Uy, Ry,(w)NT2 < C.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 15 Soit d > 2. Si p > p. alors I'alliage est conducteur. Si p est proche de 0, I’alliage n’est
plus conducteur.

Démonstration.
Soit Sy, le cardinal de I'ensemble des connexions disjointes d’une borne a I'autre du généra-
teur et on note par (s;);=1..sy , l€s chemins de longueur |s;|.

Par la loi de monotonie, la conductance de I'alliage est supérieure a celle du circuit constitué
de ces seuls chemins disjoints et la résistance de s; est égale a sa longueur on a donc :

-1

Si -1 Si
(I%N,p)_1 > Z |Si|_1 > SN,p Z |SL > SN,p Z | |

S
i=1..SNn,p i=1..SN,p N,p i=1..SNn,p N.p

La derniére inégalité étant obtenue en utilisant I'inégalité de Jensen. On adonc:

Ry, <S5 1 D0 Isil) <S35NY, (10)

i=1..SNn,p

car, les s; étant disjoints on a Zi:l..SNp |s;| < N9. D’aprés I'’équation (9) de la partie 3.2, lorsque
p > pc il existe § > 0 et a > 0 qui Vérifient :

Py(Snyp > 0NT1) > 1 —exp (—aN%). (1)

Posons donc Q) = {Sn,, > §N9~1}, c’est un événement de probabilité proche de 1. On déduit de
(10) et (11) que pour tout w € 2y, ona:

Nd Nf(d72)
52N2d—2 S 62 )

Ry p(w) <

ce qui donne
1
Vw € Uy, Ry pw)N2 < 5
Ce qui termine la démonstration de la premiére assertion.
Pour la seconde assertion, on procede comme en (3.3). On choisit une direction privilégiée
dans Z< et deux cotés opposés du cube que I’'on note respectivement L et R. On a:
Ppn(Ryp < 00) = Bpn(L 4 R) =) P(z ¢ R), (12)
zeL
or un chemin joignant z € L a R est de longueur I > N, donc de probabilité p!. De plus, en
dimension d, il existe au plus (2d — 1)! chemins de longueur [ partant de = et on déduit donc de
(12) que:

2d — 1)V
N(Byp<00) <D (p(2d - 1) N%’

z€LI>N
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ce qui donne pour p suffisamment petit, N suffisamment grand I’existence d’un ¢ > 0 bien choisi
tel que:

P, Nn(Rnp < 0) < exp(—cN).

Donc pour tout N il existe un ensemble de configurations )y tel que P, x(Q) > 1 — exp(—cN)
et pour tout w dans Qy, R, n(w) = co. Ce qui termine la démonstration.
u
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