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Résumé

On commence par introduire quelques notions sur la catégorie des groupes profinis et leur
cohomologie. Ensuite, on introduit les différents termes de l'inégalité de Golod et Shafarevich,
qu’on montre de deux manieres : la premiere preuve repose sur des arguments de cohomologie et
la deuxieme sur des arguments algébriques sur les séries formelles non commutatives. On finit par
donner un contre-exemple au probleme de Burnside.

L’objet de la théorie combinatoire des groupes est d’étudier les présentations d’un groupe par
générateurs et relations. Nous nous intéressons ici a un raffinement d’une inégalité montrée en 1964
par Golod et Shafarevich dans le cadre des p-groupes. Dans sa version algébrique, elle s’énonce comme
suit :

Théoréme 0.0.1 Soient p un nombre premier et G un p-groupe. Si 0 est le nombre minimal de
générateurs de G et v le nombre minimal de relations R telles que < d|R > est une présentation de

G, alors
22
t> —.
4
Nous montrons en fait un énoncé topologique de cette inégalité, que nous énoncons dans la section
4. A cet effet, nous introduisons dans la section 1 une catégorie de groupes topologiques plus large

que celle des p-groupes, appelée la catégorie des pro-p groupes.

Nous donnons ensuite deux preuves de cette inégalité. La premiere, présentée dans la section 5,
utilise des arguments de cohomologie et a été trouvée par Roquette en 1967 dans [8]. La deuxieme,
présentée dans la section 6, repose sur des arguments algébriques sur les séries formelles non commu-
tatives : elle est plus fidele aux arguments utilisés par Golod et Shafarevich dans [2].

Dans leur article, Golod et Shafarevich utiliserent cette inégalité pour construire le premier contre-
exemple au probléme de Burnside, lequel était resté un probleme ouvert depuis 1902. Il s’énonce comme
suit :

Question 0.0.1 Un groupe finiment engendré dont tout élément est d’ordre fini est-il fini?

En vue de présenter une construction plus générale du contre-exemple donné en 1964, nous suivons
la démarche suggérée par Ershov dans [1] pour aboutir & un critére de finitude des pro-p groupes. Nous
en déduisons ensuite dans la section 7 un contre-exemple au probleme de Burnside.
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1 PREAMBULE SUR LES GROUPES PROFINIS

1 Préambule sur les groupes profinis
Cette partie introduit une classe de groupes topologiques qui sont utilisés dans la suite.

1.1 Limite projective

Commengons par introduire la notion de systeme projectif, puis celle de systeme compatible :

Définition 1.1.1 Soit € une catégorie.

1. La donnée d’un ensemble filtrant a droite I, d’une famille d’objets (X;)icr et d’une famille de

fleches (X fi> Xi)i<j est appelée systéme projectif lorsque :
((J,) pour’i € I; fll = ZdXZ:
(b) pouri <j <k, fijfix = fir-
Si tel est le cas, on note un tel systéeme {X;, fij, I'}.

2. Soit {X;, fij, I} un systéme projectif de €. La donnée d’un objet X de € et d’une famille de
fléches (X EiN Xi)icr est appelée systéme compatible avec {X;, fij, I} lorsque pour tout i < j

on a fijfj = fi
On peut alors définir la limite projective d’un systéme projectif :

Définition 1.1.2 Soient € une catégorie et {X;, fij, I} un systéme projectif de €. Une limite projec-
tive de ce systéeme est la donnée d’un systéme compatible { X, f;} tel que pour tout systéme compatible

{Y, gi}, il existe une unique fleche Y ﬂ X faisant commuter le diagramme suivant :

X s Y
N
Xi

Cette propriété universelle en assure 'unicité :

Proposition 1.1.1 La limite projective d’un systéme {X;, fi;, I} est unique a isomorphisme preés. Si
elle existe, elle est notée le

Donnons un exemple de systéeme projectif :

Exemple 1.1.1 Si p est un entier naturel, alors le systéeme {Z/piZ, fij,N}, ot f;j est donnée par
a+pP7Z— a+ p'Z pour i < j, est projectif.

1.2 Espaces profinis
Dans la catégorie des espaces topologiques, la limite projective existe :

Proposition 1.2.1 Si {X;, fi;, I} est un systéme projectif d’espaces topologiques, alors sa limite pro-
jective existe.



1 PREAMBULE SUR LES GROUPES PROFINIS

Démonstration : Posons X = {(xi)ig cel[Xii<j= = fij;rj} muni de la topologie in-
el
duite par la topologie produit, et f; : X — X, la restriction de la projection [[ X; — X;. Le
el
systeme {X, f;} est alors compatible avec le systéme projectif.

Si de plus {Y,g;} est un autre systéme compatible alors on vérifie aisément que [] g; est 'unique
el
application continue qui fasse commuter le diagramme de la définition 1.1.2. O

Dans la suite, on identifiera la limite projectif d’un systeme projectif a celle exhibé dans la preuve

précédente. Ainsi, @Xi est vu comme un sous-espace de [[ X; i < j.
el

Remarque 1.2.1 La preuve précédente fournit également l’existence de la limite projective dans la
catégorie des ensembles, la catégorie des groupes, la catégorie des groupes topologiques, la catégorie
des anneauz topologiques. . .

Précisons I'exemple donné dans la section précédente :

Exemple 1.2.1 Reprenons le systéme projectif de l’exemple 1.1.1 avec p premier. On peut vérifier
que si chacun des 7./p'Z est muni de la topologie discréte, alors @Z/pZZ est l’anneau topologique des
entier p-adiques.

La limite projective d’espaces topologiques vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.2.2 Soient {X;, fij, I} un systéme projectif d’espaces topologiques et X = L X;.

1. Siles X; sont séparés, alors X est séparé.
2. Siles X; sont totalement discontinus, alors X est totalement discontinu.

3. Siles X; sont séparés, alors l'ngi est fermé dans [] X;.
el
4. Siles X; sont compacts, alors X est compact.

5. Si les X; sont des compacts non vides, alors X est non vide.

Démonstration : Les points 1. et 2. découlent de ce que ces propriétés topologiques passent au
produit et a la topologie induite.

Pour établir 3., prenons =z € [] Xj — @Xk et i < j tels que fijz; # x;. Puisque X; est
kel
séparé, on dispose de U et V' des voisinages ouverts respectifs de x; et f;;xz; qui sont disjoints. Alors,
x € figl (U)xV x I Xk quiestinclus dans [[ Xy — lim X}, donc ce dernier est ouvert.
kel k#1,j kel

Le point 4. est conséquence de 3. et du théoreme de Tychonoff.

Pour montrer 5., notons que @1)(;g =N {x €] Xg:zi = fijxj}. Les ensembles du terme de
i<j kel

droite sont fermés et puisque [ est filtrant a droite, ces ensembles vérifient la propriété d’intersection
finie : la compacité de [] X assure donc que @Xi est non vide. |
kel

On a la propriété suivante pour un systeme compatible compact :

Proposition 1.2.3 Soient {X;, fi;, I} un systéme projectif d’espaces compacts et {Y, g;} un systéme
compatible compact. Si les g; sont surjectifs, alors l'application ¢ 1Y — 1.£1XZ' qui fait commuter le
diagramme de la définition 1.1.2 est surjective.
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Démonstration : Il suffit de le montrer pour lim X;. Soit donc = € lim X; et posons A; =
{y €Y :é(y); = z;}. Les A; forment une famille de fermés non vides de Y qui vérifient la propriété

d’intersection finie (car I est filtrant a droite) donc () A; # 0 et pour y € () A; on a bien ¢(y) = .
iel i€l
U

Nous pouvons alors définir ce qu’est un espace profini :

Définition 1.2.1 On dit qu’un espace topologique X est profini s’il est la limite projective d’un
systeme projectif d’espaces discrets et finis.

On dispose de la caractérisation suivante de tels espaces :

Proposition 1.2.4 Soit X un espace topologique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’espace X est profini.
(ii) L’espace X est compact et totalement discontinu.

(iii) L’espace X est compact et admet une base d’ouverts-fermés.

Démonstration : (i) = (i7) : cela découle des points 2. et 4. de la proposition 1.2.2.

(11) = (14i) : soit V un ouvert de X et x € V. Puisque X est compact, la composante connexe de
x est U'intersection de tous les ouverts-fermés qui contiennent x (voir par exemple le lemme 1.1.11 de
[6]). On a donc une famille d’ouverts fermés (U;) e tels que {z} = () U;. Ainsi (X -V)n N U; = 0.
JjeJ JjEJ
Puisque X est compact, on a donc J' C J fini tel que (X — V)N (| U; =0. Dela () U; CV dou
jeJ’ jeJ’
le résultat.

(791) = (i) : posons I I'ensemble des partitions finies de X par des ouverts-fermés. Ordonnons
I par la relation < ou i < j si et seulement si la partition j est plus fine que ¢ : I’ensemble I est
alors filtrant & droite puisque si i, j € I, la partition {U NV : (U € i) A (V € j)} est plus fine que i et j.

Si pour chaque ¢ € I on note R; la relation d’équivalence associée, on a une famille d’applications
continues surjectives g; : X — X/R;. Par la propriété universelle de la limite projective, on obtient
donc une application ¢ : X — @X /R qui est surjective par la proposition 1.2.3.

De plus, ¢ est injective. En effet, soient x,y € X distincts : on a deux ouverts-fermés disjoints
U et V contenant respectivement x et y. En prenant i € I tel que i = {U,V, X —(UUV)}, on a

gi(z) # gi(y) si bien que ¢(z) # ¢(y).

Ainsi, ¢ est une bijection continue entre compacts et réalise donc un homéomorphisme entre X et
@1 X/R;. O

1.3 Groupes profinis et pro-C groupes

Dans la suite, C désigne une classe non vide de groupes finis close par isomorphisme et qui est :
(i) close par quotient au sens ou si G € C et H <G alors G/H € C;
(ii) close par produit au sens ou si G et H sont dans C, alors G x H € C;
(iii) close par sous-groupe au sens ou si G € C et H < G alors H € C;

On définit alors les C-groupes et les pro-C groupes :
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Définition 1.3.1 On dit qu’un groupe est un C-groupe s’il est dans C et on dit que c’est un pro-C
groupe s’il est une limite projective de C-groupes.

Voici quelques exemples de telles classes :

Exemple 1.3.1 1. La classe des groupes finis dont les limites projectives sont dites profinies.
2. La classe des groupes abéliens finis dont les limites projectives sont dites pro-abéliennes.

3. Si p est premier, la classe des p-groupes finis dont les limites projectives sont appelées pro-p
groupes. On s’intéressera particulierement a cette classe dans la suite.

Pour donner une caractérisation des pro-C groupes, commengons par énoncer un lemme :

Lemme 1.3.1 Soient {G;, fij, I} un systéme projectif de groupes finis discrets et {G, f;} leur limite
projective. Alors {Ker f; : 1 € I} est un systéeme fondamental de voisinages de 1 dans G.

Démonstration : 1l suffit de remarquer qu’un systéme fondamental de voisinages de 1 dans [] G;
el

est donné par < {1} x --- x {1} x I1 Gi: (reN)A(ig,...,ip € I)} et donc qu'un systeme

i€l iFin,enin
fondamental de voisinages de 1 dans @Gi est donné par

ImGi () [ {1 x--x{1}x ] Gi|:(reN)AG,....ir 1)

1€1,i#11,...ir

Puisque I est filtrant a droite, I’ensemble précédent est inclus dans

ImGi () ({3 x [[ Gi|:iel

ieliz]
qui n’est autre que {Ker f; : i € I'}. O
On dispose alors de la caractérisation suivante des pro-C groupes :

Proposition 1.3.1 Soit G un groupe topologique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le groupe G est un pro-C groupe.

(ii) Le groupe G est compact, totalement discontinu et pour tout sous-groupe normal et ouvert U de
G on a G/U €C.

(iii) Le groupe G est compact et il existe un systéme fondamental de voisinages U de 1 tel que

(U =1 et pour tout U € U, le groupe U est un sous-groupe normal et ouvert de G avec
veud
G/U eC.

(i) 1l existe un systéme fondamental de voisinagesU de 1 constitué de sous-groupes normaux, ouverts
et tel que G/U € C dés que U € U et G ~ @G/U.
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Démonstration : (i) = (i7) : si G est un pro-C groupe, alors G est compact et totalement discon-
tinu par la proposition 1.2.4. De plus, soit {G}, fi;, I} un systeme projectif de C-groupes et une famille
d’applications f; : G — Gj tels que {G, f;} est la limite de ce systéme. Soit U un sous-groupe normal
et ouvert de G : par le lemme 1.3.1 il existe i € I tel que ker f; C U, si bien que G/ ker f; = G; € C.
Alors, G/U = (G/ ker f;)/(U/ ker f;) est le quotient d’un élément de C, donc G/U € C.

(ii) = (i7i) : puisque G est compact et totalement discontinu, la preuve de la proposition 1.2.4

fournit un systéme fondamental U de voisinages ouverts-fermés de 1 tels que (| U = 1. Il suffit donc
el
de montrer que dans chaque ouvert-fermé U € U il existe un sous-groupe normal ouvert de G.

L’ensemble U étant ouvert et les opérations sur G continues, il existe pour tout x dans U un
voisinage V; C U de z et un voisinage S, C U de 1 tels que S;' C U, V.S, C U et VS, C U.
De plus, U est un fermé de G donc il est compact et il existe z1,...,x, € U telsque U =V, U---UV,, .

n
Posons S = () Sz, N S;Z,l qui est un ouvert. Alors SU C U, ce qui assure que le groupe ouvert
i=1

o0
H = |J S™ est inclus dans U. Enfin, puisque H est un ouvert du groupe compact G il est d’indice fini
n=1
et admet donc un nombre fini de classes de conjugaison, ce qui fournit que le groupe K = (| xHz ™!
zeG
est ouvert. Puisque K est normal, ouvert et K C H C U, il vient donc que K convient.

(791) = (#v) : si U est un systeme fondamental de voisinages de 1 avec les hypotheses de (ii7),

on a un morphisme continu ¢ : G — @G /U continu et surjectif. La condition (| U = 1 as-
Ueld
sure l'injectivité de ¢. Cette application réalisant une bijection continue entre compacts, c’est un

homéomorphisme, ce qui conclut.

(iv) = (i) : cette implication est immédiate.

1.4 Systeme de générateurs d’un groupe profini
On introduit ici une définition d’un systeme de générateurs qui tient compte de la topologie du groupe.
Définition 1.4.1 Soient G un groupe profini et X C G.

1. On dit que X un systéme de générateurs topologiques de G lorsque G = < X >

2. On dit que X converge vers 1 lorsque tout sous-groupe ouvert U de G vérifie que X — U est
fini.

Si les deux points précédents sont vérifiés, on dit que X est un systéme de générateurs de G qui
converge vers 1.

L’existence d’un tel systeme de générateurs dans un groupe profini n’est pas évidente :

Proposition 1.4.1 Si G est un groupe profini alors il admet un systéme de générateurs qui converge
vers 1.

Démonstration : On renvoie le lecteur a la proposition 2.4.4 de [6]. O

On dispose d’une propriété de cardinalité d’un systéme de générateurs qui converge vers 1 dans
un groupe profini :

Proposition 1.4.2 Soit G un groupe profini. St X etY sont deux parties génératrices infinies de G
qui convergent vers 1 alors | X| = |Y|.
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Démonstration : Soit X une partie génératrice infinie de G. On va montrer que | X| = |N| ou N
est 'ensemble des sous-groupes ouverts normaux de G.

Tout d’abord, X = |J (X — N) d’ou |X| < |N|.
NeN
Ensuite si A désigne I'ensemble des parties finies de X et N(A) = {N e N : X — A C N} pour

A e A, alors N = |J N(A). Puisque |A| = | X|, il suffit de montrer que |N(A)| < Ry pour pouvoir
AcA
conclure que |N| < |X].

Soit donc A € A : les éléments de N (A) sont en bijection avec les sous-groupes normaux ouverts
d’indice fini du groupe H = G/< X — A >. Or les sous-groupes d’indice fini de H sont 'image de
lapplication qui & un morphisme H — sfBij(N) (ou sfBij(N) désigne les permutations a support
fini de N) associe son noyau.

Puisque H est engendré par A, ’ensemble des morphismes H — sfBij(N) est de cardinal N64 =
Rg. On en déduit que [N (A)] < Vg, ce qui conclut. O

1.5 Complété d’un groupe suivant un filtre et pro-C complété
1.5.1 Complété d’un groupe suivant un filtre

On définit d’abord le complété d’un groupe suivant un filtre de sous-groupes normaux :

Définition 1.5.1 Soient G un groupe abstrait et N une famille de sous-groupes normauz de G filtrante
a gauche pour Uinclusion. On définit le complété de G suivant le filtre N, noté G comme la limite

projective lim G/N.

Pour établir certaines propriétés des groupes libres, nous avons besoin de quelques propositions.
La premiere établit la densité de I'image du morphisme 6 : G — G qui envoie g sur (gN)yen :

Proposition 1.5.1 Si 0 est l’application définie précédemment, alors 8(G) est dense dans G.

Démonstration : On montre de facon analogue au lemme 1.3.1 que si fy : G —» G/N désigne
la projection dans G/N pour N € N, alors la famille des Ker f forme un systéme fondamental de
voisinages de 14.

Pour z € @, il suffit donc de montrer que pour tout N € N, le groupe 8(G) rencontre x (Ker fy).
Soit donc N € N et g € G tel que gN = fy(z). Alors, fn(0(g)) = gN = fn(z) d'ott 8(g) € z Ker fx.
O

Proposition 1.5.2 Soient G un groupe, H un group profini, et ¢ : G — H un morphisme de
groupes. Soit N une famille de sous-groupes normauz de G ﬁltmnte a gauche pour l'inclusion telle
que pour tout sous-groupe normal ouvert V de H, le groupe qb Y(V) contient un élément de N'. Alors
il existe un unique morphisme continu gb G — H tel que gzﬁ@ = ¢.

Démonstration : Commencons par noter que I'unicité découle de la proposition 1.5.1.

Pour 'existence, notons fy : G — G /N la projection pour N € N. Si V est un sous-groupe
normal ouvert de H, prenons N € A tel que N < ¢~ (V). Posons alors g : G — H/V le morphisme
défini par gy (z) = ¢(fn(x))V, dont on vérifie qu'il est indépendant du choix d’un tel N.

On vérifie également que la famille des gy forme un systéme compatible avec H si bien qu’ils
induisent un morphisme continu gi) G—H qui vérifie gi)@ = ¢. U
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1.5.2 Pro-C complété d’un groupe
Soit C une classe de groupes vérifiant les hypotheses de 1.3. On introduit ici un foncteur de complétion

qui part de la catégorie des groupes discrets dans celle des pro — C groupes.

Si G est un groupe discret, posons Ng(G) = {N IG:G/N € C} qui est filtrante d’apres les
hypothéses (i) et (i7) faites sur C : en effet, si N1, Ny € N¢(G) alors G/N; N Ny s’injecte dans
G /N1 x G /N3, si bien que N1 N Ny € C.

Définition 1.5.2 Soit G un groupe discret. On définit le pro-C complété de G, noté Gz, par hén G/N.
NeN:(G)

Dans la suite, si G est un groupe discret, la topologie sur engendrée par N¢(G) est appelée la pro-C
topologie de G.

A la maniere du paragraphe précédent, on définit alors 6 : G — G4, dont I'image est dense dans
G par la proposition 1.5.1. De plus, la proposition 1.5.2 assure que le pro-C complété d'un groupe
vérifie la propriété universelle suivante :

Proposition 1.5.3 Soit G un groupe discret. Il existe un unique couple (&,1) ot
(i) & est un pro-C groupe ;
(ii) v : G — & est un morphisme continu pour la pro-C topologie de G ;
et tel que pour tout pro-C groupe H et tout ‘morphisme continu ¢ : G — H pour la pro-C topologie de

G, il existe un unique morphisme continu ¢ : & — H telle que ¢ = ¢u.

Démonstration : Par les propositions 1.5.1 et 1.5.2, il est clair que (G@, ) répond a ce probleme
universel. L’ unicité releve d’arguments usuels. (I

Définissons de fagon constructive la pro-C complétion d’un morphisme entre groupes discrets.

Définition 1.5.3 Soient G, H des groupes discrets et ¢ : G — H un morphisme de groupes.

Posons M = {gf)_l(M) M € NC(H)} Puisque C est clos par sous-groupe, M est inclus dans
Ne(G). De plus, la cloture par sous-groupe et par produit de C assurent que M est filtrante. Pour
tout N € Ne(H), on dispose alors d’un morphisme continu ¢n obtenu par composition

oN

[ Jim G/¢—1<M>] —— G/¢~'(N) — H/N
MeNc(H)

ou le premier morphisme est la projection et ou le second morphisme est induit par ¢. La limite
projective de (pN)Neny(m) nduit alors un morphisme continu ¢ : m G/~ (M) — Hg.
MeNc(H)

La filtration M étant incluse dans Ne(G), on dispose d’un morphisme surjectif

v: Gg— lim G/M.
MeMm

On définit alors le pro-C complété de ¢, noté ¢z comme la composée (ZB”L/J.

La définition précédente assure la continuité du pro-C complété d’un morphisme. Néanmoins, on
dispose également de la description ensembliste suivante du complété, dont la vérification est laissée
au lecteur :

10
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Proposition 1.5.4 Soient G, H des groupes discrets et ¢ : G — H un morphisme de groupes. Le
pro-C complété de ¢ est donné par :

bg @ G/M — l&n H/N
MeN(G) NeNc(H)

(Tp) Mene (@) — (¢($¢‘1(N)))NGNC(H)

On a la propriété de fonctorialité suivante, dont la preuve est laissée au lecteur :

Proposition 1.5.5 Soient G, H, K des groupes discrets ainsi que ¢ : G — H ety : H — K des
morphismes. Alors (Y¢)s = V595

On vient donc de définir un foncteur covariant (_)s de la catégorie des groupes discrets dans celle
des pro-C groupes. Ainsi défini, il a la propriété d’exactitude suivante :

Proposition 1.5.6 Le foncteur ()5 est exact a droite.

Démonstration : Soit une suite exacte courte de groupes discrets 1 G ¢ H y K 1.
Elle induit la suite suivante, dont nous montrons ’exactitude :

Gy e K, 1.

6\
c » Hg

Montrons la surjectivité de ¢ :

Le pro-C complété de ¢ est obtenu comme la limite projective des morphismes (¢n)nenr (k) O
pour chaque N € N¢(K) le morphisme 1y est la composée des morphismes suivants :

lim H/M —— lm H/¢pY(L) — H/¢y~Y(N) —— K/N.
MeNc(H) LeN¢(K)

Or, le premier morphisme est surjectif par la proposition 1.2.3 ; le second l’est car c¢’est une pro-
Jection et le troisiétme l'est car ¢ 'est. Ainsi le morphisme 1z est surjectif comme limite projective de
morphismes surjectifs et de source compacte, par la proposition 1.2.3,.

Montrons 'exactitude en H Gt

Tout d’abord, on sait que ¥¢ = 0 et donc par fonctorialité 1z¢z = (¢)z = 0 d’ott Im ¢z C Ker 5.

Ensuite, soit (yar)mrene () € Kertpg. Soit M € Ne(H) : Uexactitude de la suite initiale induit la
suite exacte

G L (M) ~2s H/M "M KJp(M) —— 1

oll ¢, et ¥, sont les applications quotient respectives de ¢ et 1. Puisque P (yar) = 1, il existe
Ty-1(M) € G/~ (M) tel que ¢r(Tg-1(ar)) = Yy ¢ on dispose ainsi d’une famille (x¢_1(M))MeNC(H)'
La compatibilité des applications ¢, avec le systeme projectif donné par la famille (G /¢~ (M)) pse Ne(H)
fournit que (x¢71(M))MeNC(H) € 1&0 G/¢~1(M). Or, la proposition 1.2.3 assure la surjectivité
MeNe(H)
du morphisme

lim G/L —— lim G/¢~'(M).
LeNe(G) MeNc(H)

11
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Tout antécédent de (x¢_1(M))
¢g- Ainsi Ker ¢z C Tm ¢

MeN. (i) PAT ce morphisme est donc un antécédent de (yar) pren; () Par

On a donc Im ¢z = Ker 5. O

Dans le cas particulier de la classe des pro-p groupes, ou p est premier, on désignera par Gj le
pro-p complété d’un groupe discret G.
1.6 Pro-C groupes libres

La notion de groupe libre est ici considérée sous un angle topologique. On développe dans cette partie
les propriétés fondamentales de ces groupes qui sont utilisés dans la suite.

Définition 1.6.1 Soit X un ensemble. Un pro-C groupe libre sur X est la donnée d’un pro-C
groupe F' et d’une application v : X — F tels que :

1. L’ensemble 1(X) converge vers 1;

2. Pour tout pro-C groupe G et toute application j : X — G dont l’image converge vers 1, il existe
un unique morphisme j : F — G qui fasse commuter le diagramme suivant :

a ! G
N
X

On a alors Pexistence et I'unicité d’un tel groupe :

Proposition 1.6.1 Si X est un ensemble, alors il existe un pro-C groupe libre sur X. Celui-ci est
unique @ isomorphisme pres et est noté Fc(X).

Démonstration : Si I'unicité découle de la propriété universelle, I'existence mérite d’étre précisée.

Soit Fj le groupe libre sur X et U ’ensemble des sous-groupes normaux U de Fy tels que Fy/U € C
et X — U est fini, muni de la filtration a gauche naturelle.

On pose alors F' = I'£1Fo /U le complété de Fy suivant U et ¢ : X — F' Papplication obtenue par
la composition de I'inclusion X — Fj par le morphisme 6 : Fy — F. On affirme que (F,:) est un
pro-C groupe libre sur X.

Tout d’abord, ¢(X) converge vers 1. En effet, d’apres le lemme 1.3.1, il suffit de prendre comme ou-
vert un sous-groupe de F' de la forme Ker fiy (ou U € U et fyy désigne la projection 1£1 Fy/V — Fy/U).
Or, 1(X) — Ker fy est fini car =1 (1(X) — Ker fy7) est inclus dans X — U lequel est fini.

Ensuite, soit G un pro-C groupe et j : X — G d’image convergeant vers 1. Par la propriété
universelle du groupe libre, il existe un morphisme ; : Fy — G qui étend j. Enfin, par la proposition
1.5.2, il existe j : F — G telle que j0 = j. Ainsi, jo = jOlx = jlx = j si bien que j fait commuter
le diagramme de la propriété universelle.

Notons enfin que ¢(X) engendre F' d’apres la proposition 1.5.1, si bien que j est unique. Il

Remarque 1.6.1 La preuve précédente assure que 1(X) est une partie génératrice de Fe(X) et que ¢
est injective.

Dans la suite, si p désigne un nombre premier et X un ensemble, on note §,(X) le pro-p groupe
libre sur X.
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1.7 Présentation topologique d’un pro-C groupe

On définit le pendant topologique de la présentation algébrique d’un groupe :

Définition 1.7.1 Soient G un pro-C groupe, X C G et R C Fe(X). On dit que < X|R > est une
présentation topologique de G si X est un systeme de générateurs de G qui converge vers 1 et si
on a une suite exacte courte

0 —— <R>" —— Fe(X) — G —— 0

ot < R >" désigne l’adhérence du sous-groupe normal engendré par R dans Fc(X) et ot les fleches
sont supposées continues.

1.8 Sous-groupe de Frattini d’un groupe profini

Le groupe de Frattini permet de ramener 1’étude des systemes de générateurs d’un groupe a celui d’un

groupe plus simple a étudier :

Définition 1.8.1 Soit G un groupe profini. Le sous-groupe de Frattini de G, noté ®(G), est l'intersection
de tous les sous-groupes ouverts maximauz de G.

Notons d’emblée que ®(G) est un sous-groupe normal strict de G. On a besoin de quelques
propriétés supplémentaires pour la suite.

Proposition 1.8.1 Soient G un groupe profini et H un sous-groupe fermé de G. Si G = H®(G)
alors G = H.

Démonstration : Puisque H est fermé, il est I'intersection de tous les sous-groupes ouverts de G qui
le contiennent (voir par exemple la proposition 2.1.4 de [6]) et soit M un sous-groupe ouvert maximal
de G qui contient H. Alors M = G, sans quoi M ®(G) = M serait un sous-groupe strict de G. O

Enfin, nous disposons d’une description du sous-groupe de Frattini pour les pro-p groupes :

Proposition 1.8.2 Si G est un pro-p groupe, alors ®(G) = GP[G, G].
Démonstration : On renvoie le lecteur a la proposition 2.8.7 de [6]. O

1.9 Dualité de Pontryagin

Un outil puissant lors de ’étude des groupes topologiques est le dual de Pontryagin :

Définition 1.9.1 Soit G un groupe topologique. Le dual de Pontryagin de G, noté é, est le groupe
des morphismes continus de G dans R/Z muni de la topologie compacte-ouverte.

On admet le théoréeme suivant, du a Lev Pontryagin, qui est utilisé dans la suite :

Théoreme 1.9.1 Soit G un groupe topologique abélien et localement compact. Alors, Uapplication

G—G qui a g € G associe le morphisme d’évaluation ¢ : G — R/Z, donné par f — f(g), est un
isomorphisme de groupes topologiques.
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2 Préambule sur la cohomologie des groupes profinis

Dans cette section, on définit la cohomologie d’un groupe profini et on montre quelques propriétés
fondamentales qui sont utiles dans la suite. A cet effet, considérons un groupe profini G.
2.1 Premieres définitions

On note €g la catégorie des groupes abéliens discrets sur lesquels G opére continiiment. Autrement
dit, un objet de €x est un groupe abélien discret A muni d’une application continue G x A — A, qui
envoie (g,x) € G x A sur gz, et telle que :

(i) pour tout z € A on a ex = x ou e désigne 1’élément neutre de G ;
(ii) pour tout g,h € G et z € A on a (gh)xr = g(h(x)) ;
(iii) pour tout g € G et x,y € Aon a g(z +y) = gz + gy.

Sauf mention du contraire, tout module considéré par la suite sera supposé dans €5. Commengons
par donner un nom aux objets de cette catégorie :

Définition 2.1.1 Tout élément A de la catégorie Cq est appelé un G-module.

Pour chaque G-module A, on note C"(G, A) ’ensemble des applications continues de G™ dans A.
Pour n > 0, on définit alors le morphisme de cobord

dy : CY(G, A) —— C"L(G, A)

par la formule

dn( )91, Gn1) =01 F(92, -2 Gn1) + Y (1) f(g1,- -2 GiGit1s -+ Int1)

)

—_

+ (D" (g1, ... 9n)

et on pose d_; = 0.

On dispose alors de la propriété suivante, dont la vérification est laissée au lecteur :
Proposition 2.1.1 Pour toutn >0, on a d, od,—1 = 0.
On obtient donc un complexe de cochaines C*(G, A) donné par :
0 -1 00(G, A) —T el A) B e, A) 2
Ce complexe induit alors des groupes de cohomologie :

Définition 2.1.2 Soit n > 0. On définit le n-ieme groupe de cohomologie de G a valeurs dans A,
noté H"(G, A), par Ker(d,)/Imd,_;.

Fixons également les termes qui seront utilisés dans la suite :

Définition 2.1.3 Soit n > 0. On appelle :
(i) une n-cochaine tout élément de C™(G,A) ;
(i) un n-cocycle tout élément de Z™(G, A) := Kerd, ;

(iii) un n-cobord tout élément de B"(G,A) :=Imd,,_1.

De plus, pour simplifier les notations :
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Remarque 2.1.1 Dans la suite, s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera d au lieu de d,.

Soit A un G-module. Commencons par donner une caractérisation de ses premiers groupes de
cohomologie :

Exemple 2.1.1 Caractérisation de HO(G, A).
Le 0-iéme groupe de cohomologie H°(G, A) est I’ensemble des éléments dans A fixés par laction de
G, a savoir I’ensemble AY = {a € Alga = a,Vg € G}.

Exemple 2.1.2 Caractérisation de H'(G, A).

Un 1-cocycle est une fonction continue x : G — A telle que pour tout (o,7) € G? on ait :

z(oT) = x(0) + ox(T).
Un 1-cobord est une fonction continue r : G — A telle qu’il existe a € A tel que pour tout o € G on
ait

z(o) = oa — a.

Notons que si l'action de G sur A est triviale, alors H'(G, A) est l’ensemble des morphismes continus
de G dans A.
2.2 Suite exacte longue de cohomologie
Dans cette section, on introduit la suite exacte longue de cohomologie associée a une suite exacte
courte : elle est tres utile pour calculer certains groupes de cohomologie.

Commencons par énoncer un premier lemme, plus connu sous le nom de lemme du serpent :

Lemme 2.2.1 Soit un diagramme commutatif

A—tsp—t ¢ 0
0 PUBE A = e

ot les lignes sont exactes. On dispose alors d’une suite exacte canonique

Ker(i) — Ker(a) ——— Ker(f) 1 Ker(y) U

J
L Coker(c) —“— Coker(8) —2— Coker(y) —— Coker(j").

Démonstration : L’existence et I'exactitude des lignes du haut et du bas sont faciles & vérifier. On
va maintenant construire un morphisme

J : Ker(y) — Coker(«)

qui convient. Soit ¢ € Ker(y). Il existe b € B tel que j(b) = ¢ puisque j est surjectif. Comme
7'(B(D) =~(5(b)) = v(c) = 0, il existe un unique a’ € A’ tel que i'(a’) = 8(b). On définit

§(c) :=d mod a(A).

Cette définition ne dépend pas du choix de b : en fait, si b est un autre élément de B tel que j (B) =c
et si ' € A est tel que (a’) = B(b), alors j(b — b) = 0, c’est-a-dire b — b = i(a) pour un a € A.
Donc /(&' — a’ = B(b—b) = B(i(a)) = i'(a(a)), et par conséquent @’ — o’ = a(a), cest-a-dire @' = o
mod «(A).
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=0, il existe un a € A tel que @’ = a(a), ot d’ est défini comme ci-
"N—i'(a(a)) = 0, c’est-a-dire b—i(a) € Ker(p) et j(b—i(a)) = ¢ € Im(j).

Exactitude en Ker(y) : si d(c)
dessus, et donc 3(b—i(a )) i'(a

Exactitude en Coker o : Soit a’ € A’ tel que i'(a’) = 0 mod (B(B)), il existe un b € B tel que
i'(a") = B(b). Soit ¢ = j(b), et on a donc d(c) = a’ mod a(A) par la définition de 4. O

Une suite exacte de G-modules

0 A B C 0

induit le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont exactes
C(G, A) —— C7(G, B) ——— C7(G, C) —— 0
A B g
0 —— Z"NG,A) —— Z2"1(G, B) —— Z"TH(G, O)
ot C*(G, @) := C"(G, )/ Im(d,), Z"(G, e) := Ker(d,+1). Notons que Ker(d?) = H"(G, e) et Coker(d,,) =
H™ (G, e). D’apres le lemme 2.2.1 on obtient donc pour tout n > 0 la suite exacte
H"(G,A) — H"(G,B) — H"(G,C) —>— H""(G, A) —— H""(G,B) —— H""(G,C)
On vient donc de prouver le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 Tout suite exacte de G-modules 0 A B C 0 induit une
suite exacte longue

0 AG BS cC 2 HY(G,A) ——

. —— H"(G,A) —— H"(G,B) —— H™(G,C) —2— H"(G, A) ——

2.3 Quelques morphismes entre groupes de cohomologie

On va introduire des morphismes entre certains groupes de cohomologie qui seront utiles par la suite.

Etant donnés deux groupes profinis G et G, un G-module A4 et un G/-module 4’, on appelle paire
compatible un couple (¢, f) ol ¢ est un morphisme G’ — G et f est un morphisme A — A’ vérifiant
la relation f(p(0’)a) = o’ f(a) pour tous o’ € G’ et a € A.

Une telle paire induit naturellement un morphisme :

C"(G,A) —— C"(G", A
a—— foaoyp
On vérifie aisément que ce morphisme commute avec le cobord d, si bien qu’il induit un morphisme :
H"(G,A) —— H"(G', A).

Dans la suite, nous allons appliquer ce procédé pour construire trois morphismes entre des groupes
de cohomologie.
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2.3.1 Morphisme d’inflation
Soient H un sous-groupe distingué fermé d’un groupe profini G et A un G-module, alors A” est un

G /H-module.

Le couple formé de la projection G — H et de l'injection A¥ — A forme une paire compatible
de morphismes, qui induit un morphisme

infS™ HMG/H, AT) - HY(G, A)

appelé inflation. Par définition, on voit que I'inflation est transitive au sens ol pour deux sous-groupes
distingués fermés H C F' de G, on a

. LG/H . ,G/F . .GJF
infa' oin G/H—znfG .

2.3.2 Morphisme de restriction
Soient H un sous-groupe fermé d’un groupe profini G et A un G-module. Commengons par remarquer

que A possede également une structure de H-module.

L’inclusion H < G et le morphisme identité A — A forment une paire compatible, d’ou un
morphisme induit en cohomologie

res$ : HY(G,A) — H"(H, A)

qui I'on appelle restriction. Il est clair que la restriction est transitive, au sens ou pour deux sous-

groupes F' C H de G, on a

resg o resg = resg.

2.3.3 Lemme de Shapiro

Soit H un sous-groupe fermé de G. Pour chaque H-module A, on considere le G-module
M =1IndZ(A)

qui est I’ensemble de toutes applications continues = : G — A telles que z(70) = 72(0) pour tout
7 € H. L’action de p € G sur M est donnée par z(o) — (pz)(c) = x(op). Les G-modules ainsi
obtenus sont dit induits.

On a un morphisme 7 de IndZ (A) dans A défini par = —— x(1).

L’inclusion H — G et 7 forment une paire compatible. On en déduit donc un morphisme entre
H™(G,IndZ(A)) et H"(H, A). En fait, par une construction explicite (voir par exemple la proposition
1.6.4 de [5]), on peut trouver un inverse de ce morphisme, ce qui fournit la propriété suivante :

Proposition 2.3.1 (Lemme de Shapiro) Il y a un isomorphisme H™(G, Ind2 (A)) = H™(H, A) pour
chaque n > 0.

2.3.4 Morphisme de transgression

On construit ici un morphisme dans un cas particulier qui suffira pour la suite.

Proposition 2.3.2 Soient H un sous-groupe distingué et fermé de G et A un G-module.
Si un 1-cocycle x : H — A est un représentant pour un élément [x] € H'(H, A)/H | alors il

existe une 1-cochaine y : G — A telle que y|g = x et que d(y)(o1,02) est contenu dans A et ne
dépend que des classes o1 H, oo H .
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Démonstration : Soit s: G/H — G,~ — s7v une section continue de la projection G — G/H telle
que sl = 1 (pour lexistence, voir par exemple 'exercice 4 de la section 1.1 dans [5] : I'idée est de
considérer ’ensemble X des paires (5, s) telles que s est une section continue G/H — G/S ; 'ordre
naturel sur X rend X inductif et on déduit le résultat par le lemme de Zorn). Puisque [z] est invariant
par chaque v € G/H, on a

s7((s7)7'7s7) — a(7) = Ty(s7) — y(s7) (1)

pour un élément y(sy) € A. On peut supposer que y(1) = 0 et que v — y(s7y) est continue. En fait,
il existe un sous-groupe distingué ouvert U de G tel que z(7) ne dépend que des classes 7(H NU) et
est contenu dans AY. Donc le membre de gauche de I’équation (1) prend la méme valeur pour tous
les éléments sy dans une classes modulo U. Donc on peut choisir pour y(s7v) la méme valeur dans une
classe de G/U, c’est a dire que y(sv) est une fonction continue de . Pour un o = sy7 € G arbitraire,
on pose

y(o) = y(s7y) + sv(7).

Soient 0,0; € G,7 € H. Une série de calculs (qui sont détaillés par exemple dans la proposition 1.6.6
de [5]) montre que pour o, 01, 09 € Get 7 € H :

Lylg=x

2. y(or) =y(o) + oy(r)

3. y(ro) = y(r) + 7y(0)

4. d(y)(o1,027) = d(y) (017, 02) = d(y)(o1,02)
5. 1d(y)(o1,02) = d(y)(o1,02)

Donc y est une 1-cochaine qui convient. Il

Considérons maintenant = et y comme dans la proposition précédente. Alors la classe [d(y)] de d(y)
peut étre vue dans H2(G/H, A®). On peut ainsi définir une application dite de transgression par

tg: H'(H,A)¢/H — H*(G/H,AY)

[z] [d(y)]

avec les notations de la proposition 2.3.2.

2.3.5 Suite exacte a cinq termes

Proposition 2.3.3 Soient H un sous-groupe distingué fermé de G et A un G-module. La suite
sutvante est exacte :

0 —— HYG/H, AT) s gy, A) —res qgY(H, AT Y g2(G/H, A7) - g2(a, A).

Démonstration : Exactitude en H'(G, A).

Soit z : G/H — A" un 1-cocycle dans Z'(G/H, A") tel que inf(z) : G — G/H — A est un
cobord dans B!(G, A), c’est-a-dire qu'’il existe a € A tel que pour tout o € G on a inf(r)(c) = ca—a.
Pour tout 7 € H et 0 € G, on a inf(z)(c) = inf(z)(oT) et donc ca —a = o7a — a. On en déduit que
ac A" et que x(cH) = inf(z)(0c) = 0a — a = 0 Ha — a. Par conséquent, = est un 1-cobord.

Exactitude en H'(G, A).
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Soit z : G/H — A" un 1-cocycle dans Z'(G/H, A™), alors
(resoinf)(x)(r) = inf(z)(r) = 2(TH) = 2(H) = 2(1) = 0

si bien que Im(inf) C Ker(res).

Réciproquement, soit z : G — A un l-cocycle dans Z'(G, A) tel que res(x) est un cobord dans
BY(H, A)¢/H | ¢est-a-dire (1) = Ta — a pour tout 7 € H. Le 1-cocyle /() = x(0) — (0a — a) de G
définit la méme classes de cohomologie que z et satisfait 2/(7) = 0 pour tout 7 € H. Donc

2 (o7) = 2'(0) + o2/ (1) = 2/ (0),

et

i (ro) = 2/ (1) + 12/ (0) = 72/ (0)
On définit y : G/H — A par y(cH) = 2'(0). Alors y(cH) € A", car y(oH) = y(toH) = 7y(cH)
pour tout 7 € H, et on obtient un 1-cocycle avec inf(y) = 2’ qui montre que Ker(res) C Im(inf).

Exactitude en H'(H, A)¢/H.

Siy € ZY(G, A) et © = res(y) représente une classe [z] dans H'(H, A)¢/H | alors tg[x] = [d(y)] = 0,
si bien que Im(res) C Ker(tg).

Réciproquement, soit = € Z'(H, A) représentant une classe [z] € H'(H, A)/H tel que tg[z] = 0.
Soit y € C!(G, A) une cochaine comme dans la proposition 2.3.2. L’élément d(y) peut étre vu comme
un 2-cocycle de G/H : ainsi [d(y)] = tg[z] = 0 et donc d(y) = d(z) ou z € C}(G/H, AH). Voyant
y et z comme des fonctions sur G, on a y — z € Z'(G,A). Comme res(y — z) et res(y) = = sont
des 1-cocycles de H, res(z) l'est aussi, et puisque z est constant sur H, on a res(z) = 0. Donc
res(y — z) = res(y) = x, c’est-a-dire [x] = res[y — z|, ce qui montre que Ker(tg) C Im(res).

Exactitude en H?(G/H, A™).

Soit x € Z'(H, A) un cocycle qui représente une classe [z] € H'(H, A)9/A. Par la proposition
2.3.2,ily a un cocycle z € Z%(G/H, A) tel que inf(z) = d(y) et tg[z] = [z]. Donc inf(z) € B%(G, A)
et inf(tglx]) = [inf(z)] =0, ce qui montre que Im(tg) C Ker(inf).

Réciproquement, soit z € Z2(G/H, A™) tel que 2(1,0) = 2(0,1) = 0 et inf[z] = [inf(z)] =
0. Alors inf(z) = d(y) avec y € CY(G,A). On pose x = res(y) et on a d(z) = res(d(y)) =
res(inf(z)) = 0. En voyant d(y) comme un 2-cocycle z de G/H, tglx] = [d(y)] = [2], ce qui montre
que Ker(inf) C Im(tg). O
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3 Préambule sur ’algebre complétée d’un groupe profini

Dans cette partie nous introduisons la structure universelle d’algebre complétée d’un groupe profini
suivant un anneau profini.

3.1 Anneaux profinis

1l s’agit de définir la notion d’anneau profini :

Définition 3.1.1 Un anneau profini est un anneau topologique qui est limite projective d’anneaux
finis et discrets.

Les propriétés montrées dans le cadre des groupes profinis demeurent et nous laissons au lecteur
le soin d’adapter les preuves précédentes :

Proposition 3.1.1 Soit A un anneau topologique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’anneau A est un anneau profini.
(i) L’anneau A est compact.

(iii) L’anneau A est compact et totalement discontinu.

(iv) L’anneau A est compact et il existe un systeme fondamental de voisinages de 0 constitué d’idéauz
ouverts de A.

(v) L’élément 0 a un systéeme fondamental de voisinages J constitué d’idéauz ouverts I et tels que
A~ @A/I.

Nous pouvons alors définir la notion d’algebre profinie sur un anneau profini :

Définition 3.1.2 Soient A un anneau profini et A une A-algébre topologique. On dit que 2 est une
A-algébre profinie si elle est limite projective de A-algébres finiment engendrées et libres comme A-
modules.

Notons alors que :

Remarque 3.1.1 La caractérisation de la proposition 3.1.1 demeure vraie pour les algébres topologiques
sur un anneau profini A, a condition de remplacer le terme “anneau” par ”algébre”.
3.2 Algebre d’un groupe fini sur un anneau profini

On donne ici une structure topologique a 1’algebre d’un groupe fini, pourvu que ’anneau de base soit
profini.

Définition 3.2.1 Soient A un anneau profini et G est un groupe fini. L’algébre du groupe G sur
Uanneau A est I’ensemble des combinaisons formelles Z rqg a coefficients dans A, muni de la topologie
geG

produit.

La remarque 3.1.1 assure alors que :

Proposition 3.2.1 Si A est un anneau profini et G est un groupe fini, alors l’algébre de groupe A[G]
est une A-algébre profinie.
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3.3 Algebre complétée d’un groupe profini

Nous sommes maintenant en mesure de définir ’algebre d’un groupe profini :

Définition 3.3.1 Soient A un anneau profini et G un groupe profini. La A-algébre complétée de
G, notée A[G], est définie comme étant la limite projective @A[G/U] ot la filtration porte sur les
sous-groupes ouverts et normauz de G.

La proposition suivante est alors conséquence de la remarque 3.1.1 :

Proposition 3.3.1 Si A est un anneau profini et G est un groupe profini, alors A[G] est une A-
algebre profinie.

Si U désigne l’ensemble des sous-groupes ouverts et distingués de G, posons 6 : G — A[G]*
lapplication qui envoie g € G sur (¢ mod U)yey : elle est continue car pour U € U, 'application
G — A[G/U] qui envoie g sur sa classe modulo U l’est. L’application # est alors une injection
continue de source compacte d’ou :

Proposition 3.3.2 L’application 6 est un plongement de G dans A[G]*.

La proposition précédente permet d’identifier un groupe profini a son plongement dans son algebre
complétée. On définit alors I'algebre du groupe G suivant ’anneau A par :

Définition 3.3.2 L’algébre du groupe profini G suivant l’anneau A, notée A[G], est définie comme
étant la sous-algébre de A[G] engendrée par 0(QG).

Notons que cette définition coincide bien avec 3.2.1 lorsque G est fini puisque dans ce cas, I’algebre
complétée est confondue avec ’algebre de groupe.

On dispose enfin de la propriété suivante sur ’algebre d’un groupe profini, la preuve étant analogue
a celle de la proposition 1.5.1 :

Proposition 3.3.3 Si G est un groupe profini et A est un anneau profini, alors l'algébre de groupe
A[G] est dense dans lalgébre complétée A[G].
3.4 Propriété universelle de ’algebre complétée

Avant d’exhiber la propriété universelle vérifiée par 1’algebre complétée, nous avons besoin d’un pre-
mier lemme d’uniforme continuité sur un groupe compact:

Lemme 3.4.1 Soient G un groupe compact et H un groupe topologique tel que lp a un systéme
fondamental de voisinages formé de sous-groupes.

Si f : G — H est une application continue alors pour tout voisinage V de 1y, il existe un
voisinage U de 1g tel que pour tout (z,y) € G2, si 1y € U alors f(x)"f(y) € V.

Démonstration : Soit f : G — H une application continue et V un voisinage de 1y : par
hypothese, on peut supposer que V est un sous-groupe de H. La continuité de f assure que pour tout
x € G il existe un voisinage U, de 14 tel que :

(i) f(Uz) SV
(ii) f(als) € f(2)V
(iii) Pour tout y € G, si y € 2U, alors f(z) 1 f(y) C V.
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Puisque G est compact et que les zU, (pour z € G) recouvrent G, on a (x;)i<i<n, € G" tels que
G=x1U; U---UzyU,,. Posons alors U =U,, N---NU,,.

Soit (z,y) € G? tel que 271y € U. Le recouvrement de G par les z;U,, assure alors I'existence
de i,j € {1,...,n} tels que x € ;U et y € x;U,; : on dispose donc de (uj,uj) € Uy, x Uy, tel que
T = xu; ety = xu;.

Alors, f(z)" ' f(y) = [f(z) 7  f(zi)] [f(zi) " f(2;)] [f(z;) "' f(y)]. Le choix de z; et x; assure alors
que f(z)"'f(z;) € Vet f(z;)" f(y) € V. De plus, puisque 2~ 'y € U, on a z; ‘zju; € w;U C Uy,
d'ott f(z;)"Lf(xju;) € V. Mais puisque f(zju;) € f(z;)V, il vient que f(z;) "1 f(z;) € V car V est
un groupe.

Ainsi, f(x)~'f(y) € V si bien que U convient. O

L’algebre complétée d’un groupe profini vérifie la propriété universelle suivante :

Proposition 3.4.1 Soient A un anneau profini, A une A-algébre profinie et G un groupe profini. Tout
morphisme continu f : G — A* se prolonge de facon unique en un morphisme continu d’algébres

f:A[G] — .

Démonstration : Pour l'unicité, remarquons que f se prolonge en un unique morphisme continu
A[G] — 2. La densité de A[G] dans A[G] assure alors 'unicité d’un prolongement de f a A[G].

Pour l'existence, donnons-nous un systeme fondamental de voisinages de 0 dans 2 constitué
d’idéaux ouverts I et tels que A ~ 1&n2l/f Soit I un tel idéal : le lemme 3.4.1 assure l'existence d'un
sous-groupe ouvert et normal U de G tel que pour z,y € G, si 271y € U alors f(x) — f(y) € I.

L’application f passe donc au quotient en une application fy; : G/U — /I et induit un
morphisme d’algebres fUJ : A[G/U] — /1. En composant par la projection A[G] — A[G/U],
on obtient alors une application f; : A[G] — 2A/I dont on vérifie qu’elle est indépendante du choix
initial de U/. Enfin, la famille des application (f;) induit un morphisme continu f : A[G] — 2 qui
prolonge f, si bien que f convient. O

3.5 Fonctorialité de P’algebre complétée

Un anneau profini A étant donné, nous venons d’associer a chaque groupe profini une algebre profinie.
Il s’agit maintenant de vérifier que cette opération définit bien un foncteur, c’est a dire qu’elle est
compatible avec les morphismes de groupes profinis.

Proposition 3.5.1 Soient A un anneau profini et G,H des groupes profinis.

Tout morphisme continu de groupes ¢ : G — H se prolonge de facon unique en un morphisme
d’algébres complétées @ : A[G] — A[H], dont le noyau est l'idéal topologique engendré a gauche par
les (x — 1) pour x € Ker ¢. De plus, si ¢ est surjective, alors ® l’est aussi.

Démonstration : Soit ¢ : G — H un morphisme continu et N = Ker ¢. L’existence et 'unicité
d’un prolongement de ¢ en un morphisme d’algebres complétées ® : A[JG] — A[H] sont une
conséquence de la proposition 3.4.1.

Pour déterminer le noyau de ® on peut supposer que ¢ est surjective, quitte a prendre sa core-
striction sur son image. Notons (V) adhérence de I'idéal a gauche engendré par {(h — 1) : h € N}.

Il est d’emblée clair que I(N) C Ker®, si bien que ¢ passe au quotient en une application
®: A[G]/I(N) — A[H].

Notons enfin que G+I(N)/I(N) est un groupe pour la multiplication de A[G] (car pour tout g € G,
on a gI(N)g~' C I(N)). Ainsi, ® se restreint en une application continue ¥ : G + I(N)/I(N) — H
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qui est clairement bijective. La séparation de H et le caractere quasi-compact de G + I(N)/I(N)
assurent alors que ¥ est un homéomorphisme. On peut donc étendre U~! en un morphisme continu
d’algebres A[H] — A[JG + I(N)/I(N)] = A[G]/I(N).

De plus, U1 = id[qy et o1y = id App car elles prolongent respectivement idg et idg. On en
déduit donc que ® est un homéomorphisme d’algebres, ce qui fournit bien que I(N) = Ker ®.

Le dernier point est conséquence des arguments qui viennent d’étre utilisés. [l
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4 L INEGALITE DE GOLOD ET SHAFAREVICH

4 L’inégalité de Golod et Shafarevich

Dans cette section, nous énongons le théoreme de Golod et Shafarevich que nous prouvons dans les
sections suivantes de deux fagons.

La premiere preuve repose sur des arguments de cohomologie. Celle-ci est suivie d’une seconde
preuve reposant quant a elle sur des arguments algébriques sur les séries formelles non commutatives.

4.1 Un énoncé topologique
Si p est un nombre premier et G est un pro-p groupe, nous appellerons dans la suite :
(i) d(G) le cardinal minimal d’un ensemble de générateurs de G qui converge vers 1 ;

(ii) r(G) le cardinal minimal d’une partie R de §, (d(G)) qui converge vers 1 et telle que < d(G)|R >
soit une présentation topologique de G au sens de la définition 1.7.1.

Si on pose € I'ensemble des cardinaux inférieurs & max(|G|, Np), alors (d(G),r(G)) est le plus petit
élément pour l'ordre lexicographique sur le sous-ensemble de € x € formé des couples (d,r) tels qu’il
existe une partie R de §p(d) qui converge vers 1 et de cardinal r, ainsi que des morphismes continus
s’insérant dans une suite exacte courte

0 —— <R>"— Fd — G——0

olt < R >" désigne I'adhérence du sous-groupe normal de §,(d) engendré par R.

En 1964, Golod et Shafarevich ont établi dans [2] I'inégalité suivante :

(d(G) —1)°

Théoréme 4.1.1 (GOLOD ET SHAFAREVICH) Si G est un p-groupe, alors r(G) > 1

Une amélioration a été apportée indépendamment par Gaschiitz et Vinberg par la suite :

d(G)?
-~

Théoréme 4.1.2 Si G est un p-groupe, alors r(G) >
C’est la version améliorée de I'inégalité qui fait ’objet du présent mémoire.

4.2 Un énoncé algébrique

Si G est un groupe discret, posons :
(i) 9(G) le cardinal minimal d’un ensemble de générateurs de G ;

(ii) (@) le cardinal minimal d’une partie R de £(X) telle qu’il existe une suite exacte courte
1 <R>" 5 ¢X) — =G —— 1
o1 X désigne un ensemble & 9(G) éléments, £(X) le groupe libre sur X et < R > le sous-groupe

normal de £(X) engendré par R.

Si p est un nombre premier on dispose du corollaire suivant au théoreme 4.1.2 :

2(G)?

Théoréme 4.2.1 Si G est un p-groupe, alors v(G) > 1
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Démonstration : Soit G un p-groupe : pour simplifier les notations, on pose d = d(G), r = r(G),
0 =0(G) et v = t(G). Puisque d est fini, il est évident que d = 0. Ecartons d’emblée le cas évident ou
t = o00.

D’apres le théoreme 1.4.2, il suffit de montrer que v > r. Considérons alors une suite exacte courte

1 — <R 2 ex) Y6 —1

ou X est de cardinal d =0 et R est une partie de £(X) de cardinal t. Le foncteur de pro-p complétion
étant exact a droite par la proposition 1.5.6, on obtient une suite exacte

P

(< R>M); —= &(X)p v

Gﬁ 1.

Or par construction du pro-p groupe libre sur X, on a £(X )z = §,(X) et puisque G est un p-groupe
fini G5 ~ G. On obtient donc une suite exacte

(< R>m)13 AN Fp(X) — G —— 1.

En passant au quotient par le noyau N de ¢5, on obtient finalement une suite exacte courte
1 — (<R>m)ﬁ/N —— FHX) — G —— 1

ou les morphismes sont continus. Puisque le morphisme 6 :< R >"%—s (< R >m)ﬁ de la proposition
1.5.1 est d’image dense, on en déduit que le sous-groupe normal engendré par 'image de R par ce
morphisme est un sous-groupe normal dense de (< R >m)ﬁ, donc que le sous-groupe normal engendré

par les classes de #(R) modulo N est dense dans (< R >m)17 /N. 1l vient donc que le nombre minimal

de générateurs de (< R >m)ﬁ /N comme sous-groupe normal de §,(X) est inférieur & v = |R| et donc
que t > 1. [l
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5 Une preuve cohomologique de I’'inégalité

La preuve présentée ici repose sur des arguments de cohomologie et utilise les notations du préambule
et les résultats qui y sont montrés. Elle a été trouvée par Roquette qui la développe dans [8] et elle
repose sur des arguments différents de ceux qu’avaient utilisés Golod et Shafarevich dans [2].

Il s’agit de caractériser d(G) et r(G) par les dimensions des premiers groupes de cohomologie de G
puis d’utiliser des arguments cohomologiques pour conclure. La démarche qui suit respecte néanmoins
la présentation plus moderne qui est faite dans [5].

Nous fixons dans la suite un nombre premier p et un pro-p groupe G.

5.1 Caractérisation cohomologique de d(G)

Dans ce qui suit, les groupes de cohomologie seront considérés pour le G-module trivial F,,.
Théoréme 5.1.1 On a d(G) = dimp, H' (G, Fp).

Si H et K sont des groupes topologiques, on pose dans la suite Home(H, K) ensemble des
morphismes continus de H dans K.

Avant d’entamer la preuve rappelons que H'(G,F,) = Hom¢(G,F,) puis montrons quelques
lemmes pour pouvoir nous ramener a G/®(G) ou ®(G) est le sous-groupe de Frattini de G.

Lemme 5.1.1 On a d(G) = d(G/®(G)).

Démonstration : Soit X un systeme de générateurs de G qui converge vers 1. En notant X le
réduit modulo ®(G) de X, on obtient que X est un systéme de générateurs de G/®(G) qui converge
vers 1. Ainsi d(G) > d(G/®(G)).

SiY est un systeme de générateurs de G/®(G) qui converge vers 1 et Y un ensemble de représentants

uniques des éléments de Y, alors G = <Y >® (@) et par la proposition 1.8.1 on obtient que G =

<Y >. Enfin, comme Y converge vers 1 et comme la projection G — G/®(G) est ouverte, il vient
que Y converge également vers 1. Ainsi, Y est un systéme de générateurs de G qui converge vers 1

d’ot d(G) < d(G/P(Q)). O
On relie également la dimension du premier groupe de cohomologie de G et celle de G/®(G) :

Lemme 5.1.2 On a dimp, H' (G, F,) = dimg, H'(G/®(G),Fp).

Démonstration : Soient ¢ la projection G — G/®(G) et H'(¢) : HY(G/®(G),F,) — HY(G,F,)
le morphisme de groupes de cohomologie induit. L’injectivité de H'(¢) est évidente.

Pour montrer la surjectivité, soit f € H 1(G,Fp). Puisque F), est abélien et d’ordre p, le groupe
GP[G, @] est un sous-groupe de Ker f. Par la proposition 1.8.2, il vient donc que ®(G) est dans le
noyau de f, si bien que la factorisation f de f modulo ®(G) est un antécédent de f par H'(¢).

Ainsi HY(G,F,) et H'(G/®(G),F,) sont isomorphes, ce qui conclut. O

Pour établir le théoreme 5.1.1, il suffit alors de montrer la proposition suivante :

Proposition 5.1.1 On a d(G/®(G)) = dimg, H*(G/®(G),F,,).
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Démonstration : Puisque ®(G) est fermé, G/P(G) est un pro-p groupe : il est alors compact et
donc localement compact. Il est de plus abélien puisque [G, G] est un sous-groupe de ®(G). On peut
donc appliquer le théoreme de dualité de Pontryagin.

Notons « la dimension de l’espace vectoriel G@) = HYG/®(G),F,) = Homc(G/®(G),Fp).
Puisque Hom¢(G/®(G),F,) est muni de la topologie compacte-ouverte et puisque F,, est discret et
G/®(G) compact, on obtient que Home(G/®(G),F,) est discret et donc que G/®(G) est 'espace
discret FU

P

Alors, par le théoréme de dualité de Pontryagin, il vient que

G/®(G) ~ Home(G/®(G),F,) = Home(FS, F,) = [[ F,

)

ce dernier étant muni de la topologie de la convergence simple car ]Fg{ est discret.

Distinguons maintenant deux cas :
e Si d(G/®(G)) est fini, il est clair que d(G/®(G)) = k = dimr, H' (G/®(G),F,), ce qui conclut.

e Si d(G/®(@Q)) est infini, I'homéomorphisme de groupes G/®(G) ~ [[F,, assure qu’il existe dans
K
G/®(G) une partie génératrice convergeant vers 1 de cardinal x, puisqu'il en est ainsi dans [[F, avec
K
la partie {(d;)jer : @ € K}. On en déduit par la proposition 1.4.2 que d(G/®(G)) = k et donc que
d(G/®(G)) = dimp,H' (G/®(G),Fp) ce qui conclut. O

Le théoreme 5.1.1 est donc conséquence de la combinaison des lemmes 5.1.1 et 5.1.2 ainsi que de
la propositon précédente.
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5.2 Caractérisation cohomologique de r(G)

Donnons-nous une présentation topologique < X|R > de G et une suite exacte courte associée
1l — <R>M — F,X) — G ——1

ou |X|=d(G) et |R| = r(G) avec R qui converge vers 1.

On se contente de montrer les propositions de cette section dans le cas ou r(G) est fini, ce qui
suffit pour la suite. Les résultats restent vrais dans le cas général et nous invitons le lecteur intéressé
a se référer aux corollaires 3.9.3. et 3.9.5 de [5].

Commencons par donner une premiere caractérisation de r(G) :

Proposition 5.2.1 On a r(G) = dimg, H'(R,F,)%.

Démonstration : Rappelons que le premier paragraphe de la preuve du lemme 5.1.2 fournit un
isomorphisme H(R,F,) = Hom¢(R,F,) ~ Home(R/®(R),F,).

Si{r1, -+ ,7n )} est un ensemble de générateurs de R, les conjugués des r; engendrent (au sens
algébrique) un sous-groupe dense de R. Pour tout 7 € H'(R,F,)% on a m(gzg~!) = 7z pour
g € Fp(X) car 7 est invariant par G = Fp(X)/R. Si m s’annule sur tous les r;, il s’annule aussi
sur les gr;g~! et donc sur R, d’ott 7=0. La dualité entre H'(R,F,) et R/®(R) fournit alors que
r(G) > dimg, H'(R,Fp)¢.

Réciproquement on procéde de fagon similaire par la dualité entre HY(R,F,) et R/®(R). Si
n = dim]Fle(R, IE‘p)G, on peut trouver n éléments ry,--- , 7, dans R tel que < r;, 7 >= 0 pour tout ¢
entraine 7 = 0 pour m € H'(R,F,)%. Donc les r; engendrent R et on a r(G) < dimp, H'(R,F,)¢ O

Théoréme 5.2.1 On ar(G) = dimp, H*(G,F))

Démonstration : Comme R est un sous-groupe distingué fermé de §,(X) la proposition 2.3.3
fournit la suite exacte a cing termes

0 —— HYG,F,) —— HYF,(X),F,) —— HYR,F,)® —— H*G,F,) —— H*(Fp(X),Fp).

Puisque §,(X) est libre on a H?(F,(X),F,) = 0 (voir par exemple le théoreme 7.7.4 de [6]). En
calculant les dimensions on en déduit donc

dimp, H*(G,F,) = dimg, H' (R, F,)% + dimg, H' (G, F,,) — dimp, H' (§,(X),F,).
Or le théoréme 5.1.1 assure que dimg, H*(§p(X),F,) = d(G) et dimp, H'(G,Fp,) = d(G).
En utilisant la proposition 5.2.1, on en déduit donc que
dimp, H*(G,F,) = dimp, H' (R, F,) = r(G)

ce qui constitue le résultat souhaité. O
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5.3 Une premieére preuve de 'inégalité

Supposons dorénavant que G est un p-groupe et commencgons par rappeler 'inégalité que nous allons
montrer :

d(G)?

Théoréme 5.3.1 On a r(G) > 1

Etablissons d’abord quelques propriétés purement algébriques.

5.3.1 Quelques propriétés préalables

Commencons par montrer, avec un argument élémentaire, une version plus faible de I'inégalité précédente,
dont nous aurons besoin ensuite :

Lemme 5.3.1 On a r(G) > d(G).

Démonstration : La suite exacte courte 0 7 -7 Fy, 0 fournit une suite

exacte longue de cohomologie
2
. H'G,Z) —— H\(G,F,) —— H2(G,2) % H2(G,2) —— H*G.F,) —— ...

ot HY(G,Z) = Hom(G,Z) = 0 car G est fini.
On obtient donc une suite exacte

2
0 —— HY(G,F,) — H*G,Z) Y H2(G,2) —— H*(G,F,)

qui donne donc que dimg, H*(G,Fp) > dimg, H*(G,F,) ce qui conclut & I'aide des caractérisations des
théoremes 5.1.1 et 5.2.1. O

Enongons un premier fait qui releve de considérations usuelles sur ’action d’un p-groupe :
Fait 5.3.1 Soit A un G-module fini oti pA=0. Si A =0, alors A= 0.

Nous avons également besoin du lemme suivant :

Lemme 5.3.2 Soit R = F)[G] lalgébre du groupe G et A un G-module fini discret tel que pA = 0.
Si on pose b; = dimg, H'(G, A) (pour i > 0), alors il existe une suite exacte longue de G-modules

0 A R 2 R 2 g 0
telle que pour tout n >0 on ait 0 ((R*)%) = 0.

Démonstration : Notons d’emblée que le module A dispose d’une structure de F,-espace vectoriel
car pA = 0.

Puisque dimeAG =by = dimeFf,O = dimp, (RbO)G on dispose d'un isomorphisme de F, espaces

vectoriels i : A9 — (RbO)G. Ce dernier s’étend en un morphisme de G-modules j : A — R :
en effet, le morphisme Homg(A, R®) — Hom(AY, R?) est surjectif car la suite exacte courte de
morphismes de Fj-espaces vectoriels

0 —— Hom(A/A% R%) —— Hom(A, R%) —— Hom (A%, R%) —— 0
fournit une suite exacte longue

.. —— Homg(A, R") —— Homg(A®, R») —— HY(G,Hom(A/A®, R»)) —— ...
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ott HY(G, Hom(A/AC, RY)) = 0.

De plus, j est injectif par le fait 5.3.1 car (Kerj)G = Kerj[|A® = Keri = 0. On dispose donc
d’une suite exacte courte

0 ALy R kR 0
ott B = R%/j(A) et k est le morphisme de projection modulo j(A).

Enfin, puisque R est G-isomorphe & Ind{Gl} (IFZO), la proposition 2.3.1 assure que pour ¢ > 1 on
a H'(G,R%) ~ H'({1} ,]Fgo) = 0. La suite exacte longue associée a la suite exacte courte précédente
fournit alors que H*(G, B) ~ H'TY(G, A) pour i > 1. Le résultat reste vrai pour i = 0 car dans la
suite exacte longue

0 AC (R?)¢ —— HY(G,B) —— HYG,A) —— HY(G,RY") —— ...

on a HY(G,R") = 0 et le morphisme de G-modules A —— (R%)® est un morphisme injectif

entre [F), espaces vectoriels de méme dimension, donc un isomorphisme.

Ainsi, puisque dimg, H 9(G,B) = by, on construit de facon analogue un morphisme injectif de
G-modules [ : B — R et un G-module C tels qu’on ait une suite exacte

0 B L Rh C 0

ou (dimeHi(G, C’))i>0 = (dim]FpHi“(G,B))DO = (dim]FpHi“(G,A))
spectivement surjectif et injectif, en posant 0 = [k, on a une suite exacte

i>0° Puisque k et [ sont re-

0 AL, R 2, gir C
ou 0 ((RbO)G) =1k(j(A)) =1(0) = 0. On itere alors la construction par récurrence. O

Définissons ensuite la notion de suite centrale ascendante d’'un G-module ainsi que son polynéme
de Poincaré:

Définition 5.3.1 Soit A un G-module. En posant Ay = 0, on définit une suite de G-modules A,
par récurrence en imposant que Apy1 soit le plus grand sous-module de A contenant A, tel que
Api1/An = (AJAL)C. La suite (Ay)nen est appelée la suite centrale ascendante associée a A.

Si A est fini, on pose cy(A) = dimp, (Any1/An) et s,(A) = dimp,Any1. On définit alors le

. : . -y 1
polynéome de Poincaré de A par Py = ch(A)X" si bien que . XPA = Z sn(A)X"™.

n>0 n>0

On dispose du lemme suivant sur les suites centrales ascendantes :

Lemme 5.3.3 Soient A et B des G-modules et ¢ : A — B un morphisme injectif de G-modules.

Si (Ap)nen et (Bn)nen désignent les suites centrales ascendantes respectives de A et B, alors on a
Uégalité A, = 6 (By).

Démonstration : On le montre par récurrence sur n. L’injectivité de ¢ assure que le résultat est
vrai pour n = 0.

Soit donc n > 0 tel que le résultat est vrai en n. On sait alors que ¢(A4,,) C B, et donc ¢ fournit

un morphisme A/A, — B/B,. Ce dernier induit alors un morphisme (A/A,)¢ — (B/B,)% et
donc un morphisme A, 1/A, — Bp11/By qui envoie la classe de z € A, 1 sur celle de ¢(x). Le
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caractere maximal de By, assure alors que ¢(A,+1) C Bpt1-

De plus, si b € By41 est dans ¢(A), donnons nous a € A tel que b = ¢(a). Comme la classe de b
modulo B, est fixe par G il s’ensuit que pour tout g € G on a gb—b € B, et donc que ¢(ga—a) € By,.
Par hypothese de récurrence, il suit que pour tout g € G on a ga — a € A, si bien que la classe
de @ mod A, est G-invariante et donc a € A, 1. Ainsi, $ 1 (B,y1) C A,y1. Finalement on a bien
A, =07YBy). O

Le lemme précédent permet de montrer la propriété suivante :

Proposition 5.3.1 Soit une suite exacte de G-modules

0—sA-2,pB_92,(C

Si 0 (BG) = 0, alors elle induit, par restriction sur les termes des suites ascendantes respectives, les
suites exactes

0 A, 9 By, 9 Ch-1

pour tout n > 0.

Démonstration : Montrons d’abord par récurrence sur n que 9(B,) C Cp,—1. Le résultat est vrai
pour n = 1 puisque par hypotheése 9(B;) = 0 (BG) =0=Cj.

Supposons le résultat vrai pour n > 1. Soit b € By, y1 : par définition de B, 1, on sait que pour
tout g € Gonagb—be B, Or, d(B,) C C,_1 si bien que pour tout g € G on a d(gb—b) € Cp,_1
et donc la classe de db modulo C,,_1 est G-invariante. Par définition de C,,, il suit que 0b € C,, d’ou
d(Bn+1) C Cy.

Ensuite, puisque A —9 . B est injective, le lemme 5.3.3 fournit que la suite 0 A, 9 B,
est définie et exacte. On obtient donc la suite

0 A, 9 By, 9 Cn1
dont I'exactitude en B,, provient de celle de la suite 0 A—25B-2,0C enBetdece que
A, = ¢~ Y(By) par le lemme 5.3.3. O
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5.3.2 Preuve de ’inégalité

Les propriétés précédentes permettent de donner une preuve du théoreme 5.3.1.
Par commodité, on notera dans la suite d = d(G) et r = r(G).

En appliquant le lemme 5.3.1 au G-module F,, et en utilisant les caractérisations des théoremes
5.1.1 et 5.2.1 on obtient une suite exacte de G-modules

0 F, R Rri 2, R

ou J ((Rd)G) = 0. Puisque F, s’envoie sur R, la suite précédente se factorise en une nouvelle suite
exacte

0—— R/R6 —2 4 g4 9, pr
ol on a encore 0 ((R1)%) = 0.

En posant M = R/RY B = R? et C = R, on peut alors appliquer la proposition 5.3.1 et on
obtient donc les suites exactes associées aux suites centrales ascendantes respectives de M, B et C

0

0 M, B, 25 cC, .

Cette suite exacte fournit alors la relation
$n(B) < sp(M) + s,—1(C)

pour n > 0 (ou s_1(C) = 0).

1
(0] déduit fficient fficient Pgp < ——P Po. Or, 1
n en déduit que coefficient par coe mer; onla T xiB < 1-x M+ T xlc r, les
définitions de M, B et C assurent que Py = RT_’ Pp = dPgr et Po = rPg si bien qu’on obtient
I'inégalité suivante coefficient par coefficient :
1 1 (Pr—1
——dPr < XPr ).
1-x k= 1—X< x T R)
Pgr(t) —1

On obtient donc pour 0 < ¢t < 1 que dPg(t) <
d’oltt 0 < rt? — dt + 1.

+ rtPg(t) et donc 1 < Pg(t) (rt?> —dt + 1),

d
Or le minimum du polynéme r X2 — dX + 1 est atteint en 5 qui appartient a ]0, 1] par le lemme
T

d 2
5.3.1. En évaluant 7X? —dX + 1 en o on trouve finalement r > R ce qui constitue I'inégalité de

Golod et Shafarevich. "
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6 Une preuve via des séries formelles non commutatives

La preuve présentée dans cette section est plus fidele aux arguments employés par Golod et Shafare-
vich dans [2], reposant sur des considérations d’algebre non commutative. Ce sont des arguments
analogues qui ont permis a Gaschiitz et Vinberg de montrer la version améliorée a laquelle nous nous
intéressons. Néanmoins, nous suivons ici la démarche que présente Ershov dans [1] et qui reprend les
arguments que développe Koch dans [3].

La preuve repose sur ’étude de l’algebre complétée d’un pro-p groupe qu’on peut en fait voir
comme un quotient d’une algebre de séries formelles & variables non commutatives, grace a un résultat
qu’a démontré Lazard dans [4].

On fixe dans la suite un nombre premier p et un pro-p groupe G. Donnons au préalable la définition
d’une valuation sur une algebre :

Définition 6.0.1 Soit A une algébre abstraite. Une valuation sur 2 est la donnée d’une application
v: A — NU{oo} telle que :

(1) v(0) = oo ;

(i3) pour tout (a,b) € A% on a v(ab) = v(a) +v(b) ;
(iii) pour tout (a,b) € A% on a v(a +b) > min {v(a),v(b)}.
6.1 L’isomorphisme de Lazard

Commencons pas définir une topologie sur ’algebre des séries formelles non commutatives sur F,, :

Définition 6.1.1 Pourd > 1 on note Fp[z1, ..., z4] Ualgébre des séries formelles sur les indéterminées
non commutatives xi,...,x .
Elle est munie de la valuation v : Fplz1, ..., z4] — NU{oo} qui envoie f € Fplxy, ..., zq4] surle

degré de sa plus petite composante homogéne non nulle.

On la munit de la topologie donnée par le systéeme fondamental de voisinages de 0 constitué des
idéaux I, (pour n >0) avec I, = {f € Fplz1,...,zq] : v(f) > n}.

En vertu de la remarque 3.1.1 et de la proposition 3.1.1, nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 6.1.1 Pour d > 1 ['algébre des séries formelles a d indéterminées non commutatives,
munie de la topologie précédente, est une algébre profinie.

L’isomorphisme de Lazard permet d’identifier ’algebre complétée d’'un pro-p groupe libre a d
générateurs a l’algebre des séries formelles non commutatives a d indéterminées. Avant de le construire,
nous avons besoin d’un lemme :

Lemme 6.1.1 Soient H un p-groupe et I(H) l'idéal bilatére de Fp[H] engendré par {h —1:h € H},
appelé l'idéal augmenté de H. Alors il existe n > 0 tel que I"(H) = 0.

Démonstration : Le caractere fini de G assure 'existence d’une suite strictement décroissante de
G-modules {0} = A; C --- C Ay = I(H) tels que A;/A;+1 n’a pas de sous-G-module propre non trivial.
Comme A;/A; 1 vérifie les conditions du fait 5.3.1 et qu’il est non nul, (4; /Ai+1)G est un sous-module
non trivial de A;/A;11. Or A;/A;11 est simple, d’ot on en déduit que A4;/A;+1 = (Ai/AZ-H)G si bien
que tout point de A;/A;11 est fixe sous l'action de G.
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Ainsi, avec i = 0, on sait que pour tout a € I(H) et ¢ € G, on a ga —a € A; et donc que
(9 —1)a € Ay dou I?(H) C A;. On obtient donc par récurrence que I*t1(G) C Ay = {0}, ce qui
conclut. O

On peut donc montrer le théoreme de Lazard qui s’énonce comme suit :

Théoréme 6.1.1 Soient d > 1 et F le pro-p groupe libre engendré par une famille {s1,...,sq}. Il
existe un unique homéomorphisme d’algébres profinies de Fp[F] dans Fp[z1, ..., x4, noté ¢, qui envoie
si sur 1+ x; pouri € {1,...,d}.

Démonstration : Commencgons par remarquer que le groupe multiplicatif 1+ I, muni de la topolo-
gie induite par F,[x1, ..., z4], est un pro-p groupe : en effet, puisque I; est compact, 1+ I I’est aussi.
De plus la famille des 1 + I,, (n > 1) est un systéme fondamental de voisinages de 1 formé de sous-

groupes ouverts et distingués de 1 + I vérifiant () (1 + I,,) = {1}. Enfin, pour tout n > 1, le groupe
n>1
quotient (1+1I7)/(1+ I,) est un p-groupe. Le point (i) de la proposition 1.3.1 assure donc que 1+ I3

est un pro-p groupe.

Posons j : {s1,...,84} — Fplz1,...,24]* Iapplication qui envoie s; sur 1+x; pouri € {1,...,d}.
Puisque 1+ I est un pro-p groupe, la propriété universelle des pro-p groupes libres fournit un unique
morphisme continu de pro-p groupes j : F — 14-I; qui prolonge j. Comme 1+1; C Fplzi,...,zq]™, la
fonctorialité de ’algebre complétée permet d’étendre j en un unique morphisme d’algébres complétées
L:Fp[F] — Fplx1, ..., x4] et I'unicité en découle.

Pour tout sous-groupe ouvert distingué U de F, posons 17 : Fp[z1,...,zq] — F,[F/U] qui envoie
f(z1,...,xq) sur f(s1—1,...,85—1) : grace au lemme 6.1.1, cette application est bien définie et con-
tinue car F//U est un p-groupe. Elle induit alors un morphisme continu 7 : F,[z1, ..., zq] — Fp[F].

De plus, on a 7¢ = idp,[F] €t (T = idp [4,,...,) ¢ €n effet, il suflit de remarquer que 7¢ restreinte
a F' est l'identité et donc 7t = idp,[F] par I'unicité de la proposition 3.5.1 ; de plus, ¢7 restreinte a

{z1,..., 24} est 'identité donc ¢7 induit I'identité sur les polynémes de Fp[z1,...,z4] : ceux-ci étant
denses dans Fp[z1,...,z4] on obtient que ¢7 = idp [4, .. ,]-
De la, ¢ est un homéomorphisme d’algebres profinies et convient. O

Cet isomorphisme d’algebres permet alors de définir une valuation sur I'algebre complétée d’un
pro-p groupe libre :

Définition 6.1.2 Soient d > 1 et F' le pro-p groupe libre a d générateurs {si,...,8q}. On définit sur
F,[F] une valuation w par w = vt ot v est le morphisme de Lazard.
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6.2 Un critere de finitude des pro-p groupes

Dans cette partie, on montre un critere de finitude des pro-p groupes a ’aide d’une présentation de
ceux-ci. Donnons-nous, au sens de la définition 1.7.1, une présentation topologique < X|R > de G,
c’est-a-dire une suite exacte ou s’inserent des morphismes continus

00— <R>T — 5§ (X) —25 G ——0

avec R C §p(X) et < R > qui désigne adhérence du sous-groupe normal engendré par R dans §p(X).

Supposons de plus que :

(i) L’ensemble X est fini et posons d = | X| et F' = §,(X) ;

)

(ii) L’ensemble R converge vers 1, ce qui équivaut a supposer que pour tout n > 0, l'ensemble
{r € R:w(r—1) =n} est fini, ot w désigne la valuation de F,[F] définie en 6.1.2 ;

(iii) L’ensemble R ne contient aucune relation triviale, au sens ou 1 ¢ R.

Posons alors la série formelle Hg = Z xwir=1),
reR
6.2.1 Enoncé du critére et quelques notations

Il s’agit de montrer le critere suivant :
Théoréme 6.2.1 Si G est un p-groupe fini, alors pour tout t €]0,1[ on a 1 —dt + Hg(t) > 0.

En vue de montrer le critére précédent, supposons dans la suite que G est fini, donc un p-groupe.
Pour en donner une preuve, nous avons besoin d’introduire quelques notations :
Notations 6.2.1 (i) Posons R= |J R, ou R, ={r € R:w(r —1) =n} et r, = |Ry| pourn > 0.
n>0
Notons que puisque v envoie F' dans 1+ 1 ou Iy est l’idéal fermé des séries formelles de valuation
supérieure & 1, alors Ry =0 ;
(i) On ordonne les relations R = {p; : i > 1} de sorte que pour tout n > 1 on ait une description

de R, par R, = {pT1+~~-+Tn71+17 s vpv"1+~~+7"n} 5

(11i) On pose également A = F,[F] et B = F,[G] = F,[G], la derniére égalité étant justifiée par le fait
que G est fini. Sotentv: A — Fp[z1,...,x4] Visomorphisme de Lazard et T : Fplzq, ..., xq] —
A sa réciproque ;

(iv) Par la proposition 3.5.1, le morphisme F L G induit un morphisme surjectif ¢’ : A — B
dont le noyau est l’idéal topologique engendré a gauche par les p — 1 pour p € R ;

(v) On définit sur B une valuation, notée v, par v(b) = max{w(a): a € A, ¢'(a) = b} ;
(vi) Enfin, on pose pour simplifier les notations :
® Y = (]5/7'({131') = gb/(si - 1) pouri € {17 .- ad} 5

o [,={be B:v(b) >n} pourn>0;
e ¢, = dimg,B/I, pourn > 0.

La preuve du théoreme 6.2.1 utilise la propriété suivante :

n
Proposition 6.2.1 Pour toutn >1, on a Zricn_i —dep—1 +c, > 1.
i=1

Pour la montrer, on transite par quelques résultats préalables.
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6.2.2 Quelques lemmes intermédiaires

Etablissons une premiere suite exacte :

Lemme 6.2.1 On dispose d’une suite exacte

BB %, pi_ %, p_c,p 0

ot les morphismes sont définis de la fagcon suivante :

(i) Pour (by,...,bq) € B% on pose ¢o(by,...,bg Zblyl,
(11) Pour (b;)i>1 € BW on pose ¢1(b1,ba, ... Zb &'1(z1), sz(ﬁ T(zid) | ot pour tout
i>1 i>1
entier i € {1,...,r}, les zj; € Fy[x1, ..., xq] sont définis par Uécriture unique de v(p;) — 1 dans
d
Fplz1,...,zq] sous la forme o(p;) —1 = Zzijﬂﬂj ;
j=1

(iii) Le morphisme € est le morphisme d’augmentation qui donne la somme des coefficients d’un
élément de l’algebre B.

Démonstration : Montrons que la suite est exacte en F,

Ceci est évident puisque le morphisme d’évaluation est surjectif.

Montrons ensuite 'exactitude de la suite en B :

Tout d’abord, epg = 0 car pour b € B et ¢ € {1,...,d} on obtient en décomposant b que
€ (b(s; — 1)) = 0. Ainsi, Im ¢g C Kere.

Ensuite, notons que si b = Z)\gg € Kere, alors b = Z)\g(g -141) = Z)\g(g - 1)+
geG geqG geqG

Z Ag | 1= Z Ag( . Pour montrer que Ker e C Im ¢y, il suffit donc de montrer que pour tout
geG geG
g € G, I'élément g — 1 est dans 'image de ¢g. Or, ceci découle directement par récurrence de ce que
{s1,...,84} engendre G et de ce que pour g, h € G,onagh—1 = g(h—1)+g—letg'—1=—g~1(g—1).

Il suit donc que Im ¢g = Kere.

Montrons enfin ’exactitude de la suite en BY :

Commengons par remarquer que Im ¢; C Ker ¢g. En effet, si (b;);>1 € BW on a

¢0¢1 b17b27'-- Zzbl(bT Zz] Y = ZzbngT Zij CZ)T x] Zzbl¢7 sz$]

j=11i>1 7j=11i>1 7j=1i>1

=D bt (pi—1) =

i>1
ou la derniere égalité découle du fait que pour tout p € R, on a p — 1 dans Ker ¢/ par le point (iv)
des notations 6.2.1.
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Pour montrer que Ker ¢y C Im ¢, donnons-nous (by,...,by) € Ker¢y. Notons que pour tout

i € {1,...,d} la topologie discrete de B et la continuité de ¢ assurent que ¢ ~*(b;) est un ouvert de
I’algebre A.

d d
Puisque Z biyi = Z bi¢'7(x;) = 0, on obtient que ¢~ (by)7(21)+- - -+¢ ' (ba)7(24) est un ouvert
i=1 i=1

d
inclus dans Ker¢/. Or Ker¢/ = < A(p—1):p € R > : ainsi, on dispose de (a1,...,aq) € [ ¢ " (b;)
i=1

d
et (a})i>1 € A tels que Zaﬂ'(:vi) = Z a;(pi —1).

i=1 i>1
d d
En écrivant que ¢(p;)—1 = Z zjjxj pour i > 1, on obtient alors que Z va;)x; = Z Z v(ay)zki | i
j=1 i=1 i=1 \k>1
Il en découle que pour i € {1,...,d} on a v(a;) = Z t(a})zki et donc que a; = Za?g(zki).

k>1 k>1

Finalement, on obtient

= | Y air(zn)). ., > aim(za) | = | & | D aim(za) |, ¢ | D air(zia)

i>1 i>1 i>1 i>1

= (¢'(a1),....¢'(aq)) = (b1, ..., ba)

ce qui montre que (by,...,by) € Im ¢y et donc que Ker ¢g C Im ¢y.
On a ainsi Im ¢1 = Ker ¢y. O

Avant d’aller plus loin, remarquons que Im ¢ est un sous-espace de B? : il est alors de dimension

finie. On dispose donc de S C R fini tel que la suite B° P, gl %, p_c Fp 0 est
encore exacte.
Partitionnons alors S par les S, = {s € S :w(s—1) =n} pour n > 0 et posons s, = |Sy,| et

s = |S|, si bien que S, C R,, et s, < r,. Nous avons alors la suite exacte suivante :

Lemme 6.2.2 Soit n > 1. La suite exacte du lemme 6.2.1 induit une suite

ou les fleches 11 et 1y sont respectivement les restrictions de ¢1 et ¢g. De plus 1y est surjective.

Démonstration : Il s’agit de montrer que la suite est bien définie, puis que v est surjective.
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(e e]
Montrons que ¢4 <H IZLZ> cId
i=1

Commencons par remarquer que le produit de gauche est fini car S est ﬁni Soit donc un élément

(h1,...,hs) € T )", : on sait que ¢1(h1,...,hq (thqﬂ' 2k1), thqﬂ' Zkd )
i=1
Soit j € {1,...,d} : on av <Z hk¢/T(ij)> > min {v(hg) + v(zkj) : 1 <k < s}. Considérons
k=1
ensuite k € {1,...,s} : on dispose alors de i > 1 tel que hy € I,—; et w(py — 1) = i. Puisque
d
tpr)—1= Z 2@y, on a que v(zg;) > w(pr—1)—1 = i—1. Ainsi, on obtient que v(hy)+v(2x;) > n—1
=1
d’ott on déduit que v (Z hkqﬁlT(zkj)) >n—1.
k=1

On a ainsi que ¢1(h1,...,hs) € I3,

Montrons que ¢g (Iff_l) ClI,:

Ceci découle clairement du fait que I1 1,1 C I,,.

Montrons ensuite que 1)y est surjective :

Soit h € I, et g € A tel que ¢'(9) = h avec w(g) > n : un tel g existe puisqu’on a posé
v(h) = max{w(x):z € A, ¢'(x) = h}.

d
Décomposons ¢(g) sous la forme ¢(g) = Z:g,:):Z Si on note pour f € Fplzi...,24] et m >0 la
i=1
' d
composante homogene de degré m de f par f™), on a alors 1(g)(™ = Z gi(mfl):ci.
i=1

Puisque v(:(g)) = w(g) > n, on obtient pour m < n que g = 0 : en particulier, "~ Y = 0 et
donc v(g;) > n— 1.

En posant h; = ¢'7(g;) pour i € {1,...,d}, on a alors que (hy,...,hg) € I? | et

d
Yo(hi,. o ha) = hiyi = QZ)T(Zgle) =¢'(g)=h
i=1

ce qui montre la surjectivité de . O

6.2.3 Preuve du théoréme 6.2.1

Commencons par énoncer un lemme dont la preuve est laissée au lecteur :

Lemme 6.2.3 Supposons qu’on ait une suite exacte de IFp-espaces vectoriels

A—,p_ P, c_2,p 0

qui induit une suite
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ot AACA B CB,C'CC,d=a
suite induite

e ﬁ,:B

g €ty =7\ avec B qui est surjective. Alors, la

A/A' —— B/B' —— C/C" —— D —— 0
est exacte.

Comme évoqué a la partie 6.2.1, nous allons commencer par montrer la propriété suivante :

n

Proposition 6.2.2 Pour toutn >1, on a Zricn_i —dcp—1 +c, > 1.
i=1

Démonstration : Soit n > 1. En appliquant le lemme 6.2.3 aux suites considérées aux lemmes
6.2.1 et 6.2.2, nous obtenons une suite exacte

BS/TI I, — BY1?_, " B/I, —2> T, 0
=1

o0
d’olt on déduit que dimg, B/ [[ I3, — dimg, BY/I¢_, + dimg,B/I, —1 > 0.
i=1

oo oo

En remarquant que BS/ [[ I, = [] (B/I,—:)* et B/I¢_, = (B/I,-1)% on en déduit que
i=1 i=1

n

Z SiCn—i — dcp_1 + ¢ > 1. Or pour tout ¢ > 1, on a r; > s;, d’ou on déduit 'inégalité souhaitée. [
i=1

Le critere découle de la propriété précédente, en notant que celle-ci n’est autre qu’une condition
sur les coeflicients d’une certaine série formelle :

Théoréme 6.2.2 Si G est un p-groupe fini, alors pour tout t €]0,1[ on a 1 —dt + Hgr(t) > 0.

Démonstration : Il suffit de remarquer que I'inégalité de la proposition 6.2.2 équivaut a 'inégalité
coefficient par coeflicient des séries formelles suivantes :

1
1-X

(1-dX +Hg)> X' >
i>1

Puisque G est fini, I'algebre B 'est aussi et donc la suite (¢;);>1 est bornée si bien que ZciX i

i>1
est de rayon supérieur a 1. En particulier, pour tout ¢ €]0, 1]

. 1
1—dt+ Hp(t >
(L—dit Hal) et = 7

d’ou il vient que pour tout ¢ €]0,1[, on a 1 — dt + Hg(t) > 0, qui constitue le critére annoncé. O
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6.3 Une preuve de ’inégalité

Pour établir I'inégalité de Golod et Shafarevich, il faut au préalable obtenir quelques informations
supplémentaires sur les valuations des relations, pourvu que le nombre de générateurs soit minimal.

Lemme 6.3.1 Soit G un p-groupe et < X|R > une présentation topologique de G, ot d = |X| est
pris minimal. Alors, R C ® (§p(X)), ot @ (Fp(X)) est le sous-groupe de Frattini de §,(X).

Démonstration : Soit ¢ : §,(X) — G une application continue surjective telle qu’on ait Ker ¢ =
< R > et k€N tel que G/P(G) ~ F’; . On dispose alors du diagramme commutatif suivant :

P
/\»
(X) ¢ G G/O(G) ~ F*
i f

Fptl o 3,(X)/@ (3,(X))

Supposons par I'absurde que R n’est pas inclus dans ® (F,(X)). Puisque R C Ker ¢, il vient donc que
m(R) C Kert. Or w(R) # 0 si bien que v n’est pas injective et donc que | X| > k. Or, par minimalité
de X et le lemme 5.1.1, on a |X| = d(G) = d(G/®(G)) < k, ce qui aboutit & une contradiction.

Finalement, on a donc bien R C ® (F,(X)), ce qui conclut. O
Le lemme précédent fournit alors la propriété suivante sur les valuations des relations :

Proposition 6.3.1 Si G un p-groupe et < X|R > une présentation topologique de G, ot d = | X| est
pris minimal, alors pour tout r € R, on a w(r —1) > 2.

Démonstration : Par le lemme 6.3.1, il suffit de montrer que pour tout élément a de @ (F,(X)) on
a w(ow — 1) > 2. Pour simplifier les notations, posons F' = §,(X).

Tout d’abord, tout élément de [F, F'] a une valuation supérieure a 2. En effet, si z; et x; sont deux
indéterminées non commutatives, on a

(14 2)(1+ ) (L 2) 7 (14 )™ = (U g2+ F)(1 = i+ 9)(1 = 25+ )

ou f,g,h sont des séries formelles de valuation supérieure a 2. En développant, il s’ensuit donc que
(1+2:)(1+ ;)14 2;) (1 + ;)71 — 1 est de valuation supérieure a 2.

Ensuite, tout élément de FP est de valuation supérieure & 2, car si x est une indéterminée, alors
(1+x)P =1+ aP.

On en déduit que tout élément de ®(F') = FP[F, F| est de valuation supérieure a 2. En effet, si on
note I I'idéal des séries formelles a d indéterminées de valuation supérieure a 2, on vient de montrer
que ¢~ (FP[F, F]) C 1+ I3 ol ¢ est le morphisme de Lazard. Or I3 est fermé et il s’ensuit donc que

1t (FP[F, F]) C 1+ Iy, si bien que w (P(F) — 1) C [2, 0], ce qui conclut. O
Donnons une nouvelle démonstration du lemme 5.3.1 dont nous aurons encore besoin :

Lemme 6.3.2 Si G est un p-groupe, alors r(G) > d(G).
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Démonstration : Considérons une présentation topologique < X|R > de G telle que |X| = d(G)
et |R| = r(G), que nous noterons respectivement d et r. Ecartons d’emblée le cas évident ou r = occ.

Dans ce cas, puisque G est un p-groupe et R est fini, le théoréme 6.2.1 assure que pour tout
t €]0,1[, on a 1 —dt + Hr(t) > 0. Or Hg(t) > rt car aucune relation n’est de valuation nulle, d’apres
le numéro (i) des notations 6.2.1. Ainsi, sur ]0,1[, on a 1 + (r — d)t > 0 et donc r > d. O

L’inégalité de Golod et Shafarevich est alors une conséquence du théoreme 6.2.1 et de la proposition
6.3.1 :

d(G)

Théoréme 6.3.1 Si G est un p-groupe, alors r(G) > 1

Démonstration : Donnons-nous une présentation topologique < X, R > de G telle que | X| = d(G)
et |R| = r(G), que nous noterons respectivement d et r. Ecartons d’emblée le cas évident ol r = oo.

Dans ce cas, puisque G est un p-groupe et que R est fini, le théoréme 6.2.1 fournit que sur ]0, 1], on
al—dt+ Hg(t) > 0. Or, Hg(t) > rt? car d’aprés la proposition 6.3.1, toute relation est de valuation
supérieure ou égale & 2. On en déduit que pour tout ¢ €]0,1[, on a 7t2 — dt + 1 > 0.

d
Or, le minimum de ce trinéme est atteint en 2 lequel appartient & ]0,1[ d’apres le lemme 6.3.2.

r

d d?
En évaluant en 2 on trouve finalement que r > R ce qui constitue I'inégalité de Golod et Shafare-
r

vich.
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7 Un contre-exemple au probleme de Burnside

Dans cette section, on donne un contre-exemple au probleme de Burnside, a I'aide du théoreme 6.2.1.
7.1 Enoncé du probleme de Burnside

Le probleme que souleva Burnside en 1902 s’exprime comme suit :

Question 7.1.1 Un groupe finiment engendré dont tout élément est d’ordre fini est-il fini?

La premiere réponse a cette question a été apportée par Golod et Shafarevich en 1964, dans 'article
[2], ot1 un contre-exemple a été exhibé. Une version plus précise du probléme est la suivante :

Question 7.1.2 Un groupe finiment engendré et d’exposant fini est-il fini?

La réponse est encore négative et la réponse a cette question a été apportée par Novikov et Adjan
en 1968 dans une série d’articles.

Nous proposons ici un contre-exemple a la question 7.1.1, la question 7.1.2 étant plus délicate.

7.2 Construction d’un premier contre-exemple

Le contre-exemple au probleme de Burnside que nous présentons est donné par sa présentation et
repose sur le critere donné par le théoreme 6.2.1. Plus précisément, on montre :

Théoréme 7.2.1 Soient p un nombre premier et d > 2. Il existe un groupe infini engendré par d
éléments et tel que tout élément du groupe soit de torsion p-primaire.

Démonstration : Soit X un ensemble a d éléments. Par la construction donnée en 1.6.1, le pro-p
groupe libre sur X est dénombrable : on peut donc énumérer ses éléments différents du neutre par
une suite (f;);>1. Considérons une suite (n;),>1 d’entiers qui sera adaptée par la suite, et considérons

les relations R = {ffni Dq > 1}.

Posons G le pro-p groupe de présentation topologique < X|R >. Fixons 7 E}%i, 1], si bien que
1 —dr < 0. En considérant la suite (n;);>1 composée de termes suffisamment grands, on a alors :

1—dr+ Hg(r)=1—dr+) AU s ST <1 —gr 4 3 et

reR reR reR
< 1—dT—|—ZTpni < 0.
reR
Le théoreme 6.2.1 fournit donc que G est infini : puisqu’il est engendré par d éléments et que tout
élément est de torsion p-primaire, G convient. [l

7.3 Construction d’un second contre-exemple

Nous montrons ici une version plus forte du théoreme 7.2.1. Donnons au préalable une définition :

Définition 7.3.1 Si G est un groupe et X C G, on définit par récurrence les commutateurs a droite
de longueur n > 2 et a termes dans X par :

e les commutateurs a droite de longueur 2 sont les commutateurs [x,y] ou x,y € X ;

e les commutateurs a droite de longueurs n > 2 et a termes dans X étant construits, ceux de
longueurs n 4+ 1 sont les éléments de la forme [g,z] ot v € X et g est un commutateur de
longueur n et a termes dans X.
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On en déduit le lemme suivant, qui n’est autre qu'une reformulation de la définition d’un groupe
nilpotent :

Lemme 7.3.1 Soit m > 1. Si G est un groupe engendré par {gi,...,gq} dont tous les commutateurs
a droite d’ordre m et a termes dans {g1, ..., g4} sont nuls, alors G est nilpotent d’ordre inférieur a m.

Rappelons au préalable une proposition sur les groupes nilpotents (pour une preuve, on pourra se
reporter & la remarque qui suit la proposition 5.2.18 de [7]) :

Proposition 7.3.1 Si G est un groupe nilpotent et finiment engendré qui est de torsion, alors G est
fini.

L’énoncé de la version forte du théoreme 7.2.1 est le suivant :
Théoréme 7.3.1 Soient p un nombre premier et d > 2. Il existe un groupe infini engendré par d

éléments, tel que tout élément du groupe soit de torsion p-primaire et tel que tout sous-groupe engendré
par d — 1 éléments soit fini.

Démonstration : Soit X un ensemble a d éléments. Reprenons la présentation < X|R > donnée
dans la preuve du théoréme 7.2.1 mais supposons 7 pris dans ]+ 3 7= 1[ Puisque 1 — dr + Hp(7) < 0,

considérons également 0 = 7(d—1) et une suite (m;);>1 d’entiers tels que 1 —dr+ Hpr(T +Z " < 0.
i>1
d—1
Comme le pro-p groupe libre sur X est dénombrable, le produit [] §p(X) lest également : on
i=1
peut donc énumérer ses éléments par une famille ( fl(z), ceey Cgi)l) - Pour tout ¢ > 1, posons alors R;
i>

I’ensemble des commutateurs a droite non triviaux, de longueur m; et a termes dans { e f P 1}

Posons également R’ = RU |J R; et G’ le pro-p groupe de présentation topologique < X|R' >
i>1

Commencons par noter que si z,y € §,(X) alors

Tyl -1=@-Dy—-Dz 'y ' = (y—D@-1z" "y

si bien que w([z,y] —1) > w(z — 1) +w(y — 1). On en déduit par récurrence que pour tout ¢ € §,(X)
qui est un commutateur a droite de longueur m sur une famille (x;)1<i<m, on a

wle—1) > w(x; — 1)+ +w(zy, — 1).

En écrivant S; = {(yl,...,ymi) Yk € { ,...,fdl)l}} pour ¢ > 1, on a alors

d—1 59 g
Hpg, (1) < Z FwYr =)+ Fw(Ym; — <Z 7.“’ 1 ) < (r(d—1))™ = o™
1

(ylyzyml)esl
d’ot1 on déduit que

1 —dr+ Hp(r)=1—dr+ Hg(t)+ Y Hg,(r) < 1—dr+ Hg(r)+ > ™ <O0.
i>1 i>1

Le théoreme 6.2.1 fournit donc que G est infini : de plus, G est engendré par d éléments et tout
élément est de torsion p-primaire.

Enfin, si H est un sous-groupe de G et s’il existe ¢ > 1 tel que H est engendré par {fl(i), e f(y_)l}
alors tous ses commutateurs a droite d’ordre m; et a termes dans { fl(i), e Cgi_)l} sont nuls. Le lemme
7.3.1 et la proposition 7.3.1 assurent donc que H est fini : il s’ensuit que G convient. O
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