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Résumé

Cet exposé présente quelques méthodes statistiques utilisées dans le but de comparer deux
médicaments. Le probleme concret est le suivant : un échantillon de personnes agées va étre
suivi médicalement pendant quelques mois a quelques années. Une partie sera traitée a 1’as-
pirine, 'autre aux anticoagulants. Ces deux types de médicaments sont supposés prévenir les
accidents cérébraux de type thrombose (un vaisseau du cerveau se bouche). La seule maniere
fiable de déceler un tel accident est un examen couteux de type IRM. En revanche, les thromboses
entrainent une perte des facultés mentales qui peut se mesurer a ’aide d’un simple questionnaire.

La question est donc : comment planifier cette expérience, avant qu’elle ait lieu, pour tester
lequel des deux médicaments est le meilleur ?

Le probleme sous-jacent est qu’il faut convaincre les médecins de faire subir a leurs patients
cette expérience. La raison principale de leur réticence vient du fait suivant : en pratique ils
se rendent assez vite compte que tel médicament marche mieux qu’un autre, et pourtant vu la
planification initiale, ils sont obligés de donner toujours le méme médicament au méme patient
pour ne pas fausser ’expérience. Il faudrait donc trouver une planification qui résolve aussi ce
probléme.

Ce probleme médical est posé par le Dr Abastado (hopital Pompidou).



1 Introduction

1.1 Présentation du probleme

On se propose de traiter deux groupes distincts de patients avec deux médicaments différents et
de décider, a partir des observations, lequel des deux est le plus efficace. On considere dans un
premier temps un test simple : chaque patient est traité durant toute la durée de ’expérience
avec un des deux médicaments et on releve a la fin de 'expérience le nombre de cas de thromboses
pour chaque groupe a ’aide du mini-mental test (MMT). Ce test élémentaire permet d’évaluer
de facon simple les facultés mentales du patient. On interpretera donc une chute au MMT comme
la conséquence d’une thrombose.

Remarque 1.1.1. 1l n’est pas évident qu'une chute au MMT soit due a une thrombose. En effet
d’autres maladies liées au vieillissement (Alzheimer par exemple) peuvent altérer les facultés
mentales. Cependant, le Dr Abastado semble dire que concréetement, le MMT est le seul test
praticable a un cout raisonnable.

Formellement, on considére n; patients traités au médicament m; (groupe 1) et my patients
traités au médicament mg (groupe 2).
On considere les v.a (X;)i=1.n, €t (Yj)j=1.n, OU

X 1 si le i®™® patient traité au médicament m; a fait une thrombose
' 0 sinon

v — 1 si le j®™¢ patient traité au médicament msy a fait une thrombose
! 0 sinon

On suppose que les (X;)i=1.n, (resp. (Yj)j=1.n,) sont des v.a indépendantes de Bernoulli de
parametre p; (resp. pz). Les parametres p; et po représentent donc les probabilités respectives
de faire au moins une thrombose dans ’année lorsqu’on est traité aux médicaments mq et mso.
Notre objectif est d’évaluer p; et po.

Rappelons maintenant quelques définitions et notations utiles dans la suite de I'exposé.

1.2 Définitions et notations
1.2.1 Variables aléatoires de Bernoulli, Gaussienne

Si X est une variable aléatoire intégrale, on note E(X) son espérance. Si elle est en plus de
carré intégrable, on note Var(X) sa variance. Si sa loi est £, on écrit X ~ L.

Définition 1.2.1. Une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p avec p € [0;1] est une
variable aléatoire réelle X ~ B(p), ou B(p) = pd1 + (1 — p)do.

Un calcul simple montre que E(X) = p et Var(X) = p(1 — p).

Définition 1.2.2. Une variable aléatoire gaussienne réelle est une variable aléatoire X de densité

1
2o

est la moyenne de X et 02 > 0 sa variance.

exp <_(€;;n)2) par rapport a la mesure de Lebesgue. On note X ~ A(m,0?) ot m € R



Définition 1.2.3. On appelle modele statistique la donnée d’un triplet (2,4, (Py)geco) ou 2
est un ensemble, A est une tribu et (Py)gco est une famille de probabilités sur (€2,.4). Par
convention, toute quantité indicée par 6 est définie sous la probabilité Py.

Dans I’exposé, p; et pp varient dans [0; 1]2, on consideére donc © = [0;1]2. Les v.a (X;)i=1.n, i.i.d

deloi B(p1) et (Yj)j=1..n, i.i.d de loi B(p2) sont a valeurs dans I’espace mesurable ({0,1},P({0,1}).

On considere donc le modele statistique suivant :

(Qa -Aa (PQ)GGG) = ({07 1}n1+n2,73({0’ 1})n1+n2, (Pp1,p2 = B(p1)®n1 ® B(p2)®n2)(p1,p2)€[0;1]2)

1.3 Retour au probleme

On note

_. nombre de patients du groupe 1 qui ont subit une attaque 1
b1 = = a Z X;

m =1
De méme,
. nombre de patients du groupe 2 qui ont subit une attaque 1 e v
b= na  ng 4 !
J=1

p1 et Py sont des estimateurs de p; et po.

Introduisons maintenant la notion d’estimateur :

Définition 1.3.1. (estimateur) Soit g : © — R On appelle estimateur de g(f) au vu de
I'observation X = (X1, ..., X,,) toute variable aléatoire (X )-mesurable T : Q — R%. SiEq(|T|) <
oo, on appelle biais de ’estimateur la fonction
br: © — R — Eo(T) — g(0)
On dit que T est sans biais si by = 0.

p1 et pa sont des estimateurs sans biais de p; et po au vu de 'observation Z = (X1, ..., Xp,, Y7, ...

En effet, p et p» sont bien o(Z)-mesurables, pour tout (p1,p2) € [0;1]2, p1 et p» sont L' sous
Py ps €t Epy py (p1) = p1, Ep, s (P2) = pa.

Intuitivement, les estimateurs pj et ps sont des quantités qui approchent "bien” p; et po.

1.3.1 Test d’hypotheses

On se place maintenant dans le modele statistique (2,4, (Py)pco). Soient ©g et ©; deux
sous ensembles disjoints de ©. En observant w, on veut tester § € ©¢ contre § € ©;. On appelle
Hy : 0 € ©g 'hypothese principale ou 'hypothése nulle et Hy : 8 € ©1 'hypothése alternative.

Définition 1.3.2. On appelle test toute variable aléatoire A : Q — {0, 1}.

Un test s’utilise grace a une regle de décision :

On accepte Hy < A(w) =0
On rejette Hy < A(w) =1



Remarque 1.3.3. Un test n’est pas symétrique. Un test de Hy contre Hj est différent d’un test
de H; contre Hy. En effet, dans un test de Hy contre Hi, on a un parti pris pour Hy et on ne
rejette Hy que lorsqu’on ne peut pas faire autrement.

Décider qu’un médicament est meilleur que 'autre revient a évaluer la quantité p; — ps. On ne
privilégie a priori aucun des deux médicaments, on va donc faire un test de Hy : p1 = po contre
Hjp : p1 # pa. (Sion fait un test de Hy : p;y < p2 contre Hj : p; > pg, on part avec un a priori
positif pour le médicament mi, de méme un test de Hg : p1 = po contre Hy : p; < po part avec
un a priori positif pour le médicament ms).

Pour discuter de la qualité d’un test on introduit plusieurs notions.

Définition 1.3.4. On dit que A est de niveau « si

sup Pp(A=1)< «
[USSH
A priori, un test ou un estimateur dépend du nombre n d’observations. Ainsi on parle de
niveau asymptotique « si

sup (lim P(A=1)) <«

ey VX
Remarque 1.3.5. Un test est construit pour valider (ou infirmer) I’hypothese Hy. En général, on
se donne un niveau «, une hypothese Hy et on construit le test pour qu’il soit de niveau a. La
notion de niveau est donc la caractéristique essentielle d’un test.

Définition 1.3.6. La fonction puissance d’un test A est f : ©; — [0, 1] définie par f(6) =
Py(A=1).

Remarque 1.3.7. L’erreur de premieére espece au point § € ©g est la quantité Py(A = 1) (la
probabilité de rejeter Hy sous 6 € Op). L'erreur de deuxiéme espece au point § € O; est la
quantité Py(A = 0) (la probabilité de rejeter H; sous 6 € O1). Ces deux notions permettent de
mieux cerner le test.

La puissance représente la probabilité de rejeter Hy sous Hj. On veut donc imposer a la puis-
sance d’étre le plus proche possible de 1. Le niveau représente quant a lui une majoration de la
probabilité de rejeter Hy sous Hy, a doit donc étre plutot faible.

A niveau fixe, pour que le test soit ”bon”, on veut que la puissance soit la plus grande possible.

2 Etude du premier modele

On se donne ici un niveau « (typiquement o = 5%) et on cherche a construire un test A de
niveau «.
On considere un test A du type :

A 0 si |p1 — p2| < dang s
1 sinon

On cherche donc a déterminer le dq pn, n, qui assure que le test A est bien de niveau o.
D’apres le Théoreme Central Limite :

Vi 5 N (0,1)
pi(l—p1)

4



Comme les échantillons utilisés pour tester les médicaments m; et mo sont distincts, on peut
supposer pi et ps indépendants. On a donc au final :

_Biop £ A0, 1)
» I
No= _ o) £

B L pAr(0) 1) \/m(l—pl) 4 p2(l=p2)
pa(1=p3) " "2
ng

On connait la loi asymptotique de p1 — pa. On va donc essayer de construire un test de niveau
asymptotique a (c.a.d  lim Py (A = 1) < a). Pour cela, il suffit de choisir dqg pn, n, tel que,

n1,n2—00
asymptotiquement, Pp,(|p1 — P2| = dangne) < v
Comme on se place sous 'hypothese Hy, on suppose p1 = ps. On a donc

b1 — P2 i} N(O, 1)
\/pl(l—m) | p2(l=ps)
ni no
On doit maintenant choisir dg n, n, tel que P [ |N(0,1)] > \/ (1da r)q n2(1 ) < «. A priori
P1 P1 +p2 —P2
dony my dépend de p1 = pg Mais, sur [0,1], p1(1 —p1) < ¥ et pa(1 — p2) < 1. Donc Z%Z‘DI) +

p2(1—p2) 2 _ ~ Ly
=, So 4n1 + 4n2 On a réussi a majorer la variance de p; — ps indépendamment de p;

et po. Or, asymptotiquement

D — Do d
P(|p1 — p2| 2 danyng) = P | IN(0,1)] > animz
\/Pl(l—m) + p2(1—p2)
ni no
croit avec la variance pl(i:pl) +E 2(};0 2) 1] suffit donc de la majorer pour la plus grande variance,
2
2.

Finalement, asymptotiquement

o~ ~ dOé’Vl n
Vp1 € [0;1],Vpe € [0;1], P(|p1 — p2| = danime) < P (W(O, 1) > 012>

Il suffit donc de choisir dg,n, n, tel que P ( |N(0,1)] > damng | _ a. On note ug le quantile
e

d’ordre § de la gaussienne centrée réduite (P (N (0, 1)

/ 1 1
est symétrique, on a do ny n, = =0oug =ugy/ gy + I

Remarque 2.0.8. On a ici construit un test de niveau asymptotique «. En fait, une pratique

résultant de simulations donne mieux. Dés que nipy = 5 et ni(1 — p1) > 5, les fonctions de
p1(1— p1))

u%) = ). Comme la gaussienne N(0, 1)

répartitions de py et N (p1, ne different qu’au troisieme chiffre apres la virgule. D’apres

cette approximation, dés que n1p1 , n1(1—p1) =5 et nape , na(l —p2) =5, "ny = ng = o’
i.e les probabilités P(|p — B3| < dan;.ng) €t P (w(p1 — pg, all=p) | pa(ls M); > dmm,m) ne

ni

different qu’au troisieme chiffre apres la virgule.



Voici ce qui se passe lorsgu'on majore la variance
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2.1 Niveau et puissance

Erreur de premiére espece
Maintenant que le test A a été bien défini, on peut vérifier expérimentalement (a 1’aide de si-
mulations) qu’il est bien de niveau a. On se donne plusieurs valeurs de p; = po et on calcule
lerreur empirique de premiére espece en (p1,p1) (on espére trouver un résultat inférieur a «, le
niveau asymptotique). Les résultats de ces simulations sont présentés dans la figure suivante.

On peut aussi calculer l'erreur asymptotique de premiere espece en (p1,pi1). Elle est donnée
par Py, p, (A = 0) = Py, (IN(0,p1(1 = p1) (5= + 75))| < danyms) = 9(p1)- Le graphe de g est
représenté sur la figure suivante.

Pour le dy n, n, choisi, on a bien str g(p;) < o mais, comme le montre la figure, on peut méme
avoir g(p1) < a quand pi(1 —pp) <€ i. La majoration est donc assez grossiere.



Erreur de premiére espéce pour n=500,0=0.05
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Remarque 2.1.1. Comme prévu, l'erreur empirique de premiere espece ne differe de 'erreur
asymptotique de deuxieme espéce qu’au troisieme chiffre apres la virgule.

Puissance du test
On a défini un test A de niveau «, efficace pour valider Hy sous Hy. On s’intéresse maintenant
a la puissance de A (qui représente la capacité du test A a rejeter Hp sous Hi).
Comme dans la partie précédente, on a

\/pl(l—pl) + p2(1—p2) ’

ni ng

1— 1—
DOnC fasym (p1,02) = Py o (A1 = 1) = PN (p1 — pa, L2+ 2E2P) | < oy o)
On a trouvé une formule explicite pour la puissance asymptotique, mais on peut, de méme que
pour le niveau, calculer une puissance empirique. On espéere que les deux fonctions puissance ne
sont pas trop éloignées (ce qui justifie a posteriori 'approximation gaussienne).



puissance asymptotique de A pour n=500, «.=0.05

fasym (p1,p2)

Différence entre les puissances empirique et asymptotique (n=500, «=0.05,1000 simulations)

femp (Pq vp2)_fasym P1.P2)

La premiere figure représente le graphe de la puissance asymptotique du test A. La seconde
représente la différence entre les puissances asymptotique et empirique (10000 simulations). La
différence est inférieure a 0.05 en valeur absolue.

Remarque 2.1.2. Les simulations montrent que les différences entre puissances asymptotique et
empirique ne sont pas significatives. On s’intéresse donc désormais uniquement aux formules
asymptotiques. Les calculs faits dans la suite de cette partie seront donc tous faits a partir des
formules asymptotiques.

Remarque 2.1.3. 11 est important de noter que la ”diagonale” de la puissance représente ’erreur
de premiere espece (f(p1,p1) représente 'erreur de premiere espeéce en pp). Mieux le test est



calibré, meilleure est la puissance. En effet, si on choisit d, de sorte que Py, (|p1 —p2| > do) < «,
on peut définir un test de niveau « en posant

1 sinon

A_{omm—@<mx

Si on choisit d,, tel que Py, (|p1 — p2| = d.,) = « (i.e on prend le plus grand d, possible), on
peut définir de maniére analogue un test A’ de niveau a mais surtout

f'(p1,p2) = By po (101 — P2| 2 diy) = Py s (IP1 — P2| = da) = f(p1,p2)

d!, donne une meilleure puissance que d,. Il est donc important de définir le niveau au plus
juste.

On voit que, hormis sur la diagonale, la puissance est tres proche de 1. On se donne une marge
de sécurité 3 et on peut définir deux berges a 1 — 8 par B = {(p1,p2) : f(p1,p2) =1 — (3}. On

pose ensuite eg = supinf{|pi — p2| : (p1,p2) € B}. e est I'écart minimum qu’on peut détecter
pP1 p2
avec une probabilité supérieure a 1 — 3 (i.e si [p1 — p2| = eg, on rejette 'hypothese Hy : py = po

avec une probabilité f(p1,p2) =1 — ).

2.2 Inversion de la figure

On suppose maintenant n; = ny = n. A n et § donnés, on peut donc détecter un écart eg(n)
avec une marge de sécurité 5. On se propose ”d’inverser” cette courbe : on se donne [ et e
et on cherche le plus petit n tel que e = eg(n) (c’est-a-dire le nombre minimum de patients
dont on a besoin pour distinguer p; et ps a e pres avec une marge de sécurité (). On note

o2(p1,p2) = p1(1 —p1) + p2(1 — p2). On a

_1_ B o%(p1, p2) 4 _\/ﬁ(pg—pl) Vndan
Frapp(P1,p2) = 1=P(IN (p1—p2, —==)| 2 dan) = 1-P(IN(0,1) o 7] ‘gﬂ(phpz))

Vdea Ug

Comme = = (), on a en fait
o(p1,p2)  V20(p1,p2)

am(pro) =1 PUN(0.1) = YEE =P < )

On a donc fi, app(p1,P2) —n—oo 1 dés que p1 # pa.

On pose donc ng(e) = sup {inf{n : fy app(p1,p2) > 1 —F}}.
|p1—p2|>e
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3 Etude du deuxiéme modele

Le modele présenté ci-dessus possede un certain nombre de défauts. En pratique, on ne dispose
pas de tous les patients des le début de I'expérience, certains la rejoignent en cours de route.
Ce fait n’est pas pris en compte dans notre modele. De plus, pour valider ou rejeter Hy, il faut
attendre la fin de l'expérience. Enfin, on a majoré la variance trés grossierement (par %, ce qui
correspond a p; = po = 0.5 alors que les données médicales donnent p; ~ py ~ 0.10), on peut
donc espérer améliorer la puissance en recalibrant le test. On aimerait un modeéle plus souple
qui réponde a ces trois exigences : de nouveaux patients peuvent rejoindre 1’expérience en cours
de route, on peut arréter 'expérience avant son terme si on a détecté un écart significatif entre
p1 et p2, on aimerait majorer la variance au plus juste.

3.1 Approximation Poissonnienne

Une facon naturelle de définir la nouvelle expérience est la suivante : on augmente la fréquence
des MMT (au lieu de remplir un MMT par an, le patient en remplit un toutes les deux semaines)
et on sort de ’expérience des qu’on détecté un écart significatif entre p; et po.

Dans cette nouvelle expérience, on ne s’intéresse plus au parametre n (le nombre de patients im-
pliqués dans ’expérience) mais au parametre N, le nombre total de MMT remplis par I’ensemble
des patients depuis qu’ils ont rejoint ’expérience. En fait, on s’intéresse toujours au nombre total
d’observations mais il ne coincide plus avec le nombre de patients.

On cherche a construire un bon test (de niveau « et avec la plus grande puissance possible). On
cherche donc & évaluer la probabilité p’ qu'un patient fasse au moins une thrombose en deux
semaines en fonction de la probabilité p d’en faire au moins une en un an. L’estimation de p’
permettra de majorer la variance p/(1 — p’) au mieux, et de calibrer le test au plus juste .

Définition 3.1.1. Un processus de Poisson de parametre A (A > 0) est un processus de comptage
qui vérifie :
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(i) N(0) =0
(ii) Le processus est a incréments indépendants.
(iii) Le nombre d’événements qui intervient dans n’importe quel intervalle de longueur ¢ suit
une loi de Poisson de parametre At. Pour tout s,t > 0, pour tout n € N,

At)"

P(N(s+t)—N(s)=n) = e_)‘tg

n!
Définition 3.1.2. Un processus de comptage (N(t)):>0 est a incréments stationnaires si le
nombre d’événements qui interviennent dans un intervalle de temps ne dépend que de la taille
de cet intervalle de temps. Autrement dit, pour tous s,¢ > 0, la loi de N(s+t) — N(s) ne dépend
que de t (et pas de s).

Définition 3.1.3. Un processus de comptage (N(t)):>0 est a incréments indépendants si le
nombre d’événements qui interviennent dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants :
pour tous p < ¢ < r < s, N(s) — N(r) et N(q) — N(p) sont indépendants.

On introduit une autre définition d’un processus de Poisson, équivalente a la premiere mais plus
pratique dans le cas qui nous intéresse.

Définition 3.1.4. Un processus de Poisson de parametre A (A > 0) est un processus de comptage
qui vérifie :

(i) N(0) =0

(ii) Le processus est a incréments indépendants et stationnaires.

(iii) P(N(h) =1) = Ah + o(h)

(iv) P(N(h) > 2) = o(h)

Remarque 3.1.5. Si (N(t))er est un processus de Poisson de parametre A, on a
E(N(t)) = At

On peut voir A comme la fréquence d’apparition d’un événement.

On aimerait modéliser le nombre de thromboses par un processus de comptage simple : le
processus de Poisson. Justifions 'approximation Poissonnienne. On commence ’observation d’un
patient a la date 0 et on note N (¢) le nombre de thromboses faites par le patient entre les dates 0
et t. On a évidemment N(0) = 0. Les données médicales montrent que le nombre de thromboses
qui surviennent durant un intervalle de temps donné ne dépend pas du nombre de thromboses
survenues avant cet intervalle mais uniquement de la longueur de cet intervalle de temps :
autrement dit, les incréments sont stationnaires et indépendants. Les thromboses n’arrivent pas
par ”paquets”, I'hypothese P(N(t) > 2) = o(h) est donc raisonnable. Enfin, si on introduit
la fréquence d’apparition f des thromboses, durant une durée ¢, il se produit en moyenne ft
thromboses. Il apparait donc raisonnable de supposer P(N(t) = 1) = ft + o(t) pour t petit.

Remarque 3.1.6. Bien entendu ’approximation Poissonnienne n’est qu'une approximation. En
pratique, le nombre de thromboses est influencé par un certain nombre de facteurs, dont certains
saisonniers, qui font que les incréments ne sont ni stationnaires ni indépendants. D’autres pro-
cessus, plus complexes, peuvent prendre en compte la variabilité de la fréquence : le processus
de Poisson inhomogene par exemple. Cependant, pour garder un modele simple, on ne tiendra
pas compte de ces facteurs.

Dans notre probleme, on passe d’un test par an a un test toutes les deux semaines. p =
14

P(N(365) > 1) =1—e 30 ot pf = P(N(14) > 1) =1 — e . Donc p/ = 1 — e36 2177 e

calcul avec p = 0.10 donne p’ = 0.004.
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Remarque 3.1.7. Une autre maniere, plus simple, de calculer p’ est de faire le raisonnement
suivant : 1 — p’ est la probabilité de ne pas faire de thrombose en deux semaines, 1 — p est
la probabilité de ne pas faire de thrombose en un an. Comme les événements "ne pas faire de
thrombose en deux semaines” sont indépendants pour des séquences disjointes de deux semaines
(incréments indépendants) et quun an comporte 26 séquences disjointes de deux semaines,

(1-p)=1-p)0 doncp =1-(1 —p)%. Le calcul avec p = 0.10 donne p’ = 0.004 (il est
normal de retrouver la méme valeur qu’avec l’approximation Poissonnienne).

3.2 Premiere approche

On tente de se ramener au modele précédent. Voici la démarche adoptée dans un premier temps.

Pour simplifier les calculs, on suppose n; = n2 = n (on a le méme nombre d’observations pour
chaque médicament) et on considere les v.a (X;)i=1..n et (Yj)j=1.., définies par :

X {1 si la ™€ observation pour le médicament m; révele une thrombose
i =

0 sinon

et

v {1 si la j°™¢ observation pour le médicament mg révele une thrombose
=

0 sinon

Comme précédemment, on suppose que les (X;)i=1.n (resp. les (Y});=1.r) sont des v.a indépendantes
de Bernoulli de parametre p} (resp. ph).

n

On considére ensuite la suite de v.a S,, = Z X;—Y;.Ona
i=1

S o (p/ _ p/) r

%;2 = N(0,p4 (1 — py) + pa(1 — ph))

Comme dans la partie précédente, dés que np} , nph > 5et n(1—p}), n(1—py) > 5, on peut
Sh,

Vvn
tous les n qui permettent de faire 'approximation Gaussienne. On peut donc rejeter I’hypothese
Sn

— =
ﬁ‘ -

ON POSE Nypin, = Inf{n : np,nph > 5 et n(1 —p)),n(l — p)) > 5} et on considere le test :

faire ’approximation Gaussienne. On peut donc calibrer ¢, pour que P, < >ty | < apour

nulle Hy : p} = p), dés qu’on trouve un n assez grand tel que to. De maniere formelle,

Sn

NG

0 si sup

N=Nmin--Nmazx

1 sinon

S ta

12



Deux réalisations de Sr| et zone de rejet de H0
120 T T T

100 - ra N

" Realisation de S, pour p," = 0.01, p, =0.001

60 Zonederejetde Hy  ~

Réalisation de Sn pour p1' = p2' =0.01

20+
Zone de rejet de H0

-40

I I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
n

La figure ci-dessus montre ce qu’on fait en pratique : on calcule S, pour tout n et on vérifie
que ‘%‘ < t, (i.e Sy, reste dans la parabole y? = tax) On a choisi 7,4, = 13000 qui correspond
a 500 patients suivis toutes les deux semaines pendant un an et on a représenté deux réalisations
de S, : une pour pj = p,, = 0.01, qui ne sort pas de la parabole et une pour pj = 0.01, p§, = 0.001
qui sort de la parabole pour n = 707 (soit bien avant la fin de 'expérience).

Remarque 3.2.1. Le sup indique qu’on calcule S,, pour tous les n (d’ou le nom de test séquentiel).

Des qu’on trouve un S, qui vérifie > tq, le sup vérifie aussi la condition donc on peut

Sn.
4D
sortir de ’expérience sans plus attendre.

On majore aussi la variance plus finement. Les données médicales fournissent p) ~ p/, ~ 0.0043.
On majore p} , ph < 0.01 et la variance pj(1 — p}) , ph(1 — ph) < 02 = 0.01 (au lieu de % dans
le premier modele). L’approximation gaussienne

Sn
P 2n
e <' v
donne t, = ug V20 = 0.2772.
Enfin, dans ce modele, on s’intéresse uniquement au nombre total d’observations, les patients

n’ont pas besoin d’étre la des le début, ils peuvent rejoindre et quitter I’expérience en cours de
route. Le modele répond donc aux exigences qu’on attend de lui.

> m) — sup PN, 25,(1 — p)| > ta)
Py

En fait, a cause de la loi du log itéré, ce modele ne fonctionne pas. De maniere asymptotique,
on rejette systématiquement I’hypothese Hy sous Hy.

Théoréeme 3.2.2. Si (By)i>0 est un mouvement brownien alors

. By
p.s limsup ——==1

t—oo V 2tInlnt¢ B

13



Preuve 1 :
Lemme : On considere le temps d’arrét T, = inf{t : B; = a}

P(max Bs >a)=P(1T,<1)=2P(By >a) (1)
0<s<1

—x2/2

| ety t— o

0o —x2/2
/ eV 2y ~ © (3)

X

(1) est une conséquence du principe de réflexion pour un mouvement brownien. On utilise

simplement que max B, a méme loi que | By |.
0<s<t

2) est immédiat en majorant e=¥"/2 par Le=¥"/2 dans l'intégrale.
j par & g
1) Montrons pour commencer
: By
p.s limsup

— <1
t—oo V2tInlnt

Soit « >1ett, =a”

P( max B,> (taft)VD) < P (L) yiyay

max
tn<s<tnt1 0<s<tnr1 $1/ ] a
mn

+
< 2(2m) 2 (HE) Y2 oxp (<45

N

d’apres (1) et (2)
Si f(t) = 2a?InInt alors Inlnt = Innlna = Inn + Inlna donc exp (—f(t,)/2a) < Con™®
ou C, ne dépend que de a.
D’ou -
> P(, max Bi> (taf(tn)'?) < oo
n:O n

<s<tn+1

Par le lemme de Borel-Cantelli on a alors P(limsup{ max B> (tnf(tn))l/Q}) =0

n—o00 tn <s<tn+1
donc puisque t — (tf(t))'/? est croissante on en déduit

P(limsup{ max B, > (sf(s))1/2}) =0

n—oo tn <s<tn+1
puis
P(limsup{ max L>1}) =0
n—oo  tn<s<tnt1 \/m

By
on en déduit facilement que p.s limsup —— < 1
anep t—»oop vV2tinlnt h
2) Montrons maintenant 1’autre sens de I'inégalité. On va cette fois utiliser la réciproque du
lemme de Borel-Cantelli.

On prend a nouveau « > 1 et £, = ™. On s’intéresse a la quantité
P(Btn+1 — By, > (tn+1f(tn+1))1/2) = P<Bl > (ﬂf(tn+1))1/2)

14



ou 8 =tyy1/(tht1 —tn) = a/(a — 1) = 1. D’apres (3) si n est assez grand on peut majorer
la quantité précédente par
1
2V/2m

Si f(t) = (2/4%) InInt alors puisque Inlnt,, =Inn +Inlna on a

(Bf (tpyr)) " 2e Pl tnt1)/2

e Bf(tnt1)/2 > Can—ﬁ/2

ou C, ne dépend que de «. Finalement si oo > 2

ZP<Btn+1 — By, > (tn+1f(tn+1))1/2> =

n=0
Les événements ci-dessus étant indépendants on peut utiliser la réciproque du lemme de
Borel-Cantelli et déduire facilement que :

p.s  limsup Binsr = Bin >1
. n—oo ((2/B%)tns1nInt, 1)t/2 =

d’ou
p.s  limsup Binis = Bt > 1 — a-1
nooo (2tni1Inlnt, 1)¥/2 7 3 «
p.s  limsup Bt a—-1 Jim sup By, a—-1 1
n—oo (2tpy1nlnt, )27« nooo (2tpiilnlnt,1)V/2 7 « al/?
. . By a—1 1
Finalement p.s hlt’Il)Sololp i) > — =5

En faisant @ — 0o on obtient bien le résultat voulu.

On déduit du théoreme la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit X,, une suite de v.a i.i.d qui vérifient E(X;) =0 et Var(X;) =1. On
note Sy, =Y ;" X;, alors p.s :
Sn

lim sup =1
n—oo +/2nlog (log(n))

Nous pouvons donc déduire de la proposition précédente que

. Sn,
p.s. limsup — = o0

n—o0 \/’E

et donc que

: Sn
p.s. limsup — > t,
n—o0 n

C’est précisément le fait d’effectuer de fagon répétée au cours du temps notre test de Hy contre
H plutot que de le faire une unique fois a la fin de 'expérience qui pose probleme et rend le
test inopérant. Il faut ajuster le modele pour tenir compte de ce fait.

15



3.3 Ajustement du modele

S Xi— Y

i=1..n 7

2n1n (In (n))

sup |Z,|= sup

1=50..Nmaz n=>50..nmax

On consideére maintenant la v.a Z,

Nmaz ~—

On considere un test A du type :

1 sinon

A {0 SI Znpow < Vo

Et on cherche a calibrer v, pour que le test soit de niveau . A priori, v, dépend encore une fois
de p; = po. Il semble intuitif que v, décroisse avec la variance mais on ne sait pas le prouver.
On va donc calibrer v, pour la variance maximale, ¢’est-a-dire pour p} = py, = 0.01.

Remarque 3.3.1. Pour des raisons pratiques on considere le sup sur ¢ > 50. En effet, si on
Zi:l..n Xi—Y;
2nln (In(n))

considere Z' =  sup , la fonction de répartition de Z’ pose probleéme.

n=1..Nmax

Fonction de répartition de Z'
1 T

0 0.5 1 1.5

La présence d’atomes (dtie aux valeurs de Z,, pour les petites valeurs de n) ne permet pas de
calibrer un test de niveau, par exemple, 0.05. La présence d’un atome au niveau du quantile ¢
d’ordre 0.05 de Z' permet de définir un test de niveau 0.075 (on accepte Hy si Z’' < ¢) et un
autre de niveau 0.002 (on accepte Hy si Z' < ¢) mais rien entre les deux : on ne peut pas calibrer
au plus juste un test de niveau 0.05.

On adopte la v.a Z,,,, . qui a une fonction de répartition plus ”lisse”.

16



Fonction de répartition de Zn

1 T

08 B

071 B

06 =

V05| 7

0.4 .

03 B

02 B

Remarque 3.3.2. Le fait de considérer Z,,, . au lieu de Z’ revient & attendre d’avoir 50 obser-

vations pour commencer les tests. Ce n’est pas une hypothése tres contraignante. En effet, il est
peu raisonnable de commencer un test statistique avec un nombre trop faible d’observations.

Maintenant que la fonction de répartition de Z, est connue, on peut calibrer le test au ni-
veau qu’on veut. Dans la suite de I’exposé, on prend o = 0.05, la fonction de répartition donne

Vo = 0.2402 (& comparer avec % = 0.1960 pour estimer la déviation die au log (log(n)))

mazx

Remarque 3.3.3. 1l est tout de méme possible de calculer un v, théorique en faisant une majo-
ration a priori assez grossiere :

N,
Sn max Sn
P su —— 2V < Pl———2>v
(Nmm gnlg)me vV2ninlnn ) n_%: _ ( vV2nlnlnn o)
N,
max S

< Z P(\/—% > v,V2Inlnn)
Nmaz

< Z P(N(0,02%) > vav/21n1n Ny

< (Nmax - Nmzn)P(N(OaU2) Z VoV 21n1nNmm)

En prenant N, = 50 et Nyee = 13000 et en majorant o par 0.01 on obtient v, = 0.2703
alors que nos simulations nous donnent v, = 0.2403. Le gain obtenu en faisant les simulations
est finalement assez faible par rapport a ce qu’on peut trouver a ’aide de majorations brutales.
Cependant, comme on veut la plus grande puissance possible, on doit calibrer le test au mieux
et donc a prendre le plus petit v, qui marche. On a donc intérét a prendre le v, donnée par les
simulations.

17



3.4 Niveau et puissance

Maintenant que le test est défini, on s’intéresse aux erreurs de premiere et deuxieme espéce.
Contrairement au test précédent, les erreurs asymptotiques ne nous intéressent pas. En effet,
comme les X;—Y;—(p| —ph) sont des v.a i.i.d de moyenne nulle et de variance p} (1—p})+ph(1—p5),
d’apres la loi du log itéré :

X, -Y — 1
lim sup >ic1 i — n(py —ph) _1
N—00 \/pl —ph) +ph(1 —ph) \/2n10g (log (n))
Notre majoration brutale donne :
u [e%
\/2 log log (nmm))
Or
2
o 1 (—u#)
————— =PWN(0,1) > u o ~ exp L Zetn
Nmax — Nmin ( ( ) maz —Mmin ) 21 2
Donc
UW ~ 2 log (nma:r:)
Si py # Py, p-s
7 Nimaz (P — Ph) 1
Nmazx
\/pll(l —ph) + pa(l — ps) \/2nmaac log (log (Mmaz))
Donc p.s  lim fmar — 5. Finalement
Nmaz—00 Vo
lim P’ ’(A = 1) = lim Pp’ p2(Z7lmaw P er) =1

Nmaz—00 Nmaz—00
La puissance asymptotique vaut 1. On s’intéresse donc uniquement a la puissance empirique.

Erreur de premiére espéce pour nmax=1 3000, «=0.05

0.06 T T T T T T

0.05-

— niveau du test
—— empirigue (8 000 simulations)

0 .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0. 005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Py
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Remarque 3.4.1. Comme le montre la figure précédente, le test est bien de niveau a = 0.05.
Cependant, on avait majoré pj < 0.01 et p{(1 — p}) < 0.01. On voit que la majoration est
peut-étre encore un peu trop grossiere puisque pour p) de 'ordre de 0.005 (un peu plus que la
valeur médicale), l’erreur de premieére espece est de l'ordre de 0.005 soit 10 fois moins que le
niveau du test.

f(pq'.pa)

Remarque 3.4.2. La puissance a ’air a priori moins bonne (les berges sont plus éloignées) dans
le test séquentiel que dans le test précédent. Cependant, on considere ici des parametres p} et ph
faibles, les berges sont donc éventuellement plus éloignées uniquement a cause du changement
d’échelle. Avec cette puissance, on peut détecter un écart de 0.006 avec une marge de sécurité
B = 0.05. On cherche a comparer cette valeur a ’écart détectable avec la méme marge que dans
le premier test. Pour cela, il faut ramener cet écart entre des probabilités sur deux semaines a
un écart entre des probabilités annuelles.

[P} — ph| > 0.006 = f(py,ph) > 18
Du fait de I'approximation Poissonnienne, |p} — ph| = [(1 — e714M) — (1 — e~ 1422)|. Compte
tenu de 'ordre de grandeur de p) et p,, on peut linéariser. Donc

0.006
1P} — ph| = 0.006 < [N — Ag| > — e la- e 3050y _ (1 — 736922)] > 365\ — Ap| = 0.1590

On peut détecter un écart annuel de 0.1590 avec 13000 observations (soit 500 patients ob-
servés toutes les deux semaines pendant un an). Dans le premier test, avec 500 patients, on
pouvait détecter un écart de 0.0723. La puissance du nouveau test est donc effectivement beau-
coup moins bonne.

Conclusion

Nous avons présenté dans cet exposé un premier test statistique tres élémentaire et les outils
mathématiques qui permettent de rendre un tel test rigoureux puis nous avons tenté de mettre
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en place une variante de ce premier test qui répond aux exigences du Dr Abastado. Plusieurs
enseignements sont a tirer de ce travail :

D’abord les statistiques sont une discipline qui nécessite parfois de faire des simulations
informatiques afin de calibrer au plus juste les tests mis en place. Cette pratique, surprenante
a priori dans un exposé de mathématiques, est rendue inévitable par ’absence de résultats
théoriques sur les vitesses de convergence de certains estimateurs.

Ensuite on constate une fois de plus a quel point il est délicat d’adapter des résultats
théoriques a un probleme pratique. En effet si la premiere méthode que nous avons présentée
est sans surprise et assez simple, ce n’est pas le cas de la deuxieme. Nous avons rencontré de
nombreuses difficultés pratiques (nombre de patients disponibles limité, probabilité de faire une
thrombose mal connue mais aussi lenteur des simulations...) qui nous ont retardé pour bien
calibrer le test séquentiel. C’est en partie pour cela que ce deuxieme test est assez mauvais et
largement améliorable.

Pour finir, précisons que nous avons acquis récemment des données médicales sur les throm-
boses qui vont nous permettre de mettre en place le test précédent sur un cas concret et de
I’optimiser en conséquence.
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