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1 Introduction

Le plan euclidien R? est I’espace privilégié pour la géométrie de base. Il permet de formuler de
nombreuses questions géométriques, qui peuvent ensuite étre généralisées a de nombreux autres espaces.
C’est le cas du probléme de Sylvester, proposé par Sylvester en 1893 dans [Syl], résolu par Gallai en 1932
(preuve publiée en 1943, présentée dans [Cox| par exemple). D’autres preuves suivirent celle de Gallai,
utilisant des idées et des techniques trés différentes. Nous verrons d’abord plusieurs de ces preuves,
avant de voir comment ce probléme peut étre généralisé au cas complexe, par un théoréme conjecturé
par Serre dans [Ser|, et démontré par Kelly dans [Kel], puis par Elkies, Pretorius et Swanepoel en 2006
dans [EPS]. Cette preuve a l'avantage de se généraliser au cas des quaternions.

1.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 1.1 (Théoréme de Sylvester Gallai). Soient pour n,d € N*, n points dans R% non tous
alignés. Alors il existe une droite passant par exactement deuz de ces points.

Commengons par présenter quelques preuves géométriques du théoréme de Sylvester-Gallai. La
premiére est due a Kelly et date de 1948, et la seconde est la preuve originale donnée par Gallai en
1943.



1.2 Preuve de Kelly

Cette preuve est dite euclidienne, car elle utilise la structure euclidienne de R?, ici les distances.

Par ’absurde, on suppose qu’une droite reliant deux points passe toujours par un troisiéme point.
On suppose les points non tous alignés. On peut donc prendre trois points A, B et C non alignés, et
tels que la distance de A a la droite (BC) soit minimale. Par hypothése, il existe un troisiéme point D
sur la droite (BC).

FIGURE 1 — Deux posibilités pour D (les deux autres sont les symétriques)

Par symétrie, il n’y a qu’a traiter les deux cas représentés sur la figure :
- D € [HB] : Dans ce cas, la distance de D a la droite verte (AB) est strictement inférieure a la
distance de A a la droite (CB), car d(D, (AB)) < d(D,G) < d(A, H) = d(A, (BC)). (’inégalité stricte
est donnée par le théoréme de Thalés)
- D’ ¢ (CB] : Dans ce cas, la distance de B a la droite violette (AD’) est strictement inférieure a la
distance de A a la droite (CB), par le méme argument.

1.3 Preuve de Gallai

On suppose encore les points non tous alignés. Soit Py, ..., P, un ensemble E de n points du plan
affine. On peut supposer que P;, P, et P53 sont non alignés. On construit ensuite toutes les droites
passant par P; et 'un des autres points de E. Ces droites coupent la droite (Py, P3) en au plus n — 1
points. Ainsi, on peut choisir un point Q sur la droite (Ps, P5) qui n’est pas l'un de ces points d’inter-
section (Ainsi, Q n’est pas 'un des P;).

Par définition, la droite (P, @) ne contient aucun des P; (excepté P; évidemment). Considérons
maintenant toutes les droites joignant deux points de E, et posons A le point de [Py, Q)] tel que :
(0) A# P,
(1) Le point A soit intersection d’une droite (P;, P;) et du segment [Py, Q] (quitte a réindexer on peut
prendre Py, Ps)
(2) La distance AP; est minimale parmi tous les points vérifiant les deux premiéres conditions




Si (P4, P5) ne contient aucun autre point de E, c’est fini. Sinon, il existe Ps € (Py, P5). Comme
(Ps, Py)\A a deux composantes connexes, il y a deux possibilités :
Soit Py, Ps et Pg sont dans la méme composante connexe. On réindexe pour que les points soient dans
cet ordre en partant de A. Sinon, il y a deux points dans une des composantes connexes, et un dans
Pautre. On réindexe pour que Py et P; soient dans la méme composante connexe, et pour que A, Py, P
soient alignés dans cet ordre.
Enfin, par Pabsurde, s'il existe P; € (P1, Ps) N E alors en séparant 4 cas, comme indiqué sur la figure
suivante, on aboutit & une contradiction : si P; €]P; Ps[, alors (PsP7) N (P1A) est plus proche de Py
que A; sinon, (Py4P7) N (P A) est plus proche de P; que A.

Py

FIGURE 2 — Séparation des quatre cas

Remarque 1.2. Cette preuve est affine; en effet la seule partie qui pourrait poser probléme est le
choix de A, a distance minimale de P; sur le segment [P, Q]. La condition affine exprimant cette
minimalité peut s’écrire : A est le point vérifiant (0) et (1) tel que pour tout autre B vérifiant (1),
A € [Py, B].



2 Configurations

Dans cette partie nous allons définir les configurations abstraites de points et de droites, sur les-
quelles on peut poser le probléme de Sylvester. Nous verrons par la suite comment de telles configura-
tions peuvent étre plongées dans des espaces connus.

2.1 Configuration abstraite
De maniére abstraite, on veut pouvoir définir une géométrie avec des points et des droites.

Définition 2.1. (1) Une géométrie est la donnée d’un ensemble P dont les éléments seront appelés
points et de D un ensemble de parties de P dont les éléments seront appelés les droites. Pour que cette
définition soit cohérente avec I'intuition, on impose que par deux points passe une et une seule droite :
VYa,a’ € P,3d € D,a,a’ € d. On dira que le point a € P est sur la droite d € D si a € d.

(2) Une configuration est un sous ensemble fini S de P avec le sous ensemble Dg de D formé par
I’ensembles des intersection avec S des droites qui contiennent au moins deux points de S. On la notera
(S, Dg) dans la suite. Ainsi Dg est un ensemble de parties de S.

Dés lors, on peut formuler le probléme de Sylvester en ces termes : Si S C P est une configuration
telle que |Dg| > 2, existe-t-il d € Dg tel que |d| =27

Exemple 2.2. Si K est un corps,n € Nyet P=K" onaD={{z+t(y—z),t € K},x £y € K"}

Définition 2.3. Une configuration de Sylvester est une configuration (5, Dg) telle que

Vd € Dg,|dN S| > 2. Elle est dite triviale si tous les points de S sont alignés.

On appelle morphisme de configuration entre (S, Dg) et (T, Dr) une application f : S — T telle que
/(Ds) = Dr.

Deux configurations (S, Dg) et (T, D7) seront dites équivalentes s'il existe une application f: S — T
bijective et telle que f(Dg) = Dy. L’application f est alors un isomorphisme.

L’intuition nous suggére qu’un morphisme de configuration f : S — T doit envoyer des points

alignés dans S sur des points alignés dans T'. Cette condition est équivalente a celle de la définition,
car f(Dg) = Dr indique que {f(a),a € d} est une droite de T (avec d une droite de S), donc on a
bien que trois points alignés restent alignés aprés le passage par f.
On remarquera que les morphismes de configuration injectifs permettent de voir une configuration
comme sous-configuration d’une autre. Entre autre, savoir si une configuration de Sylvester admet des
sous-configurations de Sylvester permet de définir des configurations de Sylvester minimales : ce sont
les configurations de Sylvester non triviales n’admettant aucune sous-configuration propre de Sylvester
non triviale.

2.2 Premiers exemples de configurations

Il est intéressant de se demander combien une configuration de Sylvester doit contenir de points.
Proposition 2.4. Une configuration de Sylvester non triviale contient au moins sept points.

Démonstration. Une configuration de Sylvester non triviale contient au moins deux droites D; et Do,
d’intersection un point P;. Chacune de ces droites contient deux autres points Py, P3 € D1, Py, Ps € Do
(comme sur la figure ci-dessous).

La droite (P2 Py) contient un troisiéme point Ps, qui n’est ni sur D; ni sur Ds. Sinon, on aurait dans
D1 N (P, Py) plusieurs points, donc ces deux droites seraient confondues, et alors on aurait P, Py €
D1 N Dy, ce qui contredit ’hypothése de départ. Enfin, la droite (P; Ps) contient un point P; qui n’est
ni sur Dy, ni sur Do (sinon Ps y serait aussi), et est donc distinct de tous les autres points considérés.
Ainsi, toute configuration de Sylvester non triviale contient au moins sept points. O
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Exemple 2.5 (Plan de Fano). On peut se demander comment compléter cette configuration de fagon
& obtenir une configuration de Sylvester a sept points. Il s’agit donc de définir par quel autre point
passent les droites (P;Pr) pour € {2,3,4,5} et la droite (PsPs).

Or (P»P;) passe nécessairement par Ps, sinon on aurait deux droites confondues et la configuration
serait triviale. De méme, (P3P7) passe par Ps, et (P3P5) passe par Ps. On obtient la configuration a
sept points suivante, et on a unicité (& isomorphisme prés) de cette configuration. On appelle cette
configuration plan de Fano. Le plan de Fano peut se voir comme l’espace projectif FolP?, et peut se
représenter de fagon plus symmétrique comme ceci :

Plan de Fano

En contraignant le nombre de points sur chaque droite dans une configuration de Sylvester, il est
possible d’obtenir des informations sur le nombre de points. Ceci permet notamment de connaitre les
configurations pour un petit nombre de points.

Proposition 2.6. Soit S une configuration de Sylvester non triviale telle que toute droite de S contient
exactement trois points. Alors S a un nombre impair de points.

Si au contraire il existe une droite dans S contenant au moins quatre points, alors S contient au
manimum neuf points.



Démonstration. Si toute droite de S contient exactement trois points, soit P un point de S. Alors
toute droite de S passant par P contient exactement deux points de S, et tout point de S est sur une
telle droite. On peut donc compter les points de S distincts de P deux par deux, et en ajoutant P, on
obtient un nombre impair de points.

Si, au contraire, il existe dans .S une droite contenant quatre points Py, Py, P3, Py, et un point Ps
qui n’est pas sur cette droite, alors les droites (P;Ps) passent toutes par des points Pg, Py, P, Py de S.
Ce qui donne neuf points dans S. O

Corollaire 2.7. Il n’eziste pas de configuration de Sylvester a huit points.

Exemple 2.8 (Configuration de Hesse). Les mémes arguments permettent de montrer qu’a isomor-
phisme prés, il n’existe qu’'une seule configuration de Sylvester non triviale & neuf points, appelée
configuration de Hesse.

En effet, on commence par montrer que dans une telle configuration, il ne peut y avoir quatre points
alignés. Sinon, soient D; une droite contenant quatre points P;, P», P3, Py, Ps un point non situé sur
Dy, et P,y5 les points par lesquels passent les droites (P;Ps) pour ¢ = 1 a 4. Ces points ne sont pas
sur Dy.

(P Py) passe par un troisiéme point, qui n’est pas sur Dy, et qui est distinct de Ps et Ps. Il s’agit de
P; ou Ps. En reprenant cet argument pour (P Pg) et (P Pr), on a que Py, P;, Py et Py sont alignés.
De méme, on montre que P», Py, Py et Py sont alignés, donc que tous les points sauf Ps sont sur Dy,
ce qui est absurde.

Ainsi, toute configuration de Sylvester & neuf points a exactement trois points sur chaque droite.
Ceci permet d’en construire une, qui est unique & isomorphisme prés.

En effet, partant de la fin de la preuve de la proposition 2.4., on n’a qu’une seule facon de com-
pléter la configuration en ajoutant exactement deux points. Il est possible de voir la configuration de
Hesse comme une configuration dans le plan projectif complexe, et donc dans le plan complexe. Cette
représentation sera étudiée dans la partie 4, la partie 3 introduisant les outils nécessaires pour cette
étude.



Remarque 2.9. Dans [KeN] sont étudiées les configurations de Sylvester avec moins de 14 points.
Pour 10 et 11 points, il y a existence et unicité de la configuration. Pour 12 points, il existe trois
configurations non isomorphes.

3 Plan projectif et dualité

Cette partie est une introduction sur le plan projectif. On introduira également le concept de dualité.

3.1 Introduction au plan projectif

Définition 3.1. Soit D une algébre a division et E un D-espace vectoriel a gauche de dimension finie.
En pratique, D sera un corps ou l'algébre des quaternions.

- L’ensemble P(FE) des droites vectorielles de E est appelé le plan projectif de E.

- On définit dim P(F) = dim F — 1.

- Un sous ensemble V de P(E) est un sous-espace projectif de F s’il existe un sous-espace vectoriel F'
de E tel que V=P(F).

- On parle de droite projective lorsque dim V' = 1 et de plan projectif si dim V = 2.

- Si E=D""! on notera P(D"*1) = DP"

On dira que des éléments de P(E) sont alignés lorsque dans E, ces droites sont coplanaires.

Remarque 3.2. Si E est un espace vectoriel réel, la dimension de P(F) est la dimension de P(E) en
tant que variété différentielle. L’écriture RP™ nous renseigne alors directement sur la dimension de la
variété.

Proposition 3.3 (Reformulation de la définition). Le plan projectif est Uespace quotient (E\{0})/~
avec la relation "étre sur la méme droite” : x ~y < IN e D* =D\{0},\z =y

Dans toute la suite, on considérera que E est de dimension finie n + 1.

Cette premiére maniére de voir le plan projectif nous donne des "coordonnées" sur P(FE), appelées
coordonnées homogénes. En effet, choisissons des coordonnées sur E, il vient immédiatement que
pour z,y € E\{0},

= (21, Tnt1) ~ Y= (Y1, e, Ynt1) <= INED* Vi€ [I,n+ 1], \x; = y;

On note alors [x7 : ... : Z,,11] la droite vectorielle engendrée par le point (x1, ..., 2,41) de E\{0}.
Ainsi, VA € D\{0}, [Az1 @ ... : AZpg1] = [#1 ¢ ... @ Tpg1]. Généralement, on choisit un représentant de
chaque classe qui a des propriétés sympathiques avec lequel on va travailler.

Exemple 3.4 ("Identification & une demi-sphére"). Si E est un espace vectoriel réel normé, on peut
décider de choisir pour représentant de [z7 : ... : Z41] le point y = (y1, ..., Yn+1) de la droite vectorielle
engendrée par (x1,...,Zn41) et tel que |ly|| =1 et Fi € [1,n+1],Vj € [1,i —1],y; =0 et y; > 0. (Si
i = 1, la condition est juste y; > 0).

On identifie ainsi P(E) a une demi-sphére de E, avec identification sur ’équateur des points diamétra-
lement opposés.

Une deuxiéme maniére de voir le plan projectif est de le "plonger" en partie sur un hyperplan affine
de E en choisissant un "hyperplan a l'infini". C’est ce que 'on va faire.

Proposition 3.5. Soit H un hyperplan de E et H = H 4+ a,a ¢ H un hyperplan affine. Alors,
P P(E)\P(H) — H
' d— F(d)—a ou{F(d)}=dnH
est une bijection qui préserve l'alignement des points.

Démonstration. 1) C’est une bijection : Soit H un hyperplan affine de la forme H = H + a,
avec a ¢ H, et soit d € P(E)\P(H). d est une droite vectorielle de E qui n’est pas contenue dans



Ihyperplan H. Ainsi, E = H @d et la droite d intersecte ’hyperplan affine H en un unique point F'(d).
L’application,
I P(EYZ\P(H) > H
' d— F(d) ou{F(d)}=dnNH

est alors une bijection entre P(E)\P(H) et H. A tout point p de H, la droite vectorielle passant p est
un antécédent évident de p. Réciproquement, si deux droites vectorielles passent par le méme point
p € H, ce sont les mémes, car ces deux droites passent aussi par 0. On identifie ensuite H & H en
translatant par -a.

D / D’

FIGURE 3 — Identification de P(E)\P(H) a H

2) Elle préserve l’alignement des points. Par définition, si trois points sont alignés dans le
plan projectif, c’est que les droites vectorielles de E dont elles proviennent sont incluses dans un méme
plan P. Si elles ne sont pas incluses dans 'hyperplan H, alors ’application F' envoie les trois points
sur une méme droite affine de H, et donc F préserve 'alignement des points.

FIGURE 4 — F préserve ’alignement des points

O

Cette correspondance nous permettra de prouver qu’une configuration donnée dans un espace
projectif se plonge dans un espace affine.



Remarque 3.6. De plus, si H’ est un autre hyperplan affine de direction H, la bijection construite
par la preuve précédente est la méme que la précédente & une homothétie et une translation prés (la
translation provient du choix de a et a’).

e v

\\ , Hl’
\,\Q H

H ///=/ ,//’/”e’ _>OO

H (0,0)

Remarque 3.7. L’hyperplan H est appelé hyperplan a ’infini. Cette dénomination se comprend
sur les droites vectorielles de R? par exemple, comme sur la figure ci dessus. Dés lors qu’on a choisi un
hyperplan & l'infini, le reste s’identifie donc & un hyperplan de E.

Exemple 3.8. Identification via les coordonnées barycentriques

Soit E un D-espace vectoriel, et H un hyperplan de E. On choisit des coordonnées dans E tel que

H soit 'hyperplan d’équation Z?Ll x; = 0. Pour un hyperplan affine H on prend I’hyperplan affine
d’équation S a; = 1.

Passons maintenant dans P(FE), et identifions P(E)\P(H) a H. En coordonnées, la droite Vect{(x1, ..., n11)}
est représentée dans P(E) par les coordonnées [ : ... : 2] ] avec (27, ...,2], 1) = ANZ1, ..., Zny1) € H,

Cest a dire Y0 #f = 1.

On parlera de coordonées barycentriques. Cet exemple va nous étre utile en section 5.

Corollaire 3.9 (de la proposition 3.5). Lorsque D est infini, une configuration de Sylvester donnée
dans un espace projectif sur D se plonge dans un espace affine.

Démonstration. Considérons un hyperplan projectif P(H) qui ne contient aucun point de la configu-
ration (ce qui est possible car la configuration est un nombre fini de points). On choisit cet hyperplan
comme hyperplan & l'infini et on applique F, pour un hyperplan affine H engendré par H et distinct
de H. Comme F préserve l'alignement des points, la propriété "sur une droite passant par deux points
de la configuration, on peut trouver un troisiéme point de la configuration” est conservée. O

Ainsi, a partir d’une configuration donnée dans un espace projectif, on peut en construire une dans
un espace affine. Cela nous permettra de chercher des configurations de Sylvester dans des espaces
projectifs plutot que dans des espaces affines. L’avantage de travailler dans le plan projectif est qu’on
a une notion de dualité compatible avec le probléme de Sylvester, mais aussi ’arsenal de toutes le
transformations projectives.



3.2 Dualité

Soit E un espace vectoriel. On note E* son dual, c’est & dire ’espace des formes linéaires sur E.
On utilisera assez souvent, implicitement, la propriété suivante, qui mérite d’étre rappelée.

Rappel 3.10. L’intersection de deux hyperplans vectoriels distincts de E est un sous espace de di-
mension n-2 de E. (C’est une conséquence de la formule de Grassmann).

Rappel 3.11. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p < n+ 1. Alors F induit un sous

espace F+ de E*, avec :
Ft ={f € E* Yz € F, f(x) =0}

On appellera F+ lorthogonal de F (dans E*).
De plus, dim(F+) =n+1 — p.

En particulier, si D est une droite de E et P un plan, alors D* est un hyperplan de E* et P+ un
sous espace de E* de dimension n — 1. Or une droite de E est envoyée sur un point de P(E) et un plan
sur une droite de P(E).

Proposition 3.12 (Dualité). On peut naturellement associer :

- A un point p de P(E), un hyperplan projectif p* := p* de P(E*).

- A une droite d de P(E), un sous espace d* := d* de dimension n — 2 de P(E*).
De plus, p € d < d* C p*.

Remarque 3.13. On rappelle qu'un point de P(FE) est une droite vectorielle de E, et donc une droite
de P(E) a un plan vectoriel dans E. L’orthogonal est donc bien 'orthogonal d’une droite dans E.

Démonstration. Pour la deuxiéme partie, on remarque que, dans E, on a :
VF,Gsevde BE,F C G = G C F*
11 suffit ensuite d’appliquer ce résultat & une droite et un plan et de passer dans ’espace projectif. [
En conséquence, on peut définir :

Définition 3.14. A une configuration de Sylvester donnée dans un espace projectif P(E), on peut
associer une configuration dans P(E*) : cette configuration est un ensemble fini d’hyperplans projectifs
(de P(E™)) tels que pour deux hyperplans projectifs II; et II; donnés, il en existe un troisiéme II;; tel
que II; N1II; C IL;; . Cette configuration sera appelée configuration de Sylvester duale.

Voici les trois exemples importants qui vont nous servir par la suite.

Exemple 3.15 (Cas de RP?). RP? est 'ensemble des droites vectorielles de R3. Ainsi, en identifiant
(R3)* a R3, une droite de R3 est envoyée sur un plan tandis qu'un plan est envoyé sur une droite.
Donc, dans RP? :

- Un point p est envoyé sur une droite p*.

- Une droite d est envoyée sur un plan d*.

Ainsi, une configuration de Sylvester duale sera simplement un ensemble de droites tel que par le point
d’intersection de deux droites passe toujours une troisiéme droite.

Remarque 3.16. Le fait de travailler dans le plan projectif permet d’avoir I'existence d’un tel point
d’intersection.

Exemple 3.17 (Cas de CP?). Cette fois ci, CP? est 'ensemble des droites vectorielles de C*. Donc,
en identifiant (C*)* & C*, 'opération de dualité consiste a remplacer :

- Un point p de CP? par un plan p* de CP3

- Une droite d par une droite d*.

Une configuration de Sylvester duale sera alors un ensemble de plans (projectifs complexes) tel que
par la droite d’intersection de deux plans passe un troisiéme plan.

Exemple 3.18 (Cas de HP*). Sur les quaternions H, dans HP*, les points sont envoyés sur des
sous-espaces projectifs de dimension 3 de HP* et les droites sur des sous-espaces de dimension 2 de
HP4.

10



3.3 Un exemple de preuve utilisant la dualité

Commengons tout de suite par un exemple de preuve qui s’appuie sur le principe de dualité. La
suivante fut celle donnée par Melchior reprise dans [Ber].

Rappel 3.19 (Théoréme de Sylvester-Gallai - Cas réel). Toute configuration de Sylvester dans RP?
est une configuration triviale (ie tous les points sont alignés).

Démonstration. On va montrer la version duale du théoréme (voir exemple 2.15). On se place dans
le plan projectif réel P et on considére 'ensemble A des droites duales des points de la configuration
considérée.

On note p, le nombre de polygones a r cotés dans la décomposition cellulaire de P définie par A.

On note ¢, le nombre de points qui sont situés sur r droites de A.

S le nombre de sommets de la décomposition cellulaire, A d’arétes et et F de polygones. On a :

ZtT:S, ZpT:FetA: %erT:ZTtr

r>2 r>3 r>3 r>2
On admet alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.20. La caractéristique d’Euler-Poincaré définie par S - A + F vaut 1 dans RP?.

Montrer la conjecture de Sylvester revient & montrer que to > 1.
Si par 'absurde, on suppose to = 0 la formule d’Euler-Poincaré donne :

(1) Ztr—&—Zpr = 1—&-27‘1} > 1+32t” car ty =0

r>2 r>3 r>2 r>3

mais on a aussi : (2) Ztr—f—ZpT:l—f—%err > 1+gzpr

r>2 r>3 r>3 r>3

1 2
3(1) + 5(2) donne : Ztr + Zp’r >1+ Ztr + Zp’r
r>2 r>3 r>2 r>3
C’est absurde, donc t5 > 1.
Nous avons donc prouvé le théoréme de Sylvester-Gallai. O

Expliquons qualitativement d’ou provient la formule d’Euler-Poincaré.
Proposition 3.21. Dans l’espace ordinaire, pour un polyédre convexe, on a S - A + F = 2.

Démonstration. Notre polyédre est constitué d’'un nombre fini de sommets donc on peut trouver des
plans paralléles en choisissant leur direction de sorte de sorte qu’entre deux plans successifs il n’y ait
qu'un point du polyédre. On regarde ensuite le comportement de la fonction S - A + F associée a
la partie au dessus du plan considéré. Au sommet cette fonction vaut 1. Puis, a chaque passage d’un
point, la fonction S - A + F est invariante sauf pour le passage du premier point et le passage du
dernier point ou la valeur de S - A + F augmente de 1. O

Corollaire 3.22. Pour un découpage de la sphére S® en polygones, on a S — A+ F = 2. Et pour un
découpage sur le plan projectif, S — A+ F =1

Démonstration. Commencons par la sphére. On considére un découpage de la sphére en polygones.
On peut alors regarder ce découpage comme formant un polyédre convexe dans R3, en prenant les
segments "courbes" reliant deux points tracés sur S?, et en en faisant un "vrai" segment dans R3,
comme sur la figure ci-dessous. Par la proposition précédente, S - A + F = 2.

Pour le plan projectif, si on a un découpage on peut construire un découpage sur S? qui dédouble le
nombre de points, de faces et d’arétes. Ainsi, 2(S — A+ F)=2donc S — A+ F = 1. O
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4 Configuration de Hesse

La configuration de Hesse & déja été présentée de maniére abstraite dans la partie 2. Nous allons
I’étudier plus en détail dans cette section et voir que cette configuration se représente dans le plan
projectif complexe CP2.

4.1 Un premier exemple

Dans |Ber|, on peut en trouver une représentation dans le plan projectif complexe P2C, donnée par
les points :

0:1:—1] [1:0:—1] [1:-1:0]
0:1:—7] [1:0:—j] [1:—35:0]
[0:1:—57] [1:0:—j57] [1:—5%:0]

On démontrera que cela forme bien une configuration de Sylvester en 4.2.

Configuration de Hesse

Dans les deux paragraphes suivants, on va généraliser cet exemple dans deux directions.

4.2 Configurations de Ceva

Dans 'exemple précédent, on remarque 'apparition de racines cubiques de 'unité. En fait, en
prenant les points formés de la méme maniére avec les racines n-iémes de 'unité, on se rend compte
que I'on obtient aussi une configuration de Sylvester. Plus précisément :

Soit n > 3, On considére les points Py = [0:1: —wk] |, Pyy=[1:0: —w!], Py, = [1: —w™: 0], o
w = e%7/™ est une racine primitive n-ieme de 'unité et k, 1, m € [0,n — 1]. Alors :

1) Les points P; x, k € [0,n — 1], sont alignés (sur la droite projective d’équation = = 0)

de méme les points P ; sont alignés (y = 0) et les points Py, sur z =0

2) Si k,l € [0,n — 1] alors les points Py i, P2 et P31 kmodn) Sont alignés sur la droite projective
d’équation wlz + wky + 2 =0
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Ainsi, on a obtenu une configuration de Sylvester & 3n points et n?+3 droites dans le plan complexe.
Notons la C(n). Ces configurations sont appelées configurations de Ceva.
L’étude de ces configurations doit étre amusante. On peut déja remarquer que si p est un multiple de
q, alors C'(q) est contenue dans C(p), puisque les racines g-iémes de 'unité seront aussi des racines
p-iémes de l'unité. On peut se demander si les C(p) pour p premier ou p = 4 sont des configurations
minimales, et si toute configuration de Sylvester complexe contient I'une de celles-ci.

4.3 Théorie des cubiques projectives et points d’inflexion

Dans objectif de comprendre mieuz la configuration de Hesse, nous allons définir et étudier les
points d’inflexion d’une cubique projective complexe et voir qu’ils forment une configuration de Hesse.
L’exemple donné en 4.1 est en fait ’ensemble des points d’inflexion de la cubique projective d’équation
X3 +Y3+ 2% -3aXYZ =0, ac C dans un sens que I'on va définir.

Définition 4.1. Un polyndéme homogéne de degré d a n variables est un polynéme complexe tel
que tous les monémes X', X le constituant soient de degré d.

Remarque 4.2. Dans la suite, on notera F(X,Y, Z) ce polynome. Le fait qu’il soit homogéne per-
met de considérer son lieu d’annulation non pas dans C* mais dans CP?, car si (X,Y, Z) € C, alors
F(X,Y,Z) = 0 et par homogénéité, pour tout A € C*, F(AX,\Y,\Z) = M*F(X,Y,Z) = 0. On peut
donc considérer non pas 1’ensemble des points de C3 pour lesquels F' = 0 mais ’ensemble des droites
vectorielles (donc des points de CP?) pour lesquels F = 0.

Définition 4.3. Une cubique projective est une courbe C dans CP? d’équation un polynéme & 3
variables homogéne de degré 3.

Remarque 4.4. Si la courbe est définie par un polynome homogéne de degré d, on parle de courbe

algébrique.

Supposons Z # 0, on peut donc écrire [X : Y : Z] = [% : % :1] . On pose alors x = % ety =

Posons de plus f(z,y) = F(x,y,1).

Définition 4.5. Le point [z : yo : 1] € C est dit singulier si :
0o f (0, y0) = 0y f (x0,0) = 0

Sinon, il est dit régulier.

Remarque 4.6. De la méme maniére, si X # 0 ou Y # 0, on définit la notion de point singulier et
régulier. En fait, on travaille juste dans une carte affine de CP2.
Une courbe qui ne posséde pas de points singuliers est dite réguliére (ou non singuliére).

Remarque 4.7. Bien que I'on soit sur C?, la dérivation par rapport a une variable complexe a bien
un sens car on travaille avec des courbes algébriques, donc f est un polyndéme.

Définition 4.8. En un point régulier [zg : yo : 1], on définit la tangente en ce point par la droite
projective d’équation :

Oz f(w0,Y0)(X — 20Z) + Oy f (w0, y0) (Y — 40Z) =0
Remarque 4.9. On peut montrer que cette définition ne dépend pas de la carte affine choisie.

Définition 4.10. Soit (z1(?), ..., z»(t)) une courbe paramétrée dans R™ ot C". Un point d’inflexion
est un point de la courbe telle que les deux premiéres dérivées en ce point soient colinéaires.

Voici ce que donne la définition dans quelques exemples.

!/
- Cas du graphe d’une fonction (t,f(t)). La condition s’écrit : ’(1) J{”((tt))‘ =0 donc f"(t) = 0.

- Cas d’une courbe paramétrée définie par (x(¢),y(¢)). Matriciellement, on a Zj

- Cas d’une courbe définie par I’équation f(x,y) = 0.
On veut pouvoir obtenir les points d’inflexion par simple calcul sur f.
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Proposition 4.11. Soit C un courbe algébrique régulicre sur C? définie par ’équation f(x,y) = 0.
Alors (x,y) € C est un point d’inflexion si et seulement si

070 f-(0yf)? — 202, £.0,f0uf + 0, f(0uf)? = 0

Démonstration. On paramétre la courbe au voisinage de (z,y) par 0 = g(t) = f(x(t),y(t)), ce qui est
possible par le théoréme d’inversion locale holomorphe au voisinage d’un point régulier.
En dérivant, on obtient 0 = ¢'(t) = d, f.2/(t) + 0, f.y/(t) = V f.(2/(t),y(t)).

En particulier (2/(t),y'(t)) est colinéaire a (0 f, =0, f).
De plus 0 = g (t) = 03, f.(2'(t))* + 203, f.2' (£)y'(t) + 05, f (' (1))* + Ouf.2"(t) + 0y f-y/" (), donc,

(x(t),y(t)) est un point d’inflexion <= 9, f.2"(t) + 9, f.y"(t) = 0 car alors (z',y’) et (z”,y") sont colinéaires.
= 0, [ (1)? 4207, f.2' ()Y (t) + 85, f (' (1))* = 0
= 02, 1(0,f) - 28§yf.8yfawf + aiyf(awf)Q =0

Ou l'on a remplacé (2/(t),y'(t)) par (9yf, —0.f) dans l'avant derniére équivalence étant donné
qu’ils sont colinéaires. O

Remarque 4.12. En travaillant dans une carte affine, on définit alors la notion de point d’inflexion
pour un point d’une courbe définie sur CP2. On peut vérifier que c’est indépendant de la carte affine
choisie.

Nous allons maintenant définir la multiplicité d’intersection d’une droite avec une cubique.
Soit L une droite projective donnée par 1’équation homogéne aX 4+ bY + c¢Z = 0, ol a, b et ¢ sont non
tous nuls.

L’intersection C N L est donnée par les équations :

aX +bY +¢Z =0
F(X,Y,Z)=0

Quitte a permuter X, Y et Z, on peut supposer b # 0, et Z # 0. (On remarque que, ayant fixé
a

; PR . . _X ,_Yy
b# 0, le point [0 : 1 : 0] n’appartient pas & L donc X # 0 ou Z # 0). Posons v = <, y = 7, a = —¢
et’y:—g. Alors,

a c

= ——=r — -

[z:y:1]€eCNL <~ Y b b
f(z,y)=0

— f(z,ax+7v)=0
<— g(x)=0
Ou on a posé g(z) = f(z,ax + 7). Ainsi, g est un polyndéme de degré 3 qui posséde une racine en z.

Définition 4.13. On appelle multiplicité d’intersection entre C et L en z la multiplicité de x en
tant que zéro de g. On la notera m(x).

Remarque 4.14. Cette définition se généralise a l'intersection d’une courbe algébrique de degré
quelconque et une droite.

Remarque 4.15. La multiplicité d’intersection d’un point de la courbe avec sa tangente est au moins
2.

Proposition 4.16. Soit C une cubique projective réguliere. Alors [Xg : Yo : Zy| est un point d’inflexion
si et seulement si la multiplicité d’intersection de la courbe avec sa tangente en [Xo : Yo : Zo] est 3.
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Démonstration. Supposons quitte & permuter X, Y, Z que Zy # 0. Ainsi, [Xo : Yy : Zo] = [zo : yo : 1]
et ’équation de la tangente est :

Oz (0, 90)(x — 0) + 9y f(x0,y0)(y — Y0) =0

Posons alors :

A=0,f(x0,y0), B=0yf(xo,y0) et C =0.f(x0,y0)x0o~+ yf(zo,Y0)Yo

Et, quitte & permuter X et Y, comme [z : yo : 1] est régulier, on peut supposer B # 0. Posons alors,
9(z) = f(z,az+7), 0t = —F et y=+%. On a g(z¢) = 0 car f(zo,yo+7) = 0 car [z : yo : 1] € C.
De plus,

g (z0) = 0u f (z0, axg + ) + ady f (z0, azg + ) = 0x f (0, Yo) + @y f(z0,70) =0
A 0uf(xo,y0)

car o= —— =

B 9y f (%o, Yo)
Puis,
9"(z0) = aiwf(anyO) + 2@8iyf($o,yo) + 028§yf(3307y0)

Puis en remplagant « par sa valeur et en multipliant par (g—g(:zro, 0))?, on obtient

9" (w0) = 0p f(0yf)? — 202, 1.0, O f + 3, f (D0 f)?
Donc d’aprés la proposition 5.9, il vient :
g"(z0) =0 < [z0,%0,1] est un point d’inflexion.

Comme g(xg) = ¢'(x0) = 0 est vérifié sur n’importe quel point de la courbe, on obtient le résultat.
O

Corollaire 4.17. Si [X : Y : Z] est un point d’inflexion, alors il est le seul point d’intersection de la
courbe et de la tangente en [X :Y : Z]

Démonstration. Dans la cas d’une cubique, il y a au plus trois points d’intersection entre la courbe et
sa tangente en un point. Comme un point d’inflexion intersecte sa tangente avec multiplicité 3, c’est
le seul point d’intersection. O

Nous allons avoir besoin d’une derniére proposition.

Proposition 4.18. Soit C une courbe d’équation homogéne F(X,Y,Z) = 0 de degré d dans CP?.
On suppose que F est non-singuliere. Alors [X 'Y : Z] est un point d’inflexion si et seulement si
Hp(X,Y,Z) =0, ot Hp est le déterminant de la matrice Hessienne de F'.

Lemme 4.19. [Formule d’Euler] XOxF + YOy F + Z0zF = d.F

Démonstration du lemme. Clair sur un monéme de la forme X*Y7Z* avec i + j 4+ k = d. On conclut

par linéarité. O
Lemme 4.20.
dd—1)F (d—1)0yF (d—1)0zF
X2Hp = |(d—1)0y F o’y F 05 4 F
(d—1)0zF 6%7YF 8%7ZF

Ce lemme est laissé au lecteur qui pourra utiliser la formule d’Euler sur F et ses dérivées premiéres
et faire deux opérations intelligentes sur la premiére ligne et la premiére colonne.
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Démonstration de la proposition 4 18 Smt
peut supposer X # 0. On pose y = %

X :Y : Z] € C. Quitte a permuter les coordonnées, on
et f(y,z) = F(1,y, z). Par le lemme 4.19,

dd=1)f (d=1)0yf (d—1)0.f
Hp([1:y:2]) =|(d=1)9,f 3§ yf 0y . f
(d-1d.f 0 0:.f

Or sur un point de la courbe, f(y,z) = 0, donc

><\N

Hp =0 <= (d—1)*[(=0,/)*02.f +20,f0.f0;.f — (8.1)*0;,f] =0
<= [l :y: 2] est un point d’inflexion de F

par la proposition 4.11. O

Remarque 4.21. Le courbe Hessienne définie par le lieu des points ou Hr = 0 est une courbe
algébrique de degré 3(d — 2), car c’est le déterminant d’une matrice dont les coefficients sont des
polynémes homogénes de degré d — 2.

Corollaire 4.22. Une cubique projective réguliére posséde au moins un point d’inflexion

Démonstration. On utilise ici une forme faible du théoréme de Bézout, disant que deux courbes de
CP? ont toujours au moins un point d’intersection, les deux courbes en question étant la courbe C et
la courbe Hessienne associée a F.

O

A ce stade, on va pouvoir démontrer le

Théoréme 4.23. Soit C une cubique projective réguliére. Alors C posséde exactement 9 points d’in-
flezion. De plus, ces points forment une configuration de Sylvester.

Démonstration. On suppose que I’équation de C est donnée par le polynéme homogéne a trois variables

F(X,Y,Z).
On sait qu’il y a au moins un point d’inflexion par le Corollaire 4.22. Aprés un changement de coor-
données, on peut supposer que ’on a un point d’inflexion en P :=[0: 1: 0] et que la tangente L a la

courbe en P est donnée par I’équation Z = 0.
Ecrivons alors :

F(X,Y,Z) = a30 X3 +an X?Y +a20 X Z+a1o XY +a02Y? Z+a10X Z*+a0, Y Z*+ap3Y > +ag0 Z3+a XY Z
et regardons quelles sont les restrictions, compte tenu des hypothéses, sur les coefficients.

On se place dans la carte Y # 0. On pose f(x,z) = F(x,1, 2).

:[O:I:O}GCdonc.

- L’équation de la tangente est Z = 0 donc ’ a2 = 0, f(0,0) =0 ‘
- [0:1: 0] est non singulier donc ‘ ap2 = 0y f(0,0) #0 ‘

- [0:1:0] est un point d’inflexion donc

972.£(0,0).(9, £(0,0))* — 257, £(0,0).0,.f(0,0)9:.f (0,0) + 8, (0,0)(9: £ (0,0))* = 0

Donc comme 9, f(0,0) = 0, il vient

A ce stade, on a
F(X,Y,Z) = a30X?® + a20X*Z + a02Y?Z + 010X Z* + a0, Y Z% + a0 Z° + a1 XY Z

- Enfin, [ agp # 0| car sinon la droite Z = 0 serait contenue dans la courbe, ce qui est impossible pour
une courbe réguliére.
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Puis en faisant les changements de variable Y <— AY et X < pX ou A est une racine carrée de agpz
et 1 une racine cubique de —aszg , qui sont non nuls, on obtient une équation de la forme :

X34+ AX?Z 4+ BXZ?+CZ2=DYZ>+EXYZ+Y?*Z

Remarquons de plus que comme P est un point d’inflexion avec pour tangente la droite projective
d’équation Z = 0, P est le seul point de la courbe sur cette droite, par le corollaire 4.17.
Ainsi, tout autre point de la courbe est de la forme [z : y : 1]. Pour un point de cette forme, ’équation
de la courbe s’écrit :
23+ Az? + Be + C = y*> + Dy + Exy

Le lecteur pourra se convaincre que le changement de variable :

eyt Zoy 2

Y Yy 2$ D)
1 E?

+— —(A+ —
x x+3( +4)

permet de nous ramener a la forme dite "de Weierstrass" :

‘yzzx3+ax+b‘

Lemme 4.24. La courbe est non singuliére si et seulement si 4a® + 27b% # 0

Démonstration. (x,0) € C est singulier <= x est racine double de X3 + aX +b

= A=4a+270* = 0.

Or les autres points ne peuvent étre singuliers, car 9, f(x,y) = y qui est donc non nul si y est non nul.
(f(z,y) =23 +azx +b—y?). O

Montrons maintenant qu’il existe exactement 9 points d’inflexion.
Par la proposition 4.11, [z : y : 1] est un point d’inflexion si et seulement si

2o -0y f)? =203, f.0, O f + 0y, (0 f)?
Ce qui s’écrit, avec f(x,y) = 2% + ax + b — y?, aprés calcul,
3zt + 6az? + 12bx — a2 =0

Montrons alors :
(1) P:=3X"*+46aX?+ 12bX — a® n’a pas de racines doubles
(2) Si x est racine de P, alors Q(z) := 2° + ax + b # 0.

La condition (1) donne que P aura 4 racines distinctes x1,xo, x3, x4 et la condition (2) garantit
que pour z; une racine de P, il y a bien deux points d’inflexion correspondants, & savoir les points
[; :y; 1] et [z; : —y; : 1] ot y; est tel que y? = 23 + az; + b. Ce qui fait au total, en rajoutant le
point & Pinfini [0 : 1 : 0], 9 points d’inflexion.

Pour montrer que les racines de P sont simples, montrons que P est premier avec son polyndéme
dérivé P’. Un calcul simple donne P’ = 12(X?+aX +b) = 12Q. Il suffit alors de montrer que PAQ = 1
pour montrer (1) et (2). Ce qui peut se faire en appliquant algorithme d’Euclide & P et @) ou bien en
calculant le discriminant du polynéme P de degré 4. Il est laissé au lecteur le soin de vérifier que, sous
la condition 4a® 4 27b2 # 0, les polynoémes P et ) sont premiers entre eux.

En conclusion, on a montré que C posséde 9 points d’inflexion :

[0:1:0] [x1:y1 0 1] [z2 1 ya : 1] [x3 1 ys : 1] [€4 :ys : 1]
[x1:—y1 : 1] [x2 1 —ya : 1] [x3 : —y3 : 1] [xg 1 —yq: 1]
De plus, on remarque que, pour 1 <i < 4, les points [z1 : y; : 1],[z1 : —y1 : 1] et [0: 1 : 0] sont alignés

sur la droite d’équation X 4 17 = 0. Ainsi, si on prend P et un autre point d’inflexion, alors il existe
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un troisiéme point d’inflexion aligné avec les deux premiers. Mais P était au départ I'un quelconque
des points d’inflexions de C. Ainsi, en faisant le méme travail avec les autres points d’inflexion, il vient
immeédiatement que pour deux points d’inflexion de C, on peut trouver un troisiéme point d’inflexion
tels que les trois points soient alignés. Autrement dit, ’ensemble des points d’inflexion de C forment
une configuration de Hesse. O

5 Geénéralisation au cas complexe

Dans cette partie, nous allons montrer la généralisation du théoréme de Sylvester Gallai au cas
complexe conjecturée par Serre. La démonstration du cas réel donnée dans le paragraphe suivant
permet de comprendre l'idée de la preuve d’Elkies, Pretorius et Swanepoel, que nous verrons ensuite.

5.1 Cas réel

Pour montrer le théoréme dans R”, il suffit de le faire dans R2, car si on a une configuration de
Sylvester non triviale dans R™, alors I'intersection de la configuration avec un plan engendré par trois
points non alignés de la configuration est encore une configuration de Sylvester, cette fois dans un
plan.

Soit S une configuration de Sylvester (CS) duale dans RP2. On suppose par 'absurde que Nies! =2
(Cela signifie que les droites ne sont pas toutes concourantes). On prend une droite & linfini de telle
sorte que :

1) Ce n’est pas une droite de S

2) Elle ne contient pas les points d’intersection de deux droites de S (Il y en a un nombre fini).

(Ainsi, si on injecte la configuration dans R?, les droites ne seront pas paralléles)
Dans la suite, on utilisera les coordonnées barycentriques, c’est & dire que les coordonées sur R3 seront
modifiées de telle sorte que I’équation de I’hyperplan choisi pour étre & 'infini soit z1 + x2 + x3 = 0.
On identifiera alors le reste du plan projectif a 'hyperplan 1 4+ x5 + 23 = 1 de R3.
Comme les droites ne sont pas concourantes par hypothése, on peut trouver trois droites qui forment
un vrai triangle. On va le choisir d’aire minimale. Notons l1, 5 et I3 les droites formant ce triangle.
Par hypothése, on a une CS, donc pour 4,5 € {1,2,3}, disons ¢ < j, on peut trouver une droite ;;
distincte de I; et I; mais qui passe par le point d’intersection de I; et I;.
On va ensuite montrer le :

Lemme 5.1. L’un des 9 triangles :

l12lal3 111213 lilaly3

l13lal3 l1la3l3 l1lala3

lil1oli3 l12lala3 l13la3l3
i [ las
possede une aire inférieure a celle de l1lals, avec égalité si et seulement si : { la || l13
I3 ]| 112

Remarque 5.2. Ce lemme peut étre démontré dans une version plus faible n’utilisant que les triangles
l1l12l13, l12lolas et l13l23l3. Mais nous n’en aurons pas besoin ici. De plus, c’est la preuve de ce lemme
qui va se généraliser.

Démonstration. Soient Py = o N3, P, =11 Nl3 et P3 = 1 Nl5 les points d’intersection des droites 1, [o
et l3.

Quitte & faire un changement de coordonnées, comme les points Py, P, et P3; forment une base affine
du plan (par cela nous entendons que les vecteurs PP, et Pl_Pg forment une base du plan), on peut
supposer que les points P; sont de coordonées :

P=[1:0:0/,P,=[0:1:0]et P;=1[0:0:1]. L’équation de la droite I; est alors {z; = 0}.

On peut alors écrire les équations des droites I;; sous la forme : ax; + Sz; = 0 avec o, 8 # 0 car l;;
n’est pas 'une des deux droites [;,[;. Donc on va poser o;; = %
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FIGURE 5 — Lemme 5.1

L’équation de /;; se met donc sous la forme oyjz; + x; = 0.

Remarque : a;; =1 <= I;; || Ik
(Carsioyj =1,p=[z1:29: 23] €l;; NIy = 1+ 22+ 23 = 0 ce qui est absurde car p doit
appartenir a ’hyperplan affine ) a; = 1. Donc [;; N, = @ donc les droites sont paralléles)

Considérons maintenant l'aire des triangles : Si le triangle est formé par les points P, Q et R écrits
en coordonnées barycentriques, on définit 'aire du triangle par |det[P, @, R]|.

Remarque 5.3. En réalité, il faut multiplier par V3 mnais la constante n’est pas importante, d’oil

2
notre définition.
D’autre part, si on change les coordonnées, on multiplie ’aire par un réel positif, et donc un triangle
d’aire minimale est toujours d’aire minimale.

Considérons le triangle 1111503, qui a pour sommets P;, Py et Ps,
avec P| = [(1 —aj2)™ ' : —aga(l — ag2) 71 : 0]
Donc |det[P1’,P2,P3]| = |1 — a12|_1.
Donc pour que l'aire du triangle l111513 soit supérieure a celle du triangle 11503, il faut :

‘170[12| § 1

De méme avec aire du triangle l1l15l13 de sommets : P{’, P, et P53, avec
P/ =[(1—-az —a13)"t: —a2(1 — a2 — a13)~1 : 0]. On obtient :

1 -2 —a3[ <1

En permutant les indices et en posant o;; = ;5 pour j > ¢ , on aboutit aux équations :

aij = aj;! (1)
1 —ay;| <1 pouri#j (2)
|1 — a;; — ax| <1 pour i, j, k distincts (3)

Montrons que cela entraine que les o;; valent 1.
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D’une part, on remarque que |a;;| + || > 2 avec égalité si et seulement si |ay;| = |aj;| = 1 (par
étude de la fonction = — z + 1). De plus, les o;; sont positifs par (2). Donc

D aiy 26
4,JiF#]

avec égalité si et seulement si tous les a;; valent 1.
Mais par (3), ; + @, < 2 donc en sommant,

> a6
4,177

Donc tous les «;; valent 1 et donc l;; || I pour 4, j, k distincts.
Ceci termine la preuve du lemme O

Pour le théoréme, la minimalité entraine que les droites [; et la3 sont paralléles par le lemme. Ce
qui est impossible puisqu’on a plongé la configuration dans R? de telle sorte & ne pas avoir de droites
paralléles. Ceci finit la preuve du théoréme de Sylvester-Gallai.

5.2 Cas complexe

Le but de cette partie est de démontrer un analogue complexe du théoréme de Sylvester :
Théoréme 5.4. Dans C", une configuration de Sylvester est incluse dans un plan.

La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.5. Si ;5,1 <1,j <4,i# j sont des complexes vérifiant :
ajaj; =1 4,5 €{1,2,3,4} distincts
11—yl <1 4,j€{1,2,3,4} distincts
1 —a;; —ap| <1 4,4,ke{l,2,3,4} distincts
1 —a;; —apw—ayl <1 i4,kle€{1,2,3,4} distincts

Alors on a, o permutation des indices prés avec p = '™/3 :
Q13 =31 = Qg =042 = 1
Q12 = Qg3 = Q34 = Q41 = P
Qo1 = Q32 = Q3 = Qg = P

L’idée de la démonstration du théoréme suit la démonstration par les aires des triangles.

Démonstration. Par le méme argument que dans le cas réel, on peut montrer le théoréme pour C3. On
se place dans CP3 et on montre le théoréme dual : aux points de la configuration de Sylvester sont
associés des plans et aux droites des droites. Soit donc S une configuration de Sylvester duale dans
CP3. On suppose par 'absurde que NII; = @, cela signifie que la configuration n’est pas contenue dans
un plan. On décide que le plan a I'infini n’est pas dans S, et ne contient aucune droite d’intersection
de plans de S. Ainsi, S ne contient pas de plans paralléles. Quitte & changer les coordonnées, on dit
que I’équation du plan a U'infini est : 1 + 2 + x3 + x4 = 0.

On identifie alors CP? privé de son plan a l'infini & I’hyperplan de C* d’équation x; + o + 3+ x4 = 1.
Par hypothése, S contient quatre plans IIy, I, II5, Iy d’intersection vide, qui forment un tétraédre
dont les sommets sont les

P, = ﬂ I1;

Jj#i
On définit le volume d’un tel tétraeédre par | det(Py, Py, P3, Py)|, les coordonées des P; étant définies

de maniére unique par l'utilisation des coordonées barycentriques. On choisit un tétraeédre de volume
minimal dans S. Etant donné que les P; forment une base affine de I’hyerplan affine x1+xo+x3+z4 = 1,
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sur lequel on travaille, on peut changer mes coordonées pour que les P; soient en fait de coordonées
[0:...:1:0],le 1 étant sur la i**™° composante . le plan II; a alors pour équation x; = 0.
Pour 1 < j < k <4, on prend un plan IT;; dans S tel que IT; N 1T, C II;; (S étant une configuration
de Sylvester duale). L’équation de IL;; peut se mettre sous la forme azx; + Sz = 0, avec a et § non
nuls, ce que l'on peut réécrire ajrx; + , = 0 (On a donc ajpag; = 1).
On compare les différents tétraédres suivants a II; 11,1151y :

— TI;111o11310,. Ses sommets sont P| = [(1—a12) !, —ag2(1—a12) 71, 0,0] et Py, Ps, Py, il est donc

de volume |(1 — a12) 71| < 1. On obtient |1 — aga| > 1

— II11I;5I113114. On obtient |1 — Qo — 0413| >1

- H1H12H13H14. On obtient |1 — (192 — (¥13 — 0(14| Z 1

On obtient donc, avec toutes les permutations des indices :

1 —a;| <1 4,57€{1,2,3,4} distincts
11—y —ai] <1 4,4,ke{1,2,3,4} distincts
1 —a;; —ai —au| <1 474,k 1e{l,2,3,4} distincts

On conclut en utilisant le lemme 5.5, que a3 = agy = 1, donc que 1l;3 et Ily4 sont paralléles, ce
qui est en contradiction avec le choix du plan a l’infini. O

Il faut donc maintenant prouver le lemme 5.5.
Démonstration. Comme ojoj; = 1, on a |a;;| + i > 2, et en sommant sur ¢ # j :
Z |Ozz‘j| Z 12
i#£j

Remarquons que, quitte & permuter les indices, 0, a2, 12 + @13, @12 + 13 + @14, Q13 + 14, 13 forment
un hexagone inclus dans le disque de centre 1 et de rayon 1. Cet hexagone est de périmétre au plus 6,

a1 + ag + a3

avec égalité s’il est régulier, donc on obtient :

4
2 E |a1j| S 6
=2
En sommant les inégalités similaires obtenues avec les autres indices, on obtient :

> o] <12

i

On est donc dans le cas d’égalité, et on a les égalités annoncées. O
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5.3 Cas des quaternions

Dans le cas des quaternions, [EPS| présente encore une généralisation de la preuve, basée sur un
autre lemme technique. Il arrive a la conclusion que :

Théoréme 5.6. Toute configuration de Sylvester sur un H espace vectoriel est contenue dans un sous
espace de dimension 8 (sur H)

(Nous renvoyons a l’article en question pour la preuve)

Il ajoute cependant qu’il ne sait pas si le résultat est optimal, c’est & dire si 'on peut réduire a la
dimension 2 dans le théoréme. Nous nous sommes alors demandés ce qui tomberait en défaut si 'on
voulait adapter la preuve dans le cas complexe au cas des quaternions en dimension 2.

Nous allons donc essayer de comprendre ce qui ne marcherait pas si I’on voulait adapter la preuve
complexe au cas des quaternions.

Dans la suite, on représentera les quaternions sous la forme a = a + bi + ¢j + dk. Par définition, la
partie réelle de a est R(«) = a € R est sa partie imaginaire est (o) = a — R(«), qui est un quaternion
que l'on peut représenter comme un vecteur ¥ = (b, c,d) € R3. Ainsi, a = a + ¥.

«a est dit imaginaire pur lorsque sa partie réelle est nulle. On définit le conjugué de o par & =
R(a) — () = a — ¥ La norme de « est définie par |a] = aa = Va2 + b2 + c2 + d2. Pour plus de
détails, nous renvoyons au chapitre VII. de [H2G2].

Dans le cas des quaternions, 'anticommutativité fait que le déterminant est mal défini. On va
pouvoir pallier a ce probléme en utilisant la représentation matricielle complexe d’un quaternion.

Proposition 5.7. L’application

v

a=a+bitci+dk=a+bi+ (c+di)j— (a+bz _c+d2)

c+di a-—bi
est un morphisme d’anneaux.

Les calculs sont laissés & la discrétion du lecteur.

A partir de cette représentation, on peut définir :

Définition 5.8. Soit A € M,,(H) une matrice dont les coefficients sont des quaternions. Le détermi-
nant d’étude de A est le déterminant de la matrice Ac € Ms, (C) définie comme la matrice complexe
de taille 2n obtenue en remplagant chaque quaternion par sa représentation matricielle. On le note
Sdet(A).

Proposition 5.9. Sdet(AB) = Sdet(A)Sdet(B)

Sdet(A) > 0 avec Sdet(A) >0 < A est inversible.

Pour une présentation plus détaillée du déterminant d’étude, nous renvoyons a [Asl].

En considérant non pas le déterminant mais le déterminant d’étude, on peut continuer la preuve
jusqu’a I’énoncé du lemme 5.3, cette fois écrit pour des quaternions.

Il est facile voir que le lemme 5.5, écrit pour les quaternions, est faux. Il suffit par exemple de
remplacer p par % + § j = e/™/3 pour obtenir un contre exemple. Plus généralement, si a est un
quaternion imaginaire pur, c’est a dire de partie réelle nulle, avec |a] = 1 alors on obtient un contre
exemple en remplagant p par % + @a = eo7/3,

Cependant, ce contre exemple n’est pas satisfaisant, car on a toujours, aprés permutation des indices
a13 = agq = 1 et les plans I3 et IIy4 sont toujours paralléles, donc on arrive quand méme & conclure

la preuve. On se pose donc la :
Question 5.10. Si oy, 1 < 4,7 < 4,7 # j sont des quaternions vérifiant :
ajaj; =1 14,5 €{1,2,3,4} distincts
I1—oay;| <1 4,5€{1,2,3,4} distincts
1—aij —ai] <1 i j.ke{1,23,4} distincts
1 —a;; —apw—ayl <1 i74,k1e€{1,2,3,4} distincts

A-t’on, & permutation des indices prés, a1z = g1 = Qog =y = 17
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Trouver un contre exemple & ce lemme montre que ’on ne peut faire la méme preuve pour les
quaternions. Cependant, une fois trouvé ce contre exemple, s’il existe, cela ne nous permettra pas de
construire directement un exemple de configuration de Sylvester dans HIP3.

Une piste intéressante peut étre le lemme :

Lemme 5.11. Si a;;, 1 <14,5 < 5,1 # j sont des quaternions vérifiant :
ajaj; =1 4,5 €{1,2,3,4,5} distincts
1 —a;| <1 4,5€{1,2,3,4,5} distincts
1 —a;; —ap] <1 i,4,ke{l,2,3,4,5} distincts
11—y —aip—oay| <1 4,5,k1e{1,2,3,4,5} distincts
11— uj — i — o —aum| <1 4,5,k 1,me{l,2,3,5} distincts

Alors on a, Vp,q,p # q, 0uj = % + Ty, ot les U;; vérifient :

1
<ﬁij»17ik >= _Z Slj#k (4)

RIS
—
ot
N~—

< ﬁij,ﬁij >=
Uij = —ji (6)

Autrement dit, les vecteurs vy;,1 < j < 5,5 # 1 avec i fizé, forment les sommets d’un tétraédre centré

en 0 inscrit dans le cercle de rayon §

De plus, toutes les inégalités deviennent des égalités.

Ce lemme est démontré dans [EPS], il est utilisé pour prouver le théoréme 5.6.

Ainsi, si Pon prend des ;5,1 <4, < 5,4 # j qui vérifient les conditions du lemme 5.11, alors en
se restreignant aux indices 1 a 4, on obtiendra un contre exemple au lemme 5.10. En effet, tous les
quaternions a;; donnés par le lemme 5.11 sont de partie réelle %, donc différents de 1.

Cependant, toutes ces conditions sur les tétraédres font que 'exemple est assez rigide. En fait, on
va voir que 'on ne peut pas construire de famille (¥;;) vérifiant les conditions (4), (5) et (6). On va
donc raffiner le lemme 5.11 en démontrant le :

Lemme 5.12. Il n'existe pas de a;;, 1 < 4,5 < 5,1 # j quaternions vérifiant :

o, =1 4,5 €{1,2,3,4,5} distincts
1 —a;| <1 4,5€{1,2,3,4,5} distincts
11— —ae] <1 i,5,ke{1,2,3,4,5} distincts
1 —a;; —ai—ay| <1 44,k1e{1,2,3,4,5} distincts
1 —aj —ap —aa—am| <1 4,5,k1,me{l,2,3,5} distincts
Démonstration. Nous allons essayer de construire (7;;) vérifiant les conditions (4), (5) et (6). Com-

mencons par construire les 7. Ils forment un tétraeédre donc quitte & faire une rotation, et a permuter
les indices 4 et 5, on peut supposer que :
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Cela donne aussi, comme ¥y, = —jo = V3 Or, un tétraédre dont un sommet est donné par vs;

2
est de la forme

. L 20
Ugy = ——1 e
#7793 3¢/

— — _ 1 . 2 i(60+2m/3) 1 . 2 i(0—2m/3)
{0247U25}—{2ﬁ2+\/g6 7, 2\/32—&— 3¢ i}

0 est un angle, disons entre 0 et 27.
On a alors les relations, compte tenu des inverses.

. 1 \/5
V- = —1 — —
31 2\/3 3]

I 2 0.

Uzg = ——=1 e
W R I

Pour que l'on puisse compléter v31,v32, en un tétraédre régulier, il faut que < ¥31, 032 >= —i. Le
1
calcul donne la condition | cos(#) = 7l

On peut alors compléter U371, 32, en un tétraédre régulier. pour exprimer les deux sommets restants, les
calculer explicitement demandant de beaucoup de travail, on va plutoét considérer que les deux autres
vecteurs sont en fait obtenus par rotation d’un vecteur autour de l'axe donné par autre vecteur,

) 2 _2m
d’angles < et —=F.

Cela donne, compte tenu de la, proposition, prouvée dans [Vic]|

Proposition 5.13. Si 4 est un quaternion imaginaire pur de norme 1 (que l’on voit comme un vecteur
unitaire), la rotation d’aze orienté @ et d’angle o est donnée par la conjugaison par le quaternion :

q= cos(%) + sin(%)ﬁ

Ici, le calcul donne que la rotation d’axe v3; et d’angle 2?“ est donné par le conjugaison par

1 1 - /3 _ 1 - .
=35+ aUsy = 3 T U = as Ainsi,

{Us4, U35} = {az1U30013, 130320031 }

Ensuite,

2 .
*61277/3 .

S 1.
V41 = —=1 — J
2v/3 3
II va falloir choisir a4 de telle sorte a ce que < Ugq,Uss >= —%. On obtient alors, sachant que
Uyo = —Uay, €t qu’ainsi, il n’y a que deux possibilités & tester que

o1 2 i(0+2r/3) ;
Vg2 = 2\/57, 36 ]
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=
—

(Il faut simplement calculer le produit scalaire en se remémorant cos(f) = —

Et donc,
Ty = 1 i+ 1(0+27T/3)
2\f
,1725 _ 771 + \/7 (60— 27r/3)
On détermine ensuite viy3 = —v34 pour lequel il y a donc deux possibilités. Il faut que
L. 1
< V41,V43 >= 1
L. 1
< U42,V43 >= 1

Cas1: 1734 = 043117320513 Alors

< V41,V43 > =< V14,VU34 >
=< V14, 031U320013 >

=< (13014031, V32 >

car U — gz est une rotation donc préserve le produit scalaire. Et a3 = agf

Or ay3714a31 est le vecteur obtenu par rotation d’un angle 2m qutour de 'axe orienté ¥3. Ainsi, c’est
'1)12.
T2
\
\
\
— v >
V15 V14 V13

FIGURE 6 — Le tétraédre avec l'indice i = 1 fixé

Donc < 7741,’(743 >=< 171271732 >= —i.
Ensuite, on remarque que ao3v31032 = (31U320013.

< U42,Va3 > =< V24, V34 >
=< Ty, (rp3U310i32 >

=< (32V240¢32, V31 >

Or agalagsi03 = Uss, et le calcul montre que < a5, U31 >F# —%. Donc ce n’est pas possible.
Cas 2 : 634 = 051317320531 Alors
< Vg1, Tag > =< Vg, Uzg >
=< V14, ®13V320¢31 >
=< (31014013, U32 >

- - - o 1
Or aj3tisaz; = U15 et < U5, 032 ># —3.
Donc ce n’est pas possible. O

Ce résultat est certes sympathique, car il a le mérite de raccourcir la preuve donnée dans [EPS],
mais il ne nous aide pas dans la recherche du contre exemple.
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\ \

\ \
\ \
\ \

— v >
Uas Ugy U3 ‘cas cas 1 U39
FIGURE 7 — Les trétraédres pour les indices 2 et 3 fixés

Une autre idée pour trouver un contre exemple est de s’inspirer de 'exemple obtenu par le méme
lemme dans le cas des complexes et de le modifier un peu. Celle-ci ne sera pas dévellopée ici. A notre
connaissance, cela est de 'ordre de la question ouverte.

L’étape suivante sera alors de trouver un contre exemple de le cas de HIP3, ou de démontrer qu’il n’y
en a pas. Cette question est encore ouverte.
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