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Introduction

Notre exposé porte sur le théoreme de Hasse-Minkowski, qui est originel-
lement un théoreme de classification des formes quadratiques sur Q, prouvé
par Hasse en 1923. Il répond a des questions comme « quels sont les entiers
qui s’écrivent comme somme de trois carrés d’entiers? », ou encore « quels
sont les points rationnels d’une conique donnée ? ». Le principe de base qu’in-
carne ce théoreéme est le « principe local-global ». Ce principe exprime que
pour étudier une équation sur Q (aspect global), il est suffisant d’étudier
ses propriétés dans R, et dans Z modulo p, p?, p?, ..., pour tout nombre pre-
mier p (aspect local)!. Ce principe n’est pas propre & Q, et Hasse prouva
notamment en 1924 qu’il restait vérifié pour les extensions finies de Q.

Dans cet exposé, nous avons étudié le théoreme de Hasse-Minkowski sur
les corps F (%), ot ¢ est une puissance d'un nombre premier impair. Bien qu’a
premiere vue F,(t) et Q paraissent assez différents (en particulier, I'un est de
caractéristique nulle et pas I'autre), les anneaux associés F[t] et Z partagent
de nombreuses similarités : ils sont tous deux principaux, ont une infinité
d’idéaux premiers, et tous leurs corps résiduels (c’est-a-dire leur quotient par
un idéal premier) sont finis. La démonstration sur F,(¢) suit essentiellement
la méme démarche que celle sur Q, et nous mettrons en valeur leurs ressem-
blances et divergences au cours de 'exposé.

La démonstration du théoreme de Hasse-Minkowski est mathématique-
ment riche : de nature essentiellement algébrique, elle repose néanmoins sur
des propriétés topologiques (en particulier en ce qui concerne les corps v-
adiques), et analytiques (on aura a démontrer le fameux « théoreme de la
progression arithmétique de Dirichlet », qui nécessite de ’analyse complexe).

Une question naturelle se pose une fois le théoréeme démontré : peut-on le
généraliser 7 On a déja mentionné que le « principe local-global » reste vrai
pour une plus grande classe de corps (au moins pour les extensions finies de
Q et F,(¢)). Une autre direction de généralisation est de passer des formes
quadratiques aux polynomes de degré supérieur. Bien que le principe reste
vrai pour certaines classes d’équations, il est manifestement faux lorsqu’on
augmente le degré. Il est assez facile de construire des contre-exemples de
degré élevé, comme nous le verrons; mais un contre-exemple emblématique
est celui de Selmer, qui a donné une équation cubique de trois variables
ne vérifiant pas le principe. Nous présenterons ce contre-exemple dans une
deuxieéme partie.

1. Ceci peut apparaitre & premiere vue comme une complication, car il y a une infinité
de nombres premiers et de puissances de nombres premiers a étudier, mais nous verrons
que d’une part, seul un nombre fini de nombres premiers est a étudier a chaque fois, et
d’autre part que ceux-ci s’étudient tres simplement & l’aide de quelques invariants.



Notre responsable d’exposé, Diego Izquierdo, a été d'une grande aide tant
par ses nombreuses explications que par ses relectures attentives. Il nous a
proposés de nous attaquer au théoreme sur F,(t) plutot que sur Q, ce qui
nous a permis de fournir un vrai travail personnel : nous lui en sommes tres
reconnaissants. Merci !
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Chapitre 1

Le théoreme de
Hasse-Minkowski

Le théoreme de Hasse-Minkowski affirme que le « principe local-global »
(aussi appelé « principe de Hasse ») est vrai pour les formes quadratiques
sur F,(t). Cela signifie qu'une forme quadratique a coefficients dans F[t]
s’annule non trivialement dans F,(t) si et seulement si elle s’annule non-
trivalement dans F,[t]/XF,[t], pour tout X € F,[t] — {0}, ainsi que dans
F,[1/t]/(1/t)"F,[1/t], pour tout n > 1'. Cet ensemble de conditions s’ex-
prime de facon plus naturelle dans le langage des « corps v-adiques », que
nous allons présenter maintenant.

1.1 Corps v-adiques

Dans cette partie, nous allons introduire les corps « v-adiques » F(t),,
un ingrédient essentiel du théoreme.
Nous commencons par des choses assez générales.

Définition 1.1. Soit k£ un corps quelconque.
— Une valeur absolue sur le corps k est une fonction |-| : & — R possédant
les propriétés suivantes :

1. Pour tout z € k, || > 0, et |z] =0 < z=0.
2. Pour tous z, y € k, |zvy| = |z| - |y|.
3. Pour tous z, y € k, |z +y| < |z| + |y|.

1. En notant f la forme quadratique, on entend par 1a que pour tout X € F,[t] — {0},
il existe Y € F,[t] — {0} tel que f(Y) = 0 (mod X), et : pour tout n > 1, il existe
Y e F,[1/t] tel que f(Y) € Fy[1/t] et f(Y) =0 (mod (1/t)") dans F,[1/¢].



— La valeur absolue qui vérifie : pour tout = # 0, |z| = 1 est appelée
valeur absolue triviale.
— Deux valeurs absolues | - |1, | - |2 sont équivalentes si il existe v > 0 tel

que |-|r =15

Remarque 1.1. La définition implique notamment que |[1| = 1 et que |(| =1
pour toute racine de I'unité (.

La définition ci-dessus n’est pas sans rappeler celle d’'une norme sur un
espace vectoriel. De la méme facon, il est possible de définir une topologie
a partir d’'une valeurs absolue. Celle-ci sera alors métrique et séparée, en
vertu de I'inégalité triangulaire (condition 3). De plus, ’équivalence de deux
valeurs absolues correspond a l'égalité des topologies associées.

On peut distinguer deux grandes classes de valeurs absolues, qui sont
compatibles avec la relation d’équivalence de la définition ci-haut.

Définition 1.2. Une valeur absolue | -| est dite archimédienne si elle vérifie :
Ve, y € k", In € N, |nz| > |y| .
Autrement, elle est dite non-archimédienne.
On a alors la caractérisation simple suivante :

Théoréme 1.1. Une valeur absolue |-| est non-archimédienne si et seulement
si elle satisfait l'inégalité triangulaire forte : pour tous x, y € k, |v + y| <
max(|z], |y]).

Démonstration. Supposons d’abord que l'inégalité triangulaire forte est vé-
rifiée : cela implique par récurrence que pour tout n € N, |n| < |1], ce qui
montre clairement que | - | est non-archimédienne.
Réciproquement, supposons que la valeur absolue |-| est non-archimédienne.
Alors il existe xo,yo € k* tels que : pour tout n € N, |nxg| < |yo|. Posons
= bl . oy a, pour tout n € N, |n| < C. Soient maintenant x, y € k

ol
quelconques. On calcule :

[CENEEDS

n _
(1) et < €0+ 1y,
et en passant a la puissance 1/n et en faisant n — 0o, on obtient I'inégalité
triangulaire forte. m

Corollaire 1.1.1. Soit | - | une valeur absolue non-archimédienne ; si |x| <
lyl, alors [z +y[ = [y|.



Démonstration. 11 suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire forte a (z 4+ y) =
r+yetay = (xr+y) + (—x): on obtient successivement |z + y| <
max(|z|, [y]) = |y et |y| < max(|z + y|,|—=z|). Or |y| > |z|, donc on a nécés-
sairement, vue la deuxiéme inégalité, |z + y| > |z|, puis |y| < |z + y| < |y|,
d’ott les inégalités sont en fait des égalités. m

Une conséquence simple, mais utile :

Corollaire 1.1.2. Soient ay,...,a, € k qui vérifient Vi > 1,|a;| < |aq|. Si
lay + -+ + an| < |a1|, alors il existe ig € {2,...,n} tel que |a;,| = |ay].

Nous allons maintenant étudier les valeurs absolues sur F,(¢). Remar-
quons que comme F, est un corps fini, tous ses ¢léments sont des racines
de T'unité, et donc toute restriction d'une valeur absolue sur F,(t) a F, est
triviale. En particulier, toute valeur absolue est non-archimédienne. On consi-
dere deux cas :

1. |t| > 1. Notons C' cette valeur. Alors tout polynéme F(t) = ag+ - -+
a,t"™ a pour valeur absolue |F'| = C™, et par extension, toute fraction
rationnelle R a pour valeur absolue |R| = C9°(®)  Réciproquement, si
on choisit un nombre réel Cy > 1, la formule |R|o = Co=) définit une
valeur absolue qui lui est équivalente.

2. |t| < 1. Alors tout polynéme F vérifie |F| < 1. Considérons ’ensemble
des polynomes vérifiant |F| < 1 : c’est clairement un idéal de F[t] et
il est non vide si et seulement si la valeur absolue est non triviale. FEx-
cluons le cas trivial, et considérons un générateur unitaire P de l'idéal.
Le polynéme P est nécessairement irréductible : car si P = AB, alors
|AB| = |A||B| < 1 par définition, donc |A| < 1 ou |B| < 1 et P divise
A ou B. Notons C' = |P|. Alors pour tout polynéme F, |F| = CvPU),
ou on a dénoté par vp(F') la puissance de P dans la décomposition en
produit de facteurs premiers de F'; et ce calcul s’étend sans problemes
aux fractions rationnelles. Réciproquement, fixant P un polynome irré-
ductible unitaire et C' < 1, une telle formule définit une valeur absolue
sur Fy(t).

En prenant quelques conventions, on a démontré le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Notons ¥ la réunion de l’ensemble des polyndmes irréduc-
tibles unitaires de Fy(t)* et du symbole co. Les seules valeurs absolues sur
F,(t) sont, a équivalence pres, les |- |,, pour v € ¥, définies de la maniére
sutvante :

- Siv="P, |F|p=(}

q
~ Siv =00, |F|sw = qle®),

)deg<P>-vp<F)



Remarque 1.2. — La valeur absolue « infinie » n’a rien de spécial par rap-
port aux autres valeurs absolues : tout se passe comme si elle provenait
du « polynéme irréductible 1/t »; une autre fagon de le dire est de
remarquer que la valeur absolue infinie de F,(t) correspond a la va-
leur absolue issue du polynoéme 1/t dans F,(1/t). Géométriquement,
les valeurs absolues correspondent aux points fermés de la droite pro-
jective Pi;q, et la valeur absolue infinie correspond justement au point
a l'infini sur celle-ci. C’est tres différent du cas du corps Q, dont les
valeurs absolues sont les valeurs absolues non-archimédiennes attachés
aux nombres premiers, ainsi qu’'une valeur absolue « infinie », archimé-
dienne, qui est la valeur absolue usuelle sur R (voir par exemple [2],
page 119).

— Ces conventions sont faites de sorte que pour tout polynoéme irréduc-
tible unitaire P, on ait : | P|p|P|s = 1. Par multiplicativité, on obtient
notamment : pour tout F € F,(t), presque tous les |F|, sont égaux a

1, et :
H |F ‘v =1.
veY
On a déja remarqué qu’a toute valeur absolue on pouvait associer une

topologie, de la méme facon que la valeur absolue induit une topologie sur Q
par exemple. Par le méme procédé que la complétion de Q en R, c’est-a-dire
avec des suites de Cauchy, il est possible de compléter la topologie associée
a une valeurs absolue. On obtient alors pour chaque valeur absolue | - |, un
corps complet F(t), associé, qu’on appelle corps v-adique. La valeur absolue
| - |» s’étend naturellement a F(t),.

Remarque 1.3. Par exemple, dans le cas de la valeur absolue « infinie » |- |,
le corps F,(t)o associé est le corps des séries formelles en 1/t : F, ((%)) En
effet, d'une part ce corps est complet et contient F,(¢), d’autre part toute
série >0, an(1/t)", ou k € Z, a, € F,, converge dans F(t).

En fait, le cas des autres valeurs absolues est parfaitement identique, et
on peut voir toute complétion Fy(t)p comme le corps des séries formelles en
P, ou P est irréductible unitaire. Ainsi, si deg(P) = d, on a que F,(t)p est
isomorphe a Fq ((1)).

Enfin on voit, comme on l'a laissé entendre au début de ce chapitre,
qu’'une équation polyndmiale est vérifiée dans F (t)p si et seulement si elle
est vérifiée modulo P", pour tout n > 1.

Etudions maintenant la structure des corps obtenus.

Définition 1.3. Pour tout v € ¥, on note O, = {F € Fy(t), | |F|, < 1},
et U, = {F € Fy(t), | |Fl, = 1}. Soit enfin m, = O, — U, = {F € Fy(t), |
|F|, < 1}.



On a alors la proposition facile suivante.

Proposition 1.1. Soit v € ¥, et |- |, la valeur absolue associée. Alors O,
est un anneau intégre, complet, U, est son groupe des inversibles et F,(t),
son corps des fractions. De plus, m, est ['unique idéal mazimal de O,. Enfin,
tout élément de F,(t)} s’écrit de facon unique sous la forme m™u, ov u € U,
ne€Z, etm=uv siv est un polynome premier ou m = 1/t si v = 0.

On dit que O, est un anneau de valuation discréte.

Remarque 1.4. Attention, F [t] n’est pas contenu dans O, ce qui est un peu
trompeur. Pour les autres valeurs absolues, ce probleme ne se pose pas, et
on a méme que O, est la complétion pour |- |, de F,[t], si v # oo.

Voici maintenant le lemme de Hensel, qui permet d’améliorer des solutions
approchées.

Lemme 1.1. Soit v € ¥, et O, lanneau associé. Soit f un polynome a
coefficients dans O, et f' sa dérivée formelle. Supposons qu’il existe x € O,
tel que |f(x)], < |f'(x))2. Alors il existe xg € O, tel que 9 =z (mod m,) et

f(zo) = 0.

Démonstration. Supposons pour simplifier I’écriture que v = P est un po-
lynéme irréductible unitaire; notons o = ¢~ 4&(”) < 1. 11 existe alors des
entiers naturels n, k tels que 2k < n, |f(z)|p < o™, |f'(z)|p = o*. On va
améliorer progressivement la solution : soit z; de la forme = + P" %y, ou
y € Op est a déterminer. Alors :

flar) = f(z) + PP Fyf'(a) + P r(z)

ou r(x) est la suite du développement de Taylor, et est donc un élément de
Op. Mais par hypothese, 2n — 2k > n, donc on a

f@+ P Fy) = (f(@) + P ryf ()], < an

Ecrivons enfin f/(x) = P*u, ott u € Up. Alors, en posant y = —P~"u~" f(x),
on a d'une part y € Op, et d’autre part |f(z + P"*y)|p < oL, Enfin,

[+ PPy, =

f,(l'> + Pn_kyf”(x) + P2n—2krl($)‘P _ |f,(x)|P 7

car n — k > k. Ainsi, on est passé de |f(z)|lp < o™ & |[f(z1)]p < o™,
avec | — z1|p < o™ * et tout en gardant |f'(z1)|p = oF. Recommengons
la méme procédure : on obtient zy € Op tel que |f(xs)|p < a2 avec
|21 — 2| p < a"T17F et toujours |f/(z2)|p < oF; puis en itérant on obtient



une suite (x;);>1 qui vérifie : | f(x;)|p < o™ et |z; — zj41]p < "7, pour
tout 5 > 1.

Comme la valeur absolue |-|p est non-archimédienne, la derniere inégalité
fait de (z;);>1 une suite de Cauchy : elle converge donc vers un zy € O, ; on
a bien siir f(z9) = 0 et |z — zo| < a"F; a fortiori x = xo (mod m,). O

On en déduit une version multi-variables, qui nous sera tres utile.

Théoréme 1.3 (Hensel). Soit v € ¥, et f un polynome de m variables a
coefficients dans O,. Supposons qu’il existe x € O et j € {1,...,m} tels
que |f(x)], < |%($)|g Alors il existe xg € O tel que f(xg) =0 et xg = x
(mod m,) (composante par composante).

Démonstration. Cela découle directement du lemme, appliqué au polynome
en une variable f(X) = f(z1,..., 2,1, X,%j41,...,%m), OU O1 & nOté z =
(T1, ..oy T). O

Remarque 1.5. Le lemme de Hensel est en fait une « implémentation v-
adique » de la méthode de Newton. C’est un résultat tres général qui est
vrai sur tout anneau de valuation discrete, par exemple sur les complétions
de Q par rapport a ses valeurs absolues non-archimédiennes.

Le cas particulier des formes quadratiques nous intéresse. On suppose
dans la suite que ¢ est impair. On rappelle de plus la définition du dis-
criminant d’une forme quadratique sur un corps k : en écrivant la forme
quadratique sous forme matricielle, f(X) = ‘XM;X, le discriminant de f
est la classe du déterminant de M; dans k*/k*?. Il est notamment invariant
par changement de base.

Corollaire 1.3.1. Soitv € ¥, et f une forme quadratique a coefficients dans
O,. Supposons que le discriminant de f soit inversible. Alors, sia € O,, toute

solution primitive de l’équation f(x) = a (mod m,) se reléve en une solution
de f(x) = a dans O,.

Démonstration. Ecrivons f(X) sous la forme matricielle *X M;X ; par hy-
pothese M est une matrice inversible dans O,. Soit = (x1,...,%,,) une
solution primitive de 1’équation ; calculons le gradient de f en x :

Vi(x)=2M;-x.

Comme x est primitif et My est inversible, et ¢ est impair, le vecteur V f(x)
est également primitif, et on peut appliquer le théoreme. O]

On en déduit le résultat simple suivant, en considérant la forme f(X) =
X? —u.



Corollaire 1.3.2. Soit v € V. Un élément de U, est un carré dans U, si et
seulement si ¢’est un carré modulo m,.

Et en considérant la forme f(X) = X""! -1, oun=|0,/m,| :

Corollaire 1.3.3. Soit v € ¥, soit n = |O,/m,|. Alors O, contient toutes
les racines (n — 1)-iémes de l'unité.

Démonstration. Soit x € OF. Alors |f(z)], < 1 car 2! = 1 (mod m,).
Mais de plus, |f/'(z)|, = 1 car x est une unité. On peut appliquer le lemme de
Hensel et on trouve donc, pour tout z € (O, /m,)*, une racine (n—1)-ieme de
I'unité ¢ telle que ¢ = = (mod m,). Or il y a précisément n — 1 tels éléments
z, donc on obtient en fait toutes les racines (n — 1)-iemes de 'unité. ]

deg(P)

Remarque 1.6. 11 est facile de voir que n = q siv=P,et quen = q si

v = oo. En particulier, n est impair.

Notons Uqf =14m, CU,; et U,_1 CU, le groupe des racines (n — 1)-
iemes de 1'unité (toujours avec n = |0, /m,|). On a le théoréeme de structure
suivant.

Théoréme 1.4. Soit v € V. Alors le groupe des unités U, est isomorphe a
Ul x U, 4, via l'isomorphisme suivant :

Ul x U,y = U,
(u, Q) —>u¢ -~

Démonstration. C’est une conséquence de la démonstration du corollaire 1.3.3
ci-dessus. Soit en effet © € U,. Il existe alors ( € U,_; tel que ( = =
(mod m,). Alors z/¢ € U}, donc I'application est bien surjective. Elle est de
plus injective car U} et U,,_; ont une intersection réduite a {1}. O

Comme conséquence du corollaire 1.3.2, on a également un résultat concer-
nant la structure des carrés.

Théoréme 1.5. Soit v € ¥, et x € F (t):. Ecrivons x = n"u comme dans
la proposition 1.1. Alors x est un carré dans F,(t); si et seulement si n est
pair et u est un carré modulo m,,.

Démonstration. Supposons que x est un carré : il existe y € F,(t)* tel que
y? = x. En écrivant y = 7%v, on obtient z = 7"u = y? = 7202, et par unicité
de cette écriture (proposition 1.1), on identifie n = 2k et u = v>.
Réciproquement, si n est pair, et u est un carré modulo m,, on sait par
le corollaire 1.3.2 que u est un carré, et comme 7" = (7"/2)2)  est un carré
dans F(t);. O

10



Remarque 1.7. Si par exemple v = P est un polyndme irréductible unitaire,
et si on écrit u € U, sous la forme ag + a; P + ayP? + - - -, alors la réduction
modulo m, de u, qu’on note u, consiste seulement en le « coefficient d’ordre
0 » ap, donc w est un carré si et seulement si ag € (F,[t]/(P))* est un carré.
On notera au passage le symbole de Legendre :

(u)__(ﬂ)_ 1 si 4 est un carré mod P
P)" \P) |-1 sinon. '

Corollaire 1.5.1. Pour tout v € ¥, on a [F,(t); : F,(¢)?] = 4.

v v

Démonstration. D’apres le théoreme 1.5 sur la structure des carrés, il nous
suffit de montrer que [U, : U?] = 2. D’apres le théoréme 1.4 sur la structure
des unités, on peut étudier séparément U} et U, ;. Or justement, tous les
éléments de U} sont des carrés car sont congrus a 1 modulo m,. Le résultat
provient donc de Vimparité de n : (U,_1)?/U,_1 ~ Z/2Z. O

*2

o est 1so-

Remarque 1.8. On a en fait montré que le groupe F,(t)*/F,(t)
morphe & Z/2Z x 7 /27, avec pour générateurs :
—siv=P, Pet(, 1 un générateur de U,,_;, modulo les carrés;

— si v =00, 1/t et (,—; un générateur de U,,_1, modulo les carrés.

Corollaire 1.5.2. Pour tout v € ¥, l’ensemble des carrés est un ouvert de
Fy(t);.

v

Démonstration. Soit x un carré dans F,(¢)*. D’apres le théoreme 1.5, la boule
{y € Fy(t)y | |z — ylo < |z|o} ne contient que des carrés. O

Terminons par un résultat d’approximation tres utile. Tout d’abord, une
remarque : par définition, le corps F(t) est dense dans chacun des F(t), (ou
v € V) individuellement. Mais d’autre part, nous avons déja remarqué que,
pour tout F € F,(t), presque tous les |F|, sont égaux a 1 et surtout que :
[Toey | F|o = 1. Ceci assure déja qu’on ne peut pas approcher uniformément
arbitrairement pres n’importe quel (F,) ou F, € F,(t), pour tout v, par
une suite d’éléments de F,(t).

Nous allons montrer en fait un résultat intermédiaire, mais tres général.
Pour cela, nous revenons au cas général d'un corps k et de valeurs absolues
quelconques.

vEY

Théoréme 1.6 (Théoreme d’approximation faible). Soit k un corps, et
soient n valeurs absolues | - |1,...,| - |n non triviales sur k, deur d deux
non-équivalentes. Notons ki, ..., k, les complétions associées aux topologies
induites sur k. Alors l'image de k est dense dans le produit T[;, k;.

11



Remarque 1.9. On peut reformuler ce résultat en disant que k est dense dans
[I,ey kv pour la topologie produit.

Nous commencons par un résultat de « liberté » des valeurs absolues non-
équivalentes.

Lemme 1.2. Soient n valeurs absolues |-|1, ..., ||, non triviales sur k, deuz a
deuz non-équivalentes. Alors il existe x € k tel que |z|y > 1 et |z|a, ..., |2], <
1.

Démonstration. Nous allons le montrer par récurrence sur n.

— n = 2 : Soient deux valeurs absolues non triviales | - |1 et | - |5 telles
que pour tout z € k, |x|; > 1 implique |z|; > 1. Nous allons montrer
qu’elles sont équivalentes.

Soit ¢ € k tel que |c|; > 1. Pour tout = € k, notons y(z) = log|z|,/log |c|;.
Approchons 7(z) par des rationnels m/n. Si y(z) < m/n, alors |z|; <
le[™", donc |a"/c™|; < 1, puis |2"/c™|5 < 1, et enfin |z]s < |c[5™. De
méme, si y(z) > m/n, alors |z]; > |c[[" puis |z|2 > |c|5™. Cette pro-

priété de monotonie permet de passer a la limite, et donc |z]s = |c[J*).

Alors, en posant o = log |c|o/ log |c|1, on a bien |z|y = |z|¢ pour tout
r €k
On peut maintenant conclure : si les valeurs absolues | - |1, | - |2 sont

non triviales et non-équivalentes, il existe z, y € k tels que |z|; < 1 et
|z]a > 1, et Jyla < 1et |yly > 1;alors |x/y|y < 1et |z/yls > 1.

— Hérédité : supposons le résultat vrai au rang n. Soit, par hypothese de
récurrence, un élément y € k tel que |yly > 1, et |ylo, ..., |yln < 1.
Soit de plus z € k tel que |z|; > 1 et |z],01 < 1. Si |yl < 1, alors
x = y"z, pour r assez grand, convient. Sinon, alors x = %z, pour r
assez grand, convient.

]

Démonstration du théoréme. Considérons un n-uplet (x1,...,x,) € IT\-, ki,
et ¢ > 0. Alors, par densité de k dans chacun des k;, pour i € {1,...,n},
il existe (Z1,...,%,) € k™ tels que pour tout i, |Z; — z;|; < . Posons M =
max<; j<n |Z;|j. Par le lemme précédent, il existe (yi,...,y,) € k™ tels que
l—ztyf
vérifie, pour tout 7, |, — 1|; < ¢/M et |mg|; < /M si j # i. Posons enfin
T =mI1+ -+ Dy cona |z — xil; < o — Tl + |3 — 23] < ne + e pour
tout 7. O

pour tout 4, |y;|; > 1 et |y;|; < 1sij #i. Alors, pour r assez grand, 7; =

Voici un exemple d’application typique de ce résultat, en conjonction
avec le corollaire 1.5.2 ci-dessus, que nous aurons 'occasion de rencontrer a
nouveau :
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Corollaire 1.6.1. Soit . une partie finie de V', et soit, pour tout v € .,
x, € Fy(t),. Alors il existe v € F(t) tel que, pour tout v € ., x/x, soit un
carré dans Fy(t),.

Enoncé du théoréme de Hasse-Minkowski et plan de la démonstra-
tion. Dans le langage des corps v-adiques, le théoréeme de Hasse-Minkowski
affirme qu’une forme quadratique sur F,(¢) s’annule non trivialement sur
F,(t) si et seulement si elle s’annule non trivialement sur tout F,(¢),, ou
vev.

Pour démontrer ce résultat, nous allons suivre une démarche double :
d’une part, nous allons améliorer notre connaissance des formes quadratiques
sur les corps v-adiques, et d’autre part nous allons obtenir des résultats de
« passage du local au global » (le théoréeme d’approximation faible 1.6 en
constitue déja un) :

— tout d’abord, nous poursuivrons I’étude des carrés, au moyen du « sym-
bole de Legendre », ce qui constitue le cas des formes quadratiques a
deux variables : aX? = bY?;

— augmentant le nombre de variables, nous nous intéresserons ensuite
aux équations de la forme aX? + bY? = Z2, qui sont caractérisées
par le « symbole de Hilbert » (a,b) : nous étudierons ses propriétés et
établirons en particulier un important résultat de « passage du local au
global » ;

— le symbole de Hilbert nous permettra ensuite de classifier entierement
les formes quadratiques sur les corps v-adiques, et ce sera aussi I'occa-
sion de rappeler quelques faits généraux sur les formes quadratiques;

— nous pourrons enfin démontrer le théoreme proprement dit.

1.2 Le symbole de Legendre et le symbole de
Hilbert

1.2.1 Le symbole de Legendre et la réciprocité quadra-
tique

Rappelons pour commencer que dans toute la suite, g sera supposé impair.

Nous allons étudier dans cette section les propriétés du symbole de Legendre,

qui caractérise les carrés modulo P (ou P est irréductible), et en particulier
le théoreéme de la réciprocité quadratique.

Définition 1.4 (Symbole de Legendre). Soit P € F,[t] un polynéme irré-
ductible unitaire, et A € F[t] non divisible par P. On définit le symbole de
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Legendre par :

P

(A) B {1 si A est un carré mod P

—1 sinon.

De fagon équivalente :

(ﬁ) = A0 mod P

. A\
Si P | A, on pose <ﬁ) = 0.
Remarque 1.10. La deuxiéme définition fait apparaitre clairement le caractere
multiplicatif du symbole de Legendre.
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.7 (Réciprocité quadratique). Soient P, Q) € F,[t] deux poly-
nomes unitaires irréductibles distincts. Alors :

<g) — (—1)deB(P) deg(Q)-(a-1)/2 <g> .

Démonstration. Vue la formule qu’on doit montrer, une bonne simplification
est de tout passer a la puissance q%l ; on va donc calculer :

deg(P)—1

@(t) = Q1+q+---+q et ﬁ(t) — P1+q+_,_+qdeg(Q)_1 .

Alors Q (mod P) € (F,[t]/P - F,[t])* vérifie Q9! (mod P) = 1. Par consé-
quent, il existe un unique Qp € F, tel que Qp=0Q (mod P) (via I'injection
F, < (F[t]/P - F,[t])"). On a de méme F, 3> Py = P (mod Q).

On a maintenant a montrer que :

Op = (—1)des(P)des(@) . B, (1.1)

Comme le corps de base F, est fini, toute extension finie est engendrée
par le morphisme de Frobenius; concretement, si on se place dans un corps
de décomposition L de P et (), on obtient les factorisations suivantes :

Q) =(t—a)-(t—a®™ ) et P(t)=(t—pB) - (t—p
On calcule donc facilement :

Q) = QU = T (1 —a”),

1<i<deg(P)
1<j<deg(Q)

deg(P)—1

).
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donc :

Q= [ B —a?) (mod (t - 7)) .
1<i<deg(P)
1<j<deg(Q)

. . A deg(P) 7 ’ s . N ’
Mais bien siir, comme B7°" = /3, le résultat précédent est en fait indé-

pendant de k. On en déduit donc :
Qr= JI (8" —a”) (mod P),
1<i<deg(P)
1<5<deg(Q)
et comme les deux membres de cette congruence sont dans L, il y a en fait
égalité. De méme, avec des notations similaires :
ﬁQ = H (Oéqj — Bql) .
1<i<deg(P)
1<j<deg(Q)

Ceci montre 1'égalité (1.1), et conclut la démonstration du théoreme. ]

1.2.2 Le symbole de Hilbert

Nous allons maintenant étudier le symbole de Hilbert, qui constitue une
généralisation du symbole de Legendre au sens ou on n’étudie plus I’équation
X? = a, mais 1'équation aX? 4+ bY? = 1 (on a donc augmenté le nombre de
variables). Néanmoins, on verra que, dans les corps v-adiques, le symbole de
Hilbert s’exprime en fonction du symbole de Legendre (c’est la une propriété
arithmétique tres agréable des corps v-adiques).

Nous commencons par la définition.

Définition 1.5 (Symbole de Hilbert). Soient k& une complétion de F,(¢) par
rapport & une valeur absolue (non-archimédienne), a,b € k*. Considérons
I'équation (E) : Z* — aX? — bY? = 0. On définit alors le symbole de Hilbert
par :

(a.b) 1 si (E) admet un triplet solution non trivial,
a,b) =
—1  sinon.

Lemme 1.3. On a l’équivalence suivante : (a,b) =1 <= a est une norme
dans k(v/D)*.

Démonstration. Supposons (a,b) = 1, et soit (x,y, z) un triplet solution non
trivial de (E). Si x = 0, alors y # 0, z # 0 et on obtient que b est un
carré, donc k(vb)* = k*, et a y est bien siir une norme. Si x # 0, alors

o= () = (£)0 = ((2) + (2) VB) - ((2) - (£) V) est une norme dans

xT

k(Vb)". O
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Comme la norme est multiplicative, on a notamment que si (a,b) = 1,
alors (a-c,b) = (¢,b). On a en fait la propriété plus forte suivante : le symbole
de Hilbert est bilinéaire, c’est-a-dire que le groupe des normes de k(v/b)* est
d’indice 1 ou 2 dans k(b)*. Ceci résulte des formules suivantes.

Théoreme 1.8. Le symbole de Hilbert se calcule a partir du symbole de
Legendre de la fagon suivante :

1. Sik = (F,(t)p, si UV € Up, alors :

deg(P IB @
(POU, PPV = (—1)28(a™7=1)/2 (g) (g) L (12

2. Sik=Fy(t), si UV € U, alors :

(@) - @@ o

ol on a dénoté par (;) le « caractére quadratique » (mod %) : (;) =
1 < U est un carré (mod 7).

Démonstration. La démonstration est tres générale, et repose sur le Lemme
de Hensel (théoreme 1.3, page 9) pour les formes quadratiques. Le cas Fy(t)
est bien siir complétement similaire aux autres et nous ne le différencions pas.
Nous allons en fait démontrer ces formules au cas par cas. Heureusement il
y en peu, car on voit que seule la parité des puissances «,  importe ici, et
de plus, ceux-ci jouent un réle symétrique. On a donc trois cas.

a) a et 3 sont pairs. Dans ce cas, on doit étudier 1'équation (E) : Z? —
UX? — VY2 1l est classique? que celle-ci admet une solution modulo
P; et comme le discriminant de la forme est inversible modulo P, on
peut relever la solution en une solution P-adique. D’ou (U,V) = 1,
comme prévu.

b) « est impair, § est pair. Comme (U, V') = 1, on peut simplement étudier
(P, V). Si V est un carré modulo P, alors par le théoreme de structure
des carrés de F,(t)p (théoreme 1.5, page 10), V est un carré dans
F,(t)p, et on a bien (P, V) =1 = (%) (en effet, si V = W2, le triplet
(0,1, W) est solution de (E)).

Réciproquement, supposons qu’on ait une solution (z,y,z) a Z? —
PX? — VY2, Quitte & gérer les dénominateurs, on peut supposer que

2. Dans un corps fini k de caractéristique impaire : si v et v sont non nuls, les en-
sembles {uz?, z € k} et {1 —vy?,y € k} possédent tous deux (|k| + 1)/2 éléments, donc
s’intersectent.
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le triplet (x,y, z) est dans Op et non divisible dans son ensemble par
P. Mais alors y et z ne peuvent étre divisibles par P, donc V est un
carré modulo P.

¢) aet B sont impairs. On va utiliser la formule : (a, b) = (a, —ab), qui pro-

vient de ce que (a, —a) = 1. On en déduit (PU, PV) = (PU,—P?UV) =
(PU,-UV) = (%) = (_1)(qd°g<P)*1)/2 (%) (%), comme annoncé.

]

Corollaire 1.8.1. Le symbole de Hilbert est une forme bilinéaire non dégé-
nérée sur le Fy-espace vectoriel k* /k*2. En particulier, sia # 1, les ensembles
H? ={x € k*/k*? | (a,z) = £1} contiennent chacun 2 éléments. De plus, si
a,a € k*/k*?, ona H = HY <= a=ad ete=¢.

Démonstration. La bilinéarité et la non-dégénérescence se lisent sur les for-
mules, nous ne détaillons pas. Rappelons également qu’on a montré précé-
demment (corollaire 1.5.1, page 11) que |k*/k*?| = 4, donc tout hyperplan
affine est de cardinal 2. La derniére assertion est également facile : si les deux
ensembles H® et HY sont égaux, ils contiennent simultanément 1 ou non,
donc € = €. Le fait que a = @’ découle alors de la non-dégénérescence du
symbole. O

Définition 1.6. On note 7 la réunion de I'ensemble des polynémes irréduc-
tibles unitaires de F,[t] et du symbole co. Soit v € ¥'; si A, B € Fy(t)*, on
note (A, B), le symbole de Hilbert de leurs images dans F(t), .

On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.2 (Loi de réciprocité de Hilbert). Soient A, B € Fy(t)*. Alors
(A, B), =1 pour presque tout v € ¥ et :

H (AvB)v =1. (14)

veY

Démonstration. Concernant la premiere assertion, les formules de la propo-
sition 1.8 ci-dessus montrent que si P est un polynéme irréductible unitaire
qui ne divise ni A ni B, alors (A, B)p = 1. Comme il n’y a qu'un nombre
fini de polynémes irréductibles unitaires qui divisent A ou B, presque tous
les (A, B), sont égaux a 1.

Puis, par bilinéarité, il suffit de vérifier la formule pour A, B égaux a une
constante ou & un polynéme premier. Celle-ci est alors en fait équivalente a la
réciprocité quadratique (théoréme 1.7, page 14), par un calcul immédiat. [

On en vient au théoréme principal sur le symbole de Hilbert.
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Théoréme 1.9. Soient (A;)icr des éléments en nombre fini de F,(t)*, soient
€0 =210 € l,ve . Il existe X € Fy(t)" tel que (X, A;), = €, pour tout
1,v st et seulement si :

1. Pour touti € I,¢;,, = 1 pour presque tout v € V.
2. Pour tout i € I, [[,cy €ip = 1.
3. Pourtoutv € ¥, il existe X,, € Fy(t); tel que pour tout i € I, (A;, Xy)o

€iv-
La démonstration de ce théoréme nécessite deux « lemmes » :

Lemme 1.4 (Théoreme d’approximation faible). Soit . une partie finie de
V. Alors limage de Fy(t) est dense dans [[,c.o Fy(t)

Y-
C’est le théoreme 1.6, démontré a la page 11.

Lemme 1.5 (Progression arithmétique de Dirichlet). Soient A, B des poly-
nomes unitaires non nuls de Fy[t] ; supposons que A et B sont premiers entre
eux. Alors, pour n assez grand, il existe P irréductible unitaire et de degré n

tel que P = A (mod B).
Ce résultat est démontré en annexe, page 38.

Démonstration du théoréme. Les conditions données sont évidemment néces-
saires. Nous allons montrer qu’elles sont suffisantes.

On suppose pour commencer, quitte a les multiplier par des carrés, que les
A; sont des polynomes. Définissons les sous-ensembles finis de ¥ suivants :

S = {oo} U {facteurs premiers des Ai} et I = {v ’ Ji €y = —1}.

On va d’abord se ramener au cas ou . et .7 sont disjoints, par la technique
suivante. Par le lemme d’approximation 1.4, il existe X’ € F,(¢)* tel que )‘%
soit un carré dans F,(t)!, pour tout v € . (rappelons que les carrés des
corps v-adiques forment un ouvert). Alors : (A;, X'), = (4;, Xy) = €, pour
tout v € ., i € I. Ainsi, quitte a multiplier X par X', on peut effectivement
supposer que . 1.7 = ().

Posons alors :

A=T[L e M= J[ L.

Les Les  L#co

Les polynomes A et M sont unitaires et premiers entre eux. Par le lemme de
la progression arithmétique 1.5, il existe un polynéome P irréductible unitaire
tel que P = A (mod M), P ¢ .U .7, et deg(P) = deg(A) (mod 2). Le
polynéome X = A - P répond alors au probléeme :
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— Le polyndéme X est unitaire et de degré pair; c¢’est donc un carré dans
F,(t) (voir le théoreme de structure des carrés 1.5, page 10). Par
conséquent, (A;, X)s = 1, pour tout i € I.

~ Sive . —{oo}, alors X = A% (mod m,); et comme A est une unité
v-adique le théoreme de structure des carrés 1.5, page 10, implique de
nouveau que X est un carré dans F,(¢),, donc (A4;, X), = 1, pour tout
iel.

- Siv e 7, alors il existe X, € Fy(t),, io € I tels que (A, Xy)y =

-\ ordy (Xy
—1. Or, A;, € U, par définition, donc on a : (A;,, X,) = (h> )

d’apres les formules de la proposition 1.8. On en déduit que ord,(X,) =
1 (mod 2). Or, comme v apparait une fois dans la décomposition en
facteurs premiers de X (c’est-a-dire ord,(X) = 1), (A4;, X), = (%) =
(Ai, X))y = €, pour tout i € 1.

- Siv¢g SUTU{P}: X est une unité v-adique, donc on a automati-
quement (A;, X), = 1 pour tout i € I.

— Le cas restant v = P se déduit finalement de la formule du pro-
duit (1.4) : comme les suites (€;,)vey et les ((A;, X),),, contiennent,
pour tout ¢ € I, un nombre pair de —1, et que d’apres les points précé-
dents elles different d’au plus un élément, elles sont en fait identiques.

m

1.3 Classification des formes quadratiques sur
les corps v-adiques

Dans cette partie, nous allons étudier les formes quadratiques sur les
complétions F,(t),, notre objectif étant leur classification a I’aide de quelques
invariants. Nous nous sommes beaucoup inspirés du chapitre IV du livre de
Serre [1].

Commencons par quelques généralités : nous fixons k un complété de
F,(t) par rapport a une valeur absolue (non-archimédienne), ot ¢ est une
puissance d'un nombre premier impair.

Définition 1.7. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Une forme
bilinéaire symétrique sur V' est une application B : V x V — k telle que :
— pour tous x, &', y € V, AN € k, B(Ax + o', y) = AB(z,y) + B(z',y);
— pour tous x, y € V, B(z,y) = B(y, x).
V—k

Lapplication f: | f(z) = B(z, z)

est une forme quadratique.

Soit donc B une forme quadratique sur un espace V. Si (eq,...,e,) est
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une base de V, alors on calcule :

B(zier+ -+ Tnep,y1e1 + -+ ynen) = Y xy;B(es, €5)

1<ij<n

Posons Mp = (B(e;,€;))1<ij<n. Alors on peut écrire B sous forme matri-
cielle : B(X,Y) = "XMpgY. Sous un changement de base de matrice P, la
matrice se transforme en : My = "PMpP. Deux formes bilinéaires symé-
triques dont les matrices vérifient une telle relation sont dites équivalentes,
et on notera ~ cette relation d’équivalence. De plus dans la suite, quitte a
effectuer un changement de base, on considerera toujours que V = k", avec
n > 1. Ainsi, les formes quadratiques seront vues comme des polynomes
homogenes de degré 2 a n variables f(Xy,..., X,,).

Un invariant notable des classes d’équivalence de formes quadratiques est
le discriminant disc(B) de B, défini comme étant la classe de det(Mp) dans
k*/k*2. 11 y en a un autre : le rang de la matrice Mp, appelé rang de B et
noté rg(B). Dans la suite, on supposera la forme bilinéaire B non dégénérée,
c’est-a-dire que Mp est inversible.

Remarque 1.11. On écrira aussi disc(f) et rg(f) au lieu de disc(B) et rg(B).

Définition 1.8. Soient B une forme bilinéaire symétrique, x, y € V. On dit
que x et y sont orthogonaux (pour B) si B(x,y) =0.Si S C V, on note S+
lorthogonal de S, défini par : S+ = {x € V | Vs € S, B(x,s) = 0}.

Lemme 1.6. Si B est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, tout
sous-espace W de V vérifie : dim(W) + dim(W+) = dim(V). De plus, W N
W+ ={0} < By est non dégénérée.
Démonstration. On considere I'application B: V—V . Clest
z+— (y— B(z,y))

un isomorphisme car B est non dégénérée. Notons maintenant ry, 'applica-
tion de V* — W™ de restriction a W. Alors ryy o B est surjective de V' dans
W* et a pour noyau W+ : le théoréme du rang permet de conclure.

Le deuxiéme point découle de la remarque que W N W+ = ker Bﬁ@ O

Théoréme 1.10. Soit f(Xy, ..., X,) une forme quadratique. Il existe alors
ar,...,a, €k tels que f ~ a1 X;2+ -+ + a, X,,2

Démonstration. Pour prouver le théoreme, on doit en fait trouver une base
dans laquelle f prend cette forme. On va raisonner par récurrence sur n, la
dimension de l'espace V. Le résultat est automatique si n = 1, montrons
donc 'hérédité n — n+1. Si f(Xy,..., X,41) est une forme quadratique non
nulle, il existe z; € V tel que f(z1) # 0. On peut alors, d’apres le lemme 1.6
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ci-dessus, décomposer V en kx @ (kz)*. On applique alors 'hypothése de
récurrence a (kz)t et J|(kx)+ Puis on complete la base obtenue avec le vecteur
x, ce qui conclut. O

Remarque 1.12. — Les coefficients a; ne sont pas uniques.
— Une base dans laquelle f prend cette forme « diagonalisée » est appelée
base orthogonale de V.
ay 0
— Dans une telle base, la matrice Mp s’écrit . En particu-

0 an,
lier, disc(B) = ay - - - a, (mod k*?).

Nous allons maintenant nous intéresser aux valeurs prises par une forme
quadratique : on dira que f représente a € k §'il existe z, € V — {0} tel que
f(z,) = a. Remarquons que si f représente a # 0, alors f représente toute
la classe de a dans k*/k*? : si b = c%a, et f(x,) = a, alors f(cx,) = b. Par
conséquent, dans la suite on sera parfois amené a parler des classes de k*/k*2
qui sont représentées par f. Le théoreme suivant montre d’ailleurs que 0 joue
un role a part dans k£ parmi les images possibles de f.

Définition 1.9. Soit f(X;, X3) une forme quadratique non dégénérée a deux
variables ; elle est dite hyperbolique si f ~ X1 X5 ~ X2 — X2

Théoréme 1.11. Si f(Xy,...,X,) est une forme quadratique non dégénérée
qui représente 0, alors on peut décomposer f ~ fy(X1, X2) + g(Xs, ..., X,)
avec fg hyperbolique ; et f représente tout élément de k.

Démonstration. Soit o € V — {0} tel que f(zo) = 0. Comme f est non
dégénérée, il existe x € V tel que B(xg,z) # 0. Quitte & renormaliser, sup-
posons que B(zg,z) = 1. Alors 2y = z — $ B(z,z) - zy vérifie B(zo, 1) = 1
et B(xy,x1) = 0. Donc, dans le plan P engendré par (zg,x;), la matrice de
0 1
10
lemme 1.6, et en posant fg = fip, g = fjp1, on a le résultat.
De plus, fy représente tout élément a de k, en effet en conservant les
notations ci-dessus, fg(zo + %axl) = a. Donc il en est de méme pour f. [

f est . Ainsi, Bjp est non dégénérée, donc V = P @ P+ d’apres le

Corollaire 1.11.1. Soient f(X3,...,X,) une forme quadratique non dégé-
nérée, a € k*. Il y a équivalence entre les assertions suivantes :

a) 1l existe une forme quadratique g telle que f ~ g(X1,. .., Xn_1)+aX,>.
b) La forme f(X1,...,X,) représente a.
¢) La forme f(X1,...,X,) —aX,1° représente 0.
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Démonstration. Les implications a) = b) = c¢) sont immédiates. Nous al-
lons remonter les implications a 'envers. Supposons donc c¢). Si f repré-
sente 0, elle représente aussi a par le théoreme 1.11 ci-dessus. Sinon, il existe
(1, ., Ty Tpy1) € K" avec 2,11 # 0, tel que f(xq,...,27,) — aTpi® = 0;
alors f(x1/Tpi1, ..., Tn/Tns1) = a.

Supposons maintenant b). Soit donc z, € V tel que f(z,) = B(x4,z,) =
a. Comme a # 0, on a V = kx, ® (kx,)* par le lemme 1.6. Ainsi, en décom-

posant f selon cette somme, on obtient a). O
Corollaire 1.11.2. Soient g(Xy,...,X,,) et h(Xy,...,X,,) deux formes
quadratiques non dégénérées, avec ng, ny > 1, et soit f = g(X1,...,Xy,) —
h(XngH, . ,Xng+nh). Alors f représente O si et seulement si il existe a # 0

qui est représenté simultanément par g et h.

Démonstration. Le sens réciproque étant évident, nous ne montrons que le
sens direct. Soit donc (x4, ) un zéro non nul de f, ot x, est un vecteur
correspondant aux n, premieres composantes, et xj, aux ny, suivantes. Nécés-
sairement, x, ou z; est non nul. Supposons que ce soit z, (quitte a intervertir
g et h). Alors :
— sig(zy) #0:a=g(x,) = h(xp) convient;
— si g(zy) = 0 : par le théoreme 1.11, g représente tout élément de k.
Comme h est non dégénérée, elle prend au moins une valeur h(y) non

nulle, qui est représentée par g, et a = h(y) convient.
O

Remarque 1.13. Ce corollaire est tres utile car il permet de diminuer le
nombre de variables de la forme a étudier. En particulier, en conjonction
avec le corollaire précédent, on l'utilisera pour passer de 1’étude de la re-
présentation de 0 par une forme a 4 variables a celle de deux formes a 3
variables.

Nous allons maintenant classifier les formes quadratiques sur k (nous
rappelons que k est de la forme F(t),, ot v € 7). Nous avons déja rencontré
deux invariants : le rang rg(f) et le discriminant disc(f). Nous allons a
présent en introduire un troisieme. Soit f une forme quadratique sur V', soit
A = (e1,...,e,) une base orthogonale de V pour f, et posons a; = f(e;).

On définit alors :
e(f. %) = [1(ai, a;)
i<j
ou (-, -) désigne le symbole de Hilbert sur k. Nous allons démontrer que c’est
bien un invariant de la classe d’équivalence de la forme f. Pour cela, il suffit
de montrer qu’il est indépendant de la base orthogonale %. C’est facile si
n=1ou?2:
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—sin=1, e(f,#) =1 indépendamment de la base Z;
—sin=2¢e(f,B) = (a1,as) = 1 si et seulement si la forme Z% —a; X? —
a,Y? réprésente 0, c’est-a-dire, vu le corollaire 1.11.1, si et seulement
si la forme f représente 1 : c’est bien indépendant de la base £.
Le résultat pour n > 3 se montre ensuite par récurrence. Le lemme suivant
montre tout d’abord qu’on peut s’intéresser uniquement aux bases orthogo-
nales ayant au moins un vecteur en commun.

Lemme 1.7. Soit f une forme quadratique non dégénérée, de rang supérieur
ou égal a 3 et soient B = (e1,...,e,) et B = (€,...,€.,) deux bases ortho-
gonales. Alors il existe une suite finie 0 = B,...,B™ = %' de bases
orthogonales telle que pour tout i € {0,...,m — 1}, les bases B et B+Y)
ont un vecteur en commaun.

Démonstration. Nous allons former un élément e, = €| + ze, qui engendre

avec e; un plan non dégénéré, et tel que f(e/,) # 0. Pour cela, il suffit de
choisir x € k tel que :

flen)f(ey) — Bler,ep)* #0 et f(el) #0,

c’est-a-dire :

ar® + Br+y#0 et fley) +a’fley) #0, ()
ou : )
a = (f(e1)f(e3) — Bler, €5)%)
B = _23(617 6/1>B(61, el2>
v = (f(e1)f(e1) — Bler,€1)?)

Rappelons que comme f est non dégénérée, les trois valeurs f(e1), f(e}),
f(eh) sont non nulles. On en déduit que a, 8, v ne peuvent étre nuls simul-
tanément. Ainsi les conditions polynomiales (x) éliminent au plus 4 valeurs
de x, mais le corps k est infini : I'existence de e, est assurée.

Considérons maintenant les deux plans P, et P’, engendrés respective-
ment par (e, €),) et (€], 5). Ils sont tous deux non dégénérés, et comme f(eq),
f(el) #0, il existe egl), eg), e§3) tels que :

— (eq, eg)) forme une base orthogonale de P,.

— (e, eg)) forme une base orthogonale de P,.

— (el e§3)) forme une base orthogonale de P’.

Comme le plan P, est non dégénéré, il est en somme directe avec son orthogo-

nal H,, et en notant (e%, ..., e/ ) une base orthogonale de H,, on obtient le ré-
) . 1
sultat annoncé avec la chaine : 8 — (eq, eé ), ey em) — (e, eg), N
3
(ehe8) el el) = B
L]
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En remarquant que € est invariant par permutation des vecteurs de la
base, on peut maintenant conclure grace au lemme suivant.

Lemme 1.8. Soit f une forme quadratique non dégénérée sur k™, et soient
B = (e1,...,en) et B = (e1,€,...,¢l) deux bases orthogonales pour f qui
ont un élément en commun. Alors e(f, B) = e(f, #').

Démonstration. On le montre par récurrence sur n. Supposons le résultat
vrai au rang n — 1. D’aprées le lemme 1.7 ci-dessus, cela implique que pour
toute forme quadratique de n — 1 variables, ¢ est indépendant de la base
orthogonale choisie.

Posons a} = f(e}), et a} = a;. Alors on a :

e(f, B) = (ar,a9---an) [ (ai,a;) = (a1, disc(f) -a1) [[ (ai,05),

2<i<j<n 2<i<j<n

et :
e(f,#) = (ar, disc(f)-ar) ][ (ai,df).

2<i<j<n

Considérons maintenant la forme quadratique fi = fj(e,)+. Les familles
(€2,...,6e,) et (€),... el ) sont des bases orthogonales pour f;; donc par

hypothese de récurrence, € (fi, (e2,...,e,)) = (fi1, (€5, ...,€,)). Or,

e n

5(f1,<€2a--->€n)>: H (aivaj) et €(f1,(€/2,...,6;l)): H (agva;)v

2<i<j<n 2<i<j<n

d’ou le résultat.
O

On en déduit le résultat annoncé : e(f, %) ne dépend en fait que de f;
et il est évident que c’est un invariant de la classe d’équivalence de f. On le
notera plus simplement &(f).

Nous allons maintenant montrer que les trois invariants que sont rg(f),
disc(f), e(f) caractérisent complétement ’ensemble des valeurs prises par f.
Nous commengons par un lemme de rappel (voir le corollaire 1.5.1, page 11).

Lemme 1.9 (Rappel). Le Fay-espace vectoriel k* /k*? est de dimension 2. Si
a # 1, les hyperplans affines H = {x € k*/k*? | (a,x) = +1} contiennent
chacun 2 éléments. Enfin, sia, a’ € k*/k*2, on a H* = HY <= a=d et
e=¢€.

On peut maintenant énoncer le théoréme principal.

Théoréme 1.12. Soit f une forme quadratique, soit n = rg(f) > 1, d =
disc(f) € k*/k*?, e = e(f) = £1. Alors f réprésente 0 si et seulement si :
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n=2:d=-1;

n=3:(-1,—-d) =¢;

n=4:soitd#1, soitd=1ete=(-1,-1);
n > 5 : toujours.

De chaque point on déduit les points correspondants du corollaire suivant.

Corollaire 1.12.1. Soit a € k*/k*?. Alors f représente a si et seulement si :
n=1:d=a;
n=2:(a,—d) =¢;
n=3:soitd# —a, soitd= —a ete=(—1,—d);
n >4 : toujours.

Remarque 1.14. Cela implique que si f est de rang n et ne représente pas 0,
elle représente exactement min(n,4) éléments de k*/k*2.

Démonstration. Tous les résultats proviennent de ce que les invariants de la

forme f, = f(X1,...,X,) — aX,41> s’expriment en fonction de ceux de f
comme : disc(f,) = —ad, (f,) = (—a,d) - €, et que f représente a si et
seulement si f, représente 0 (par le corollaire 1.11.1). O

Démonstration du théoreme. On diagonalise la forme f par le théoreme 1.10 :
f~ a X2+ aanQ, et on traite tous les cas un par un.

n =2 : La forme représente 0 si et seulement si —a;/as est un carré, or
en multipliant par a»?, on voit que —a;/ay = —d dans k*/k*?, ce qui
conclut.

n = 3 : En multipliant par az, on voit que f représente 0 si et seulement
si X3% — (—ayas) X1 — (—asas) X,? représente 0, c’est-a-dire si et seule-
ment si (—ajas, —agasz) = 1. Nous allons développer succesivement ce
symbole par bilinéarité.

D’une part : (—ajas, —agas) = (—ajaz, —1)(—ayas, azas) ;

de plus, (—ajas, azaz) = (—1, azaz)(a1, azasz)(as, agas) .

Comme (—ajas, —1)(—1, azas) = (=1, —aas)

et (a1, aza3)(az, azaz) = (a1, az)(ay, az)(az, as)(as, az) ,

on obtient au total (—1, —ajaq)e(as, as) .

C’est bientot fini : comme (—as,a3) = 1, on a (a3, a3) = (—1,a3) ,
donc on obtient en fait (—1, —ajasas)e, c’est-a~dire (—1, —d)e .

D’ou le résultat : f représente 0 si et seulement si (—1, —d) = e.
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n =4 : On va appliquer le corollaire 1.11.2 a la décomposition suivante :
f = (CL1X12 + CL2X22) — (—CI,3X33 — a4X42) .

D’apres ce corollaire, f représente 0 si et seulement si il existe a €
k*/k*? représenté par les deux termes de la décomposition. Comme on
a montré le cas n = 3 du théoreme, on peut utiliser le cas n = 2 du
corollaire 1.12.1 : I'existence de a équivaut alors a ce que 'intersection
des deux espaces affines H, = {z € k*/k* | (z,—a1a2) = (a1, a2)} et
Hy = {x € k*/k*? | (v, —azay) = (—a3, —ay)} soit non vide. Ces deux
espaces sont en fait des hyperplans affines (ils sont non vides car a; €
H,y, —a3 € H3); par le lemme 1.9 ci-dessus, ils sont disjoints si et seule-
ment si ils sont complémentaires, ce qui équivaut a aias = azays dans
E*/k*? et (ar1,a3) = —(—as, —aq). Or (ay,as)(—az, —as)(—1,-1) =
(a1, a9)(as, as)(—1,aszay), et comme (—1,asay) = (asaq, azay), on ob-
tient comme condition équivalente : d = 1 et (ay, as)(as, as)(dayas, azay)
—(—1,-1), cest-a-dire d =1 et ¢ = —(—1,—1).

n > 5 : Quitte a mettre les variables supplémentaires a 0, il suffit de
traiter le cas n = 5. On va a nouveau utiliser la partie n = 2 du
corollaire 1.12.1. D’apres ce corollaire, et d’apres le lemme 1.9, toute
forme de rang 2 représente au moins 2 valeurs de k*/k*2. En effet, la
condition (a,—d) = € peut éventuellement étre irréalisable si d = —1,
mais dans ce cas on a déja vu que f représentait 0 et donc toute valeur
de k (et on peut en effet vérifier par un calcul direct que ¢ = 1).
Ainsi, il existe a € k*/k*? représenté par f et qui est différent de d.
En vertu du corollaire 1.11.1, on peut alors écrire f(X,...,X5) ~
aX1®+ g(Xs, ..., X5), avec rg(g) = 4. Or disc(g) = d/a # 1, donc par
le cas n = 4 prouvé ci-haut, g représente 0, donc f aussi, ce qui acheve
la démonstration.

O]
On en déduit le théoreme de classification suivant.

Théoréme 1.13. Les trois invariants : rg(f), disc(f), et e(f) caractérisent
completement la classe d’équivalence de f.

Démonstration. On a vu précédemment que deux formes équivalentes ont né-
cessairement méme rang, discriminant, et €. Réciproquement, si deux formes
f et g ont les mémes invariants, alors d’apres le corollaire 1.12.1, elles repré-
sentent les mémes éléments de k*/k*2. Soit donc a € k* représenté a la fois
par f et par g. Par le corollaire 1.11.1, on peut écrire f ~ aX;*+ f1(Xa,...),
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g~ aX®+g1(Xs,...), avec fi et g, des formes de rang rg(f)—1 = rg(g)—1.
Mais alors on a :

disc(f1) = adisc(f)
= adisc(g) = disc(g)

()

(f1) = e(f)(a, disc(f1))

et =e(g)(a,disc(g1)) = €(q1)

En diminuant le rang par récurrence, on se ramene au cas rg(f) = rg(g) =0,
qui est trivial. O

1.4 Démonstration du théoréme de Hasse-Minkowski

Considérons une forme quadratique f de rang n sur F (¢), que nous sup-
posons non dégénérée. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.14 (Hasse-Minkowski). Pour que f représente O dans F(t), il
faut et il suffit que, pour tout v € ¥, la forme f représente O dans F,(t),.

Démonstration. La nécessité est triviale. Pour la suffisance, on écrit f sous
la forme

f=AX 2+ +AX2, ouA eF,(1).

Quitte a remplacer f par A;f et multiplier chaque A; par un carré dans
F,(t)*, on peut en outre que supposer que A; =1 et A; € F,[t].
On considere séparément les cas n = 2, 3, 4 et n > 5.

i) Le cas n = 2.
Ona f = X, — AX,? avec A € F[t]. On écrit A sous la forme :

A= CH Pordp(A) ’
P

ou c¢c € Fy et P sont des polynomes irréductibles unitaires. Comme
foo représente 0, il existe une série Y00, a,(1/t)" avec a # 0 telle
que (30, a,(1/t)")* = A dans F,(t)s. En comparant les coefficients
devant t~2* dans ces deux expressions, on obtient que ¢ est un carré
dans F,. De plus, pour chaque polynéme irréductible unitaire P, le fait
que fp représente 0 montre que A est un carré dans F,(t)}, et donc
que ordp(A) est pair. Il en résulte que A est un carré dans F,(t) et que

f représente 0.

ii) Le cas n = 3.
Ona f = X;?— AX,? — BX3% Quitte a multiplier A, B par des carrés
dans F,(t)*, on peut supposer que pour tout polynome irréductible
P, ordp(A) et ordp(B) sont égaux a 0 ou 1. On peut aussi supposer
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iii)

que deg(A) < deg(B). On raisonne alors par récurrence sur 'entier
m = deg(A) + deg(B).

Sim =0, alors A, B € F;. On a déja vu que comme F a (¢ +1)/2
éléments, les ensembles {Az?, z € F,} et {1 — By?,y € F,} doivent
nécessairement s’intersecter, donc il existe z, y € F, tels que Az? +
By* =1 : f représente 0.

Supposons m > 1, et que le cas deg(A) + deg(B) < m est démontré.
Alors deg(B) > 1; nous écrivons B sous la forme B =c¢- Py -+ P, ou
c € F} et chaque P; est un polynome irréductible unitaire. Soit P I'un
des P;. Nous allons voir que A est un carré modulo P. C’est évident si
A =0 (mod P). Sinon, A est une unité dans F,(¢)}. Par hypothese, il
existe un triplet (z,y, z) non nul dans F(¢)p tel que 22— Az?— By? = 0,
et 'on peut supposer que (x,y, z) n’est pas divisible dans son ensemble
par P. On vérifie alors que P { z, et donc A est un carré modulo P. Par
le théoreme des restes chinois, il s’ensuit que A est un carré modulo B.

Il existe donc T, B' € F[t] tels que T?> — A = BB’, et on peut chosir
T tel que deg(T') < deg(B) —1; on a alors : deg(B’) = deg(T? — A) —
deg(B) < deg(B) — 1. Ecrivons B’ sous la forme B"U? avec B" sans
facteurs carrés, on a toujours deg(B”) < deg(B) — 1. Par bilinéarité du
symbole de Hilbert (Corollaire 1.8.1, page 17), on voit que, quel que soit
le corps dans lequel on se place, (A,B”") =1 < (A,B) =1 (car la
formule 7% — A = BB"U? montre justement que (A, BB”) = 1). Notons
" = X;?— AX,2— B"X5? : alors, comme f, elle représente 0 dans tout
corps v-adique; de plus on a déja remarqué que deg(B”) < deg(B) :
I’hypothese de récurrence s’applique donc a f”. On en déduit que f”
représente 0, donc f aussi.

Le cas n = 4.

On a f = AX,®> + BX,? — (CX3* + DX,?). Soit v € ¥. Puisque f,
représente 0, on déduit du Corollaire 1.11.2, page 22, qu’il existe X, €
F,(t)! qui est représenté a la fois par AX;? + BXy® et CX3* + DX,%
donc d’apres le théoreme de classification 1.12.1, page 25, on a

(Xva _AB)’U = (A’ B)v et (Xva _OD>U - (CaD)v-

D’apres la loi de réciprocité de Hilbert (proposition 1.2, page 17),

(A, B), et (C,D), valent 1 pour presque tout v € ¥ et vérifient la

formule du produit [] (A4, B), = II (C, D), = 1, on peut donc appli-
veY veEY

quer le théoreme 1.9, page 18 : cela montre qu’il existe X € F,(¢)* tel

que :

(X,~AB), = (A,B), et (X,—CD),=(C,D),
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iv)

pour tout v € ¥. Ainsi, la forme AX,? + BX,? — XZ? représente 0
dans chacun des F(t),, donc dans F,(t) d’apres le cas n = 3 qu'on a
prouvé ci-dessus. On en conclut que X est représenté dans F,(t) par
AX,% 4+ BX,?, et le méme argument s’applique & C X532 + DX,?, d'ou
le fait que f représente 0.

Le cas n > 5.

On montre que f représente toujours 0 dans ce cas. Il suffit bien sir
d’établir seulement le cas n = 5, quitte a mettre les variables supplé-
mentaires a 0.

Ecrivons f = h + (—g) avec h = A1 X\? + Ay X et g = A3Xs® +
Ay X424+ A5 X% Soit . la partie de ¥ formée de oo et des polynomes
irréductibles P tels qu’il existe i vérifiant P | A;. C’est un ensemble
fini.

Comme conséquence du Corollaire 1.11.2, page 22, pour chaque v € .¥
il existe A, € Fy()* qui est représenté a la fois par A; X;? + A, X, et
A3X32+A4X42+A5X52 : on écrit Av = AlBLU2+A2B27v2, ou Bl,w BQ’U S
F,(t),. Mais les carrés de F, ()} forment un ensemble ouvert (Corol-
laire 1.5.2, page 11), et A; B1*+ A, By? est une fonction continue de B et
B,. Par le théoreme d’approximation faible (Théoreme 1.6, page 11), il
existe By,By € F(t) tels que A = Ay B1% + Ay By? satisfait A% e F,(t):?
pour tout v € .#. Cela implique que A3X5% + A, X% + A; X% — AZ?
représente 0 dans F(t), pour tout v € .. Et pour v € ., la forme
précédente représente aussi 0, parce que A; € U, pour i = 3, 4, 5, et
AsX3® + A X2 + A5 X5? représente 0 dans ce cas (cela découle des for-
mules pour le symbole de Hilbert, données au théoreme 1.8, page 16) .
Donc par le cas n = 4 prouvé ci-dessus, A3 X324+ Ay X2+ A5 X2 — AZ?
représente 0 dans F (t) : A est représenté a la fois par g et h, donc f
représente 0.

]
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Chapitre 2

Contre-exemples

Comme nous 'avons expliqué en introduction, le « principe local-global »
ne se généralise pas aux équations de degré supérieur. Nous allons tout
d’abord présenter des contre-exemples tres simples, avant de présenter le
contre-exemple le plus célebre sur Q : le contre-exemple de Selmer. Celui-ci
consiste en I"équation 3X3 +4Y3 4+ 573 = 0.

2.1 Quelques contre-exemples simples

Nous allons tout d’abord fabriquer quelques contre-exemples tres simples
au « principe local-global », c’est-a-dire que nous allons trouver des equa-
tions polynomiales admettant des solutions dans tout corps v-adique F(t),,
pour v € ¥, mais pas dans le corps global F,(t). Rappelons le résultat du
théoreme 1.5, démontré page 10.

Théoréme 2.1 (Rappel). Soit v € ¥, et @ € Fy(t):. Ecrivons v = n"u
comme dans la proposition 1.1. Alors x est un carré dans F,(t); si et seule-
ment si n est pair et u est un carré modulo m,.

Corollaire 2.1.1 (Rappel). Pour tout v € ¥, on a [F (1) : F,(t):*] = 4.

v
En particulier, les carrés forment un sous-groupe d’indice 2 parmi les unités.

Premier exemple Considérons I’équation :
(X2 =t) (X2 = (t+ 1) (X2 =t(t+1)) (X* = (t+2)) =0. (%)

Pour tout polynéme irréductible P # ¢, t + 1, cette équation admet une
solution dans F(t)p : en effet ¢ et t41 y sont des unités, et comme les carrés
forment un sous-groupe d’ordre 2 parmi les unités, t, t + 1, ou (¢t + 1) est
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un carré modulo P. De plus, t(t + 1) = (1/t)7%(1 + 1/t) est un carré dans
F,(t)oo = F,((1/t)), et t+1 est un carré dans F,(t); = F, ((¢)) pour la méme
raison. Enfin, ¢ 4+ 2 est un carré dans Fy(t),1; .

Néanmoins, aucun des polynémes ¢, t+ 1, t +2, t(t+ 1) n’est un un carré
dans F(t) : les trois premiers sont irréductibles, et le dernier est le produit
de deux polyndémes irréductibles distincts. Ainsi, I’équation () ne vérifie pas
le « principe local-global ».

Deuxiéme exemple 1l est facile de construire un deuxieme exemple avec
plus de variables a partir du premier. Par exemple, I’équation :

7 — VP 4 £ (X2~ 0)(X2 — (¢ 4+ 1)(X2 — t(t + D)X — (1 +2))] =0

admet des solutions dans toute complétion, d’apres ce qu’on a fait ci-dessus,

mais par des considérations de degré évidentes, n’admet aucune solution sur
X , . .

F,(t) (& nouveau par ce qu'on a fait précédemment).

2.2 Le contre-exemple de Selmer

Finalement, voici le contre-exemple de Selmer [3] : nous allons montrer
que I’équation
3% +4y° +52° =0 (2.1)

a une solution non nulle dans chaque complété de Q !, mais n’a que la solution
nulle dans Q. Cela signifie que 1’équation (2.1) ne satisfait pas le principe de
Hasse. Le premier point est relativement facile a prouver : il s’agit d’une ap-
plication du lemme de Hensel. Par contre, le deuxieme point est plus difficile,
et nous aurons besoin d’introduire certains outils de la théorie algébrique des
nombres. Cette partie est inspirée de [1].

Nous commengons par prouver que I’équation (2.1) a des solutions locales.

Rappelons déja le lemme de Hensel, dans le cas de Q (la démonstration
est identique a celle donnée au Lemme 1.1, page 8, qui est énoncé dans le cas
de F(1)).

Lemme 2.1 (Lemme de Hensel). Soit P un polynéme a coefficients dans Z,,.
S’il existe g € 7y, tel que, pour un certain entier N, on ait

Plag)=0 (modp™), Plag)Z0 (modp™*), Plag)=0 (mod p?¥+l),

1. On peut montrer (voir [2], page 119) que les seules valeurs absolues sur Q sont :

— la valeur absolue usuelle, notée | - | ;

— les valeurs absolues non-archimédiennes associées aux nombres premiers.
Les complétions associées sont Q. = R et Q,, pour tout p premier. On note de plus Z,
Panneau {z € Q,, | |z|, < 1}.
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alors il ewiste o € Z,, tel que

Pla)=0, e a=ay (modp ).
Théoréme 2.2. L’équation (2.1) a une solution non nulle dans chaque com-
plété de Q.

Démonstration. Dans Q. = R, il est évident qu’il existe une solution non
nulle.

Soit p un nombre premier. Nous allons prouver que ’équation (2.1) pos-

sede une solution non nulle sur Z,. Nous distinguons 3 cas :

— Si p = 3, I'équation 4y> — 5 = 0 a une solution modulo 27, donc par le
lemme de Hensel il existe yo € Zs tel que 4y3 —5 =0 et (0,50, —1) est
une solution de I’équation (2.1) dans Zs.

— Si p = 5, I’équation 43> 4+ 3 = 0 a une solution modulo 5, donc par le
lemme de Hensel il existe yo € Zs tel que 4y5 +3 = 0 et (1,%0,0) est
une solution de I'équation (2.1) dans Zs.

— Maintenant, supposons que p soit un nombre premier autre que 3 et
5. Si 3 est un cube dans (Z/pZ)*, alors 32> — 1 = 0 a une solution
modulo p. Donc il existe zy € Z,, tel que 323 —1 =0, et (zg,1,—1) est
une solution de I'équation (2.1) dans Z,. Si 3 n’est pas un cube dans
(Z/pZ)*, alors le sous-groupe des cubes dans (Z/pZ)* est d’indice
3, et {1,3,9} est un systeme de représentants de (Z/pZ)* /(Z/pZ)*®.
Considérons les trois cas suivants :

1. Si 5 est un cube, alors 5% — 1 = 0 a une solution modulo p, donc
il existe 29 € Z,, tel que 5z5 —1 =0, et (—1,1, z) est une solution
de I'équation (2.1) dans Z,.

2. Si 5/3 est un cube, alors 52% — 3 = 0 a une solution modulo p,
donc il existe zg € Z, tel que 5z3 —3 = 0, et (—1,0,2) est une
solution de I’équation (2.1) dans Z,.

3. Si 5/9 est un cube, alors > — 15 = 0 a une solution modulo p,
donc il existe ty € Z, tel que t3 — 15 = 0, donc (3ty, 5, —7) est une
solution de I'équation (2.1) dans Z,,.

O

Montrons maintenant que ’équation (2.1) n’a pas de solution non nulle
dans Q. En ecrivant I'équation (2.1) sous la forme (2y)® + 62 = 10(—2)?,
on remarque qu'il suffit de montrer que I’équation z3 + 6y® = 102% n’a pas
de solution non nulle dans Q. Supposons que (a, b, ¢) soit une telle solution,
quitte a eliminer des dénominateurs, on peut supposer que a, b et ¢ sont
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entiers et que pged(a,b,c¢) = 1. On remarque qu’aucun des entiers a, b, ¢
n’est nul.
Dans Z {\3/6}, on a la relation :

(a + bv/6)(a® — abV/6 + b*/36) = 10> . (2.2)

Il convient donc d’étudier la structure de Z [\?/6} Pour ce faire, nous allons
d’abord introduire la théorie des entiers algébriques, la théorie de Minkowski,
et le théoreme des unités de Dirichlet. Nous ne donnerons pas les preuves, qui
peuvent étre trouvées dans les sections 1 — 7 du chapitre 1 du livre Algebraic
Number Theory de Jirgen Neukirch [2].

Nous rappelons d’abord la théorie des entier algébriques.

Définition 2.1. Soit K un corps et A un sous-anneau de K. Un élément de
K est dit entier sur A s’il est annulé par un polyndéme unitaire a coefficients
dans A.

Les éléments entiers sur A forment un sous-anneau de K.

Définition 2.2. Soit A un anneau integre, il se plonge alors dans son corps
des fractions. L’anneau A est dit intégralement clos si I’ensemble des éléments
entiers sur A dans son corps des fractions est réduit a A.

On rappelle qu'un corps de nombres est une extension finie du corps
Q, et si K est un corps de nombres, Ok est 'anneau des entiers du corps

K. Si ay,...,q, est une base de 'extension de corps K/Q, on définit le
discriminant d(ayq, ..., o) = det (TrK/Q(aiaj)). Nous avons la proposition
sulvante :

Proposition 2.1. Soit a # 0 un Og-sous-module de type fini dans K. Alors
a est un Z-module libre de rang [K : Q).

Par conséquent, pour un idéal a, nous pouvons définir d(a) = d(aq, . .., a,)
ol ay, ..., q, est une Z-base de a. Cette quantité est indépendante de la base
choisie.

Nous montrons a présent que ’anneau des entiers de K = Q(f/@) est
Ok = Z|V/5].
Proposition 2.2. Si a; C ay sont deuxr Og-sous-modules de type fini dans
K, alors [ay : a1] est fini, et nous avons la fomule d(a;) = [ag : a1]* - d(as).

Proposition 2.3. Soient K un corps de nombres, u € Ok tel que K =
Q(u), et p un nombre premier tel que le polynome minimal de u sur Q soit
d’Eisenstein en p. Alors p1 [Ok : Z[ul].
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Corollaire 2.2.1. L’anneau des entiers de corps K = Q(%) est 7 {%}

Démonstration. Nous avons Z [\3/6] C Ok, et d(Z [\3/6}) = —22.3° donc
d’apres la propositon 2, les seuls diviseurs premiers possibles de [Ok : Z {%}]

sont 2,3. Le polyndéme minimal de /6 est 2® — 6. Il est d’Eisenstein en 2 et
3, et donc d’apres la propositon 3, on a [Ok : Z {\3/6}} =1. ]

L’anneau Ok a une propriété importante :

Théoréme 2.3. Soit K un corps de nombres. Alors Ok est noethérien, in-
tégralement clos et tous ses idéaux premiers non nuls sont marimauz.

Un anneau integre satisfaisant la propriété ci-dessus est appelé anneau
de Dedekind. Un tel anneau vérifie que tout idéal non nul se décompose de
maniere unique en un produit d’idéaux premiers non nuls; en ce sens un
anneau de Dedekind est similaire a un anneau factoriel.

Dans cette situation, il est intéressant d’introduire la notion d’idéal frac-
tionnaire. Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions.

Définition 2.3. Un idéal fractionnaire de A est une partie de K de la forme
d='J ou d est un élément non nul de A et J un idéal non nul de A. C’est un
sous-A-module de K de type fini.

Proposition 2.4. Les idéauz fractionnaires forment un groupe abélien Ji,
et tout idéal fractionnaire se décompose de maniere unique en un produit fini
de puissances positives ou négatives d’idéaux premiers non nuls. Cela signifie
que Jg est un groupe abelien libre.

Définition 2.4. Les idéaux fractionnaires principaux non nuls (a), a € K*,
forment un sous-groupe du groupe des idéaux fractionnaires non nuls, noté
Pk. Nous appelons le groupe quotient Clx = Ji /P le groupe des classes
d’idéaux.

NOUS avons une suite exacte :
1 — A" —> K" — Jy — Clg — 1,

ou le morphisme central est a — (a). Ainsi Clg et A* mesurent la différence
entre K* et Jg. Etudions maintenant les structures de Clx et A*. Pour
un corps de nombres K, ces structures sont déterminées par la théorie de
Minkowski et le théoreme des unités de Dirichlet respectivement.
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A partir de maintenant, soit K un corps de nombres de degré n. Il y a
alors n plongements K — C; supposons qu’il y ait r plongements réels et s
paires de plongements complexes.

La théorie de Minkowski nous permet de déterminer le groupe Cly : nous
allons voir que le groupe Clg est toujours fini, et que pour K = Q [\3/6}, Clk

est le groupe trival, ¢’est-a-dire que Z {\3/6} est un anneau principal.

Nous définissons la norme d’un idéal non nul a de Ok par M(a) = [Ok : a].
La norme est multiplicative : pour deux idéaux non nuls a et b, nous avons
MN(ab) = N(a)N(b).

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2.4. Dans chaque classe d’idéaux d’un corps de nombres K, il y
a un idéal a tel que N(a) < 2(2)*,/|d(Ok)|. Le nombre 2(2)*,/|d(Ok)| est
appelé la borne de Minkowski.

Ainsi, comme tout idéal non nul de Ok se décompose de maniére unique
en un produit d’idéaux premiers, pour prouver que O est un anneau prin-

cipal il suffit de vérifier que tous les idéaux premiers de norme inférieure a
n!
nn

(2)*4/]d(Ok)]| sont principaux.
Nous donnons a présent le théoreme des unités de Dirichlet, qui détermine
la structure du groupe des unités de Ok pour un corps de nombres K.

Théoréme 2.5. Soit K un corps de nombres. Le groupe Oj est isomorphe
au produit du groupe des racines de l'unité de K et d’un groupe abélien libre
de rang r +s — 1.

Maintenant nous pouvons prouver :
Théoréme 2.6. L’équation (2.1) n’a pas de solution non nulle dans Q.

Démonstration. Nous avons vu qu’il est suffisant de montrer que I'équa-
tion (2.2) n’a pas de solutions non nulles dans Z. Soit donc (a,b,c) une
telle solution, avec pged(a, b, ¢) = 1. On voit immédiatement que a est pair,
b et ¢ sont impairs, et 3 et 5 ne divisent pas a.

Soit K = Q [\3/6} Nous avons Og = Z [\5/6} par le corollaire 2.2.1. De
plus, il y a un plongement réel et une paire de plongements complexes pour
K, donc r = s = 1. Nous démontrons maintenant le théoreme étape par

étape.
Etape 1 : Nous allons montrer que Ok est un anneau principal. Nous
calculons que d(Og) = —22 - 35, donc la borne de Minkowski est
31 /4\! 16v/3
ol d(Okg)| = —— = 8.8.
33 (7?) 4(Ox) T
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Il est donc suffisant de prouver que chaque idéal premier p avec N(p) < 8.8
est principal. Un tel idéal doit diviser (p) pour certains p € {2,3,5,7}.

Nous vérifions la factorisation de (p) pour p € {2,3,5,7}. Noter que (p)
se factorise dans O de la méme manicre que (2 — 6) se factorise dans
Fylz], ainsi : (2) = p3, (3) = p3, (5) = psp2s et (7) = prpzp7. Comme
Ni/q(2—+/6) =2 et Ni/q(1 — v/6) = —5, nous devons avoir py = (2 — v/6)
et ps = (1 — v/6). Comme Ng,q(v/6) =6, on a (v/6) = paps, et on en déduit
que po, p3 et p5 sont principaux. Comme Nk, q(1+ V6) =1, Nkq(2+ V6) =
14, Ngq(4 + Vv/6) = 70, et vu que 1, 2 et 4 ne sont pas congrus deux-a-
deux modulo 7, nous pouvons supposer (1 + v/6) = pr, (2 + v/6) = pLps et
(4 + V/6) = plpops, donc pr, ph, p2 sont tous principaux. Nous avons prouvé
que Ok est un anneau principal.

Etape 2 : Nous allons montrer que (a + b%, a? — abyv/6 + 62\3/%) = ps.

D’une part, ps | (a + by/6,a> — aby/6 + b?+/36) car py | a et py | V/6.
De plus, p3 1 a + by/6 car sinon, en prenant la norme des deux cotés, on
obtiendrait 4 | 10¢3, ce qui contredit le fait que ¢ est impair.

D’autre part, soit p un idéal premier tel que p | (a + b/6,a® — abv/6 +
b24/36), alors p | (3)(a?) et p | (3)(b?)(3/36). Supposons que p | 3. Alors
p = p3, donc p3 | (a), puis 3 | a, contradiction. Ainsi, p | (a) et p | (b)*p2. Or,
(a) et (b) sont premiers entre eux, d’ott p = po. Nous avons ainsi prouvé que
(a4 by/6,a% — aby/6 4 b*/36) = p,.

Etape 3 : Nous allons montrer que ps | a + b3/6 et (5) t a + by/6.

Comme a® + b3 = 10¢® = 0 (mod p5), nous avons a + b = 0 (mod p;),
donc a+bv/6 =a+b=0 (mod ps5) car p5 = (1—+/6). De plus, (5) { a+by/6
parce que 51 a.

Etape 4 : L’équation (2.2) implique que :

(a + bV/6)(a* — abV/6 + b*V/36) = papspasc’

donc en utilisant les étapes 2 et 3, on voit que (a + bv/6) = pops(a)® =
(2—v6)(1—V6)(a)? otacZ [\3/6}, on en déduit qu'il existe u € Z {\‘76]
tel que

a+bv6 = (2 —V6)(1— V6)au. (2.3)

Etape 5 : Pour K = Q [\3/6}, il y a un plongement réel et une paire de
plongements complexes. En appliquant le théoreme des unités de Dirichlet

(Théoreme 2.5), nous avons Z [\3/6}* = {£1} x Z, donc Z {%r /Z {\3/6} "

est un groupe cyclique d’ordre 3. On rappelle que (2) = (2 — v/6)°, et

donc que @ = 1 — 6v/6 + 3v/36 est une unité. De plus, nous avons

@-Vo)? = 3 (mod . Ce n’est pas un cube dans Z/7Z et donc @=V6)?* en-
2 p7 p 2
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* *3
gendre Z [\3’/6} /Z [\3/6} . Nous pouvons ainsi supposer que u = ((2_ %)3)’“,
avec k € {0,1,2}.
Etape 6 : On multiplie 'équation (2.3) par 2%, ce qui donne :

2% (a+bV/6) = (2 — V6)(1 — V/6)5°,

ot B = (2 — V6)ka. Ecrivons 8 sous la forme A + B+/6 + C/36, avec A, B,
C € Z. En comparant les coefficients devant /36, on obtient :

0= A*+6B°+36C°+36 ABC—9(A?B+6B*C+6C*A)+6( AB*+6BC*+C A?) .

Montrons que (A, B,C) = (0,0,0). Dans le cas contraire, on peut supposer

que pged(A, B,C') = 1. En reduisant successivement modulo 3,6,9, nous
obtenons 3 | A, 3| B et 3 | C, contradiction. Donc =0 et a =b =0, ce
qui est absurde. O
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Annexe A

Le théoreme de la progression
arithmétique de Dirichlet

Dans cette annexe, nous allons démontrer le théoreme suivant, utilisé
pour démontrer le théoreme 1.9, page 18.

Théoréme A.1. Soient A, B des polynomes unitaires non nuls de F[t];
supposons que A et B sont premiers entre eux.
Alors, pour n assez grand, il existe P irréductible unitaire et de degré n tel

que P=A (mod B).

Pour cela, nous allons suivre la méme démarche que pour la démonstration
sur Z, c’est-a-dire en utilisant les séries L.

Définition A.1. Soit G un groupe abélien fini. Un caractére de G est un

morphisme de G — C*. L’ensemble des caractere forme un groupe, appelé le
dual de G, et noté G.

En particulier : si B € F,[t]| — {0} et G = (F,[t]/B - F,[t])*, on parlera
de caractéres modulo B pour désigner les éléments de Gp. Ces caractéres
peuvent étre étendus a F,[t] tout entier de la maniere suivante : si x € G,
on pose, pour f € F [t] :

x(f) =

. )
0 sinon

{X(fmodB) siBAf=1
ou « f mod B » désigne bien siir la projection naturelle de f dans Gp.

Proposition A.1. Soit G un groupe abélien fini. Alors le groupe G est abélien
fini et est isomorphe a G. En particulier, ces deux groupes ont le méme
cardinal.
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Démonstration. Que G est un groupe abélien est évident. Quant a l'isomor-
phisme, on le construit en décomposant G' en produit de groupes cycliques :
il suffit alors de montrer le résultat pour ces derniers.

Soit H un groupe cyclique, de générateur hq et de cardinal n ; soit x € H.On
note zop = x(ho). Comme h{ = 1, on a nécessairement z{f = 1, donc zy est une
racine n-ieme de I'unité. Réciproquement, si on choisit zy parmi les racines
n-iemes de 1'unité, cela détermine de maniere unique un caractere de H. Il y
a donc un isomorphisme entre H et le groupe des racines n-iémes de 1'unité
U,,, lui-méme isomorphe & Z/nZ, donné par : H 3 x — x(ho) € U, . O

Remarque A.1. On remarque les choses suivantes :
1. L’isomorphisme exhibé dépend du choix du générateur hy .
2. Cela implique que G et G sont isomorphes: mais a la différence de G
et GG, il y a un isomorphisme canonique donné par : g — (X — X(g))

(en effet, on montre que ce morphisme est injectif et on conclut par
cardinalité).

On a les « relations d’orthogonalité » importantes suivantes :

Proposition A.2. Soit n = |G| = |G].
1. SigeG :

S x(g) = {" so=1 (A1)

o 0 sinon
2. Siyed :
S x(g) = {” sx=t (A2)

vl 0 sinon

Démonstration. Ces deux relations sont bien siir duales I'une de 'autre, a
travers I'isomorphisme mentionné dans la remarque précédente. Il suffit de
montrer par exemple la formule (A.2). C’est classique :
— si x = 1, la formule est évidente;
— sinon, soit gy € G tel que x(go) # 1. Alors, en réordonnant la somme
par la bijection sur G : g+ g5 ' - g, on a :

Y ox(g)= > x(9) = x(90-9) =x(9) - > x(9) -

geqG gglgeg geqG geG

D’ou le résultat. O
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Remarque A.2. Si on pose (x,x') = ﬁzgeg x(g) - X'(g), les formules ci-
haut expriment que I’ensemble des caracteres d’'un groupe forme une famille
orthonormée pour (-,-). En particulier, si G = Gg = (F[t]/B - F,[t])*, on
peut définir ainsi une sorte de « transformée de Fourier » sur les fonctions de
F,[t] — C*.

Dans la suite, on fixe B € F [t] — {0}. La remarque précédente conduit
alors aux définitions suivantes :

Définition A.2. On rappelle que | - | = ¢9°80),

1. On définit la fonction zéta par :

C(s) = — .
2 T

unitaire

! (A3)

2. Soit x € Gp. On définit la série L associée par :

L=y (A4)
FEF ] o0

unitaire
Remarque A.3. Ces fonctions s’expriment en fonction de s au travers de
Iexpression ¢~*; elles sont donc périodiques de période 2mi/logg. Dans la
suite, nous sous-entendons cette périodicité : lorsqu’on parlera « du » pdle
de ( en 1, il sera implicite que ce pole est en fait répété par périodicité. Plus
précisément, on fera comme si on travaille dans la bande {—mi/log(q) <
S(s) < miflog(q)}-

Théoréme A.2. Soit & = {P € F[t] irréductible unitaire}

1. La fonction ¢ est holomorphe sur le demi-plan {R(z) > 1}, a un péle
simple en s =1, et on a les formules :

)Y Y (A5)

= 1_
per =R 170

2. Six =1 : Ly est holomorphe sur le demi-plan {R(z) > 1}, a un pdle
simple en s =1, et on a les formules :

1 1
Li(s) = I ——=<(s)- Il (1— . ) : (A.6)
Pezr 1~ PR P P2
PiB PIB
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3. Six #1: Ly est un polynome en q=°, et on a de plus la formule, pour

R(s) >1:
1
By~ P
Démonstration. 1. Commencons par un peu de dénombrement : le nombre

de polyndmes unitaires de degré n vaut exactement ¢" (car il y a
n coefficients a choisir dans F,). Ainsi, en réordonnant les termes,
on voit ju’on a a considérer la convergence de séries de terme géné-

ral : q%: = (¢"RE)" qui est assurée dés que R(s) > 1. D’ailleurs, la
somme de la série 37 ,(¢'~*)" vaut précisément l_q%, ce qui donne
la formule (b) pour (.

Puis la formule du produit provient classiquement de la décomposition
en produit de facteurs premiers. Plus précisément, si &/ C &2 est un

sous-ensemble fini de polynomes irréductibles unitaires, on a :

I (Sr) -

Ped \k=0 feP() |f‘f>o ’

I 1

L=

Ped

ou P (o) est ’ensemble des polynémes unitaires qui se décomposent en
facteurs premiers tous dans /. En prenant une suite croissante (pour
I'inclusion) de o, C &2, € N finis tels que U;en % = &, on obtient
I'égalité (a) pour (.

2. La démonstration est tout a fait analogue au cas de (.

3. A nouveau, la formule du produit se démontre de facon analogue, et
repose sur la propriété de multiplicativité des caracteres. Il reste donc a
démontrer que la série (A.4) définissant L, est constituée d'un nombre
fini de termes non nuls. Ecrivons :

S| >y
Ly(s) = z:;qm f;[] x(f) -

unitaire
deg(f)=n

Nous allons montrer que : si n > deg(B), alors a,, = 0. Cela découle du
lemme suivant.

Lemme A.1. Soit, pour tout entier r, 2, = {f € F[t] unitaire, deg(f)
Soit n > deg(B). Il y a une bijection entre Dy _qeg(p) X Fy[t]aeg(m)-1 €t
Dy, donnée par : (h,g) — B-h+g.

Démonstration. L’injectivité de I'application est claire; et on conclut
par cardinalité. O
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Avec le lemme, on termine facilement 'argument : comme y(B-h+g) =
Xx(g), cela découle de la relation d’orthogonalité (A.2).
O

Corollaire A.2.1. La fonction  se prolonge en une fonction méromorphe
sur C, avec un pole simple en 1 ; il en est de méme de Ly. Pour tout caractére
X # 1, la série L, est holomorphe sur C.

Remarque A.4. On voit ici que le fait de travailler dans F,[¢] simplifie consi-
dérablement les séries ¢ et L, par rapport a dans Z, on obtient ainsi des
propriétés de prolongement analytique beaucoup plus facilement.

Corollaire A.2.2. On a : Ypey po = 00
En particulier, il y a une infinité de polynomes irréductibles.

Démonstration. Supposons par ’absurde que cette somme converge; alors
ceci impliquerait la convergence du produit infini [Jpe (1 — ﬁ)_l, ce qui
est absurde, car justement ¢ a un pole en s = 1.

L’idée de la démonstration est maintenant de répéter le méme argument
que dans le corollaire, mais avec les séries L. Plus précisément, si on par-
vient a montrer que les produits convergent (c’est-a-dire ne sont ni nuls ni
infinis) en s = 1 sauf pour le caractére trivial y = 1, on aura un contréle

précis de la divergence de la « transformée de Fourier » de la fonction #

o0

(a savoir que seule la composante y = 1 diverge en s = 1), et en exprimant

ST pew ﬁ en fonction de ces transformées, on pourra montrer que
P=A (mod B) >

cette série diverge en s = 1, ce qui conclura la démonstration.

En réalité, comme on a besoin d'un contrdle sur le degré des polynémes P

satisfaisant a la condition précédente, il nous faut étudier la convergence et

la non-annulation des séries L non pas en s = 1 seulement, mais sur toute la

droite R(s) = 1. Nous allons donc maintenant étudier les zéros des séries L.
Introduisons la fonction :

7(s)= TI Li(s). (A8)
X€Gp
C’est une fonction méromorphe sur C ; elle a éventuellement un pole simple
en s = 1.

Remarque A.5 (Rappel). Dans le passage qui va suivre, la remarque plus
haut sur la périodicité des fonctions considérées va jouer un role important.
Nous rappelons donc que toutes les fonctions introduites jusqu’a présent sont
périodiques en la variable s, de période 102;&). De plus, sauf mention explicite,
cette périodicité est sous-entendue : on fait comme si on travaillait seulement

sur la bande {—mi/log(q) < S(s) < 7i/log(q)}-
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Théoréme A.3. Pour tout s tel que R(s) = 1, sauf peut-étre pour s =
L+ o5t f(s) # 0.

Cela donne déja une bonne partie du travail :

Corollaire A.3.1. Pour tout s tel que R(s) =1 et s ¢ {1, 1+log(iq)}, Ly (s) #
0 pour tout caractere x.

Démonstration du corollaire. C’est clair : sauf en s = 1, toutes les séries L,
sont holomorphes sur la droite R(s) = 1, donc si 'une s’annule, elle annule
tout le produit, ce qui est absurde. O

Démonstration du théoreme. Considérons le logarithme de f :

‘ —ns
0

log f(s) = 3. log Ly(s) = >_ >3 e

— n
XEGB Péﬁzn 1 XEGB

Or, X & (P™) = 0 ou |Gp|, c’est en particulier réel et positif.

Astuce : on remarque que, pour tout x € R, 3 + 4cos(z) + cos(2x) = 3 +
4cos(z) +2cos?(z) — 1 = 2(1 + cos(x))* > 0.

Considérons donc, a t € R fixé la fonction g;(s) = f(s)3- f(s+it)*- f(s+2it),
ou s € R. Alors, on a :

log [g:(s)| = R(log g:(s))

\P|_”5 3 + 4 cos(ndeg(P)log(q)t)
=2 x < + cos(2n deg(P) log(q)t) )

pPeo n
nzl
X€Gp
>0, dout |g¢(s)| > 1.

Maintenant, on sait que f a éventuellement un pole d’ordre au plus 1 en
s=1.8Si f(1+1it) =0, alors a cause du jeu des puissances, g;(1) = 0, ce qui
est contradictoire. Mais attention : cet argument ne marche pas si t = @,
car alors f(s + 2it) = f(s) et donc le pdle éventuel en s = 1 est répété et
peut compenser 'annulation en 1+ it. La seule chose qu’on peut dire est que
f aun zéro d’ordre au plus 1 en s = :

Pour toutes les autres valeurs de t, l’argument fonctionne, et on en déduit

que f ne s’annule pas en 1+ it, pour t ¢ {0, = bg } ]

On voit qu’a cause de la singularité en s = 1, il nous faut un résultat
plus fin pour conclure dans les deux cas restants. On va d’avord traiter le cas
s=1,etlecas s =1+ en découlera simplement.

log(q)
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Lemme A.2. Soient, pour tout P € &2, fp et gp respectivement ’ordre de
P dans le groupe Gp et l'indice du sous-groupe qu’il engendre. Alors, pour
R(s) >1:

1

fs) =11 95 - (A.9)
Pep (1 —L 5)
PIB [Pl
Démonstration. Considérons 'application ¢ : G— Cx . Comme P est
X — x(P)

d’ordre fp, on a automatiquement que I'image de ¢ est exactement le groupe
des racines fp-iemes de I'unité; par conséquent son noyau a pour cardinal
gp. On en déduit que dans I'image de ¢, chaque racine fp-ieme de 'unité
apparait gp fois, donc :

[[ A=—x(P)T)= ] Q-wD)™ =1-T/r)r

xeGp welsp

Or, d’apres les formules (A.6) et (A.7) du théoreme A.2, pour R(s) > 1

HH -

1 — xP)

En intervertissant les produits, on voit que la formule annoncée découle du

calcul ci-dessus, ou T = ——.
Pl

]

Lemme A.3. Soit F(s) = Y02, a,q~ "™, ot tous les a,, sont réels et positifs.
Alors il existe p € RU{—o00, +00} tel que I'ensemble de convergence absolue
de la série F soit le demi-plan ouvert {R(s) > p}. De plus, F ne peut se
prolonger holomorphiquement au voisinage de s = p.

Démonstration. La transformation ¢ = ¢~° transforme la série F(s) en une
série entiere G(t) = Y0 a,t™. Il est connu qu’une telle série admet un disque
de convergence, disons de rayon R. L’image inverse de ce disque par l'inverse
de la fonction exponentielle donne alors bien un demi-plan ouvert {R(s) > p},
ou p = —log R/logq (avec des conventions évidentes si R = 0 ou 00).

Supposons que F' s’étende holomorphiquement au voisinage de p. Quitte
a se translater, on peut supposer que p = 0 et que F est holomorphe dans un
disque D(1,1 + ¢). Ecrivons alors sa série de Taylor en 1 :

i; (s —1)" Zk'Zanlog 11— s)~.

44



Notamment, si on évalue ceci en —e/2; on obtient une série double conver-
gente a termes positifs : on intervertit sans se poser de questions, et on obtient
que la série suivante converge :

(—e/2) = Zan Z 1+€/2 log Zann

Comme les coefficients sont positifs, cela prouve la convergence absolue de la
série F' pour s = —¢/2, ce qui contredit la valeur p = 0. O

Remarque A.6. La premiere partie du lemme est également valide méme si
les coefficients sont des complexes quelconques. Néanmoins, la positivité est
nécessaire dans la deuxiéme partie : les séries L en sont un bon exemple!

Avec ces deux lemmes en poche, on peut énoncer le résultat tant attendu :
Théoréme A.4. Pour tout caractére x # 1, L, (1) # 0.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’un des L, s’annule en s = 1.
Alors cette annulation compense le pole simple de Ly, donc f est holomorphe
en s = 1, puis sur C tout entier. Par le Lemme A.2, on sait que f est une
série satisfaisant aux hypotheses du Lemme A.3. Par conséquent, on a que
la série définissant f converge sur ce méme domaine.

Or, en examinant la formule du Lemme A.2; on voit bien que cgeci est impos-
sible : en notant n = |Gp|, on a que 1 — @ > (1 — P%CPS) ) pour s réel

oo

positif, donc le produit définissant f a ses coefficients supérieurs a ceux de
Li(ns), qui diverge en s = 1/n. D’ou la contradiction. O

Remarque A.7. On aurait pu se passer de ceci si on voulait simplement traiter
le cas des caracteres non réels; en effet ceux-ci apparaissent toujours par
paires, avec leur conjugué. Comme Ly (1) = L, (1), les annulations vont par
paires également, ce qui annule la fonction f en s = 1, d’ott une contradiction.

e cas des caracteres réels ne peut néanmoins étre évité, mais il est plus simple
L d t 1 t néa t té, mais il est pl 1
que le cas général, vu qu’ils ne prennent comme valeur que 1 ou -1. ..

On en déduit, comme annoncé plus haut :

Corollaire A.4.1. Pour tout caractére x # 1, L, (1 + log(iq)) # 0.
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Démonstration. Cela résulte du calcul suivant.

i 1 1
L (s)Ly(s+ ) =
T log(g) Ple—[fﬂ 1 — M 1 — =0

1 (Cq®)3ee(®
1 ’ 1
0 ) Lo
PJ(B (qs) eg(P) PGJ[B (q2s)deg(P)
deg(P) pair deg(P) impair
(A.10)

_ Lg(pair) (5)2 . Liiglpair) (28) :
avec des notations aisément compréhensibles. Supposons que le membre de
gauche de cette égalité s’annule en s = 1. D’une part, par le théoreme A .4,
L, (1) # 0, et d’autre part, on a vu que L, a un zéro d’ordre au plus 1 en
1+ 1o§fq)- On en déduit donc que 'annulation du terme de gauche est d’ordre
au plus 1 en s = 1.

Alors il en est de méme du membre de droite; donc un des deux fac-
teurs du produit a un zéro simple en s = 1. Mais il est clair (d’apres la
formule (A.10) ci-dessus) que L{™P*7)(2) # 0, quel que soit x. D’ott la contra-

diction, et L, (1 + log(iq)) # 0. O

On a donc montré que pour tout caractere x # 1, L, ne s’annule pas
sur la droite R(s) = 1. En particulier, par continuité / compacité, il existe
0 < a, <1 tel que pour tout s dans le domaine {Re(s) > ay, —mi/log(q) <
S(s) < miflog(q)}, Ly(s) # 0. Mais par périodicité, cela implique que L, ne
s’annule pas sur tout le demi-plan {R(s) > a, }. En posant oo = max, 41 a,,
on obtient donc le résultat suivant.

Théoreme A.5. [l existe une constante 0 < « < 1 telle que pour tout
caractére x # 1, pour tout s tel que R(s) > o, Ly (s) # 0.

Remarque A.8. Autant la périodicité en s s’est montrée « embétante » pour
étudier les zéros sur la droite R(s) = 1, autant celle-ci joue maintenant en
notre faveur, car on peut établir un résultat de localisation des zéros des séries
L tres fort. Il faut en particulier comparer ceci avec le cas de Z, ot on est loin
d’avoir un tel résultat. En fait, dans F[¢], il y a un résultat encore plus fort,
puisque [’Hypothése de Riemann généralisée est démontrée; cela implique
notamment qu’on peut prendre o = 1/2 dans le théoréme précédent (voir
par exemple [5], page 169).

Dans la suite, on va exploiter la structure polynomiale des L, en la
variable z = ¢7® : on va donc noter L,(s) = P(q~°), ou les P, sont
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des polynémes (bien stir, x # 1). On notera également n, = deg(P,), et
wl, .. wl™) ses racines.
On a alors 1’égalité simple :

Ny 00
[I( =) =11 (1=x(P)z")",
=1 n=1 PeP
PtB
deg(P)=n

pour tout z tel que R(z) > 1. Passant a la dérivée logarithmique pour trans-
former le produit en somme, on est ramené a :

Ny oo 1 Py n 00 o)
X0 @ <@)> => > domx(P)t.
i=1n=0 Wx Wy n=1 PeZ k=1
PiB
deg(P)=n

Réordonnons la somme de droite : on obtient une identité entre deux
séries. En identifiant les coefficients, on déduit :

—2)5(%) = > deg(P)-x(P). (A11)

i=1 \Wx PeP k>1
kdeg(P)—1=n
PiB

Notons a,(n + 1) ce coefficient. Posons de plus :

am)= Y deg(P). (A.12)

PEP k>1
kdeg(P)=n
PIB

de sorte que pour tout caractere x, a,(n) soit le coefficient d’ordre n dans la
dérivée logarithmique de L, .

Lemme A.4. Six # 1, alors a,(n) = O(¢™). De plus, a;(n) = ¢" + O(1)

Démonstration. D’une part, nous savons par le théoreme A.5 que les racines
de P, (pour x # 1) sont toutes de module supérieur & q%. Il en résulte que

ay(n) = O(¢°") pour x # 1.
D’autre part, si nous revenons a la formule (A.6), on voit que :

1
Li(s)= [ @ —g ). ————.
PP l=q-q
P|B
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En prenant la dérivée logarithmique par rapport a la variable z = ¢~ on
obtient, par identification, que :

a(n)=¢"— >  deg(P)=q¢"+0(1),
Pe
P|B
deg(P)|n

comme annonceé. O

Lemme A.5. Pour tout caractere x, on a :

ax(n)=n Y x(P)+O0(ng"?.
Pcy
deg(P)=n
PIB

Démonstration. Séparons le cas k = 1 du reste dans la somme de la for-
mule (A.11).
On obtient :

Y deg(P)-x(P)*| < 3 deg(P) = O(ng""?),

PeP k>2 PeZ deg(P)<n/2
kdeg(P)=n PtB
PiB
et :
Y. deg(P)-x(P)=n > x(P).
PeP k=1 Pep
kdeg(P)=n deg(P)=n
PIB PiB
D’ou le résultat. O

Appliquons finalement la technique mentionnée dans une remarque pré-
cédente : on va isoler la congruence a A modulo B grace a une sorte de
« transformée de Fourier » ; plus précisément, on calcule, grace au lemme
précédent :

> XA a(n) = > Z@ nx(A™'P) + O(ng"?) .

X€Gp X€Gnp deg(%):n

PiB
Par les relations d’orthogonalité, on obtient simplement :
> X(A™Y) -ay(n) =n|Gp| - #{P € &P |deg(P)=n,P=A (mod B)} .
x€Gp
En appliquant le lemme A.4, on obtient le théoréme suivant, qui implique

a son tour le théoreme A.1.
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Théoreme A.6. On a ’équivalent suivant, pour n — oo :
1 q"

#{P € Z|deg(P)=n,P=A (mod B)} ~ ’GB|;.

(A.13)

Remarque A.9. Pour conclure, on peut remarquer que le théoreme A.6 admet
les interprétations suivantes :

1. L’équivalent obtenu ne dépend pas de A : les polynomes premiers se ré-
partissent donc « uniformément » parmi les progressions arithmétiques
admissibles de pas B.

2. En sommant sur les progressions arithmétiques admissibles, on obtient
que le nombre de polyndémes premiers de degré n est équivalent & ¢" /n :
cela constitue une sorte de « théoréme des nombres premiers », mais
pour les polynomes.
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