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1 Introduction

On étudie un systéme & paramétres évoluant au cours du temps. L’objectif du controle
est de choisir ces paramétres pendant 1’évolution de ce systéme de maniére & le conduire
d’un état donné & un état final déterminé. Par exemple, on modifie 'orientation et la vitesse
d’une voiture afin de I’amener d’un endroit & un autre. On traitera dans cette étude les cas
particuliers de systémes régis par des équations différentielles (& paramétres).

Dans un premier temps, on va se familiariser avec le controle en présentant des notions
de base. Puis, on développera des outils de géométrie différentielle qui nous permettrons
d’étudier la controlabilité d’un point de vue géométrique. Ensuite, on s’intéressera a la ro-
bustesse du controle a travers la notion de stabilité : si un systéme & I’équilibre est légérement
perturbé, peut-on le ramener vers I’équilibre en contrélant les paramétres 7 Enfin, on déve-
loppera un exemple de controle en dimension infinie, ¢’est-a-dire de controle d’équations aux
dérivées partielles.

2 Un premier pas vers la théorie du controle

2.1 Présentation du systéme

Soit Z un intervalle de R (le temps). Soient X' un ouvert de R" (états du systéme) et
U C R™ (controles du systéme).
Soit f:Z x X x U — X de classe C! la fonction d’évolution du systéme.
Etant donnés une certaine fonction de controle v : Z — U bornée, a € X et o € I, le
probléme
z=f(t,z,u
{ f(t,z,u) Q)

z(o) =a

donne éventuellement lieu & une trajectoire x : 7 — X.

Définition 1. Le contréle u est dit admissible si le probleme admet effectivement une solu-
tion sur l'intervalle T.

Exemples :
— Un systéme linéaire est de la forme & = A(t)x + B(t)u avec A : T — M(n,n) et
B:7 — M(n,m).

~ Un systéme affine (en controle) est de la forme & = fo(z) + Y1 fi(@)u;.  fo est la
dérive du systéme.

2.2 Définition de la controlabilité

Définition 2. Soient a,b € X. b peut-étre atteint a partir de a si

do,7€Z Fw € L>®([o,7],U) tels que la solution de { i(j)f_(t;lm’w(t)) vérifie (1) = b.

On dit aussi que a peut-étre controlé jusqu’a b.
Le systéme est dit controlable si pour tout (a,b) € X2, a peut étre controlé jusqu’a b.

Systémes autonomes : si la fonction f est indépendante du temps, on parle de systéme
autonome. Si w est un controle défini sur [0,0] qui relie @ & b , et @ un controle défini sur
[0, 7] qui relie b & ¢, on peut "concaténer" w et w(. — o) pour obtenir un controle qui relie
a a cen temps o + 7.



2.3 Systémes linéaires autonomes

Dans le cas des systémes linéaires autonomes, un critére trés simple permet de reconnaitre
les systémes controlables.
Pour deux matrices A etB respectivement dans M(n,n) et M(n,m), on note R(A4, B) la
matrice obtenue en concaténant les matrices A’B pour i =0...n — 1.

Proposition 1 (critére de contrdlabilité de Kalman). Soit T > 0. Le systéme ©(t) =
Az(t) + Bw(t) est controlable en temps T si et seulement si rang R(A,B) =n

Démonstration.

La solution de
{ #(t) = Az(t) + Bw(t)
z(0) =a

est donnée par :

t
z(t) = et?a +/ e" 4 Buw(s)ds
0

A partir de a, on veut atteindre tous les points de I’espace a ’aide des controles w, c’est-a-
dire w — z(T') surjective.

L’image de cette application est & ’évidence un espace affine. Donc I’application n’est pas sur-
jective si et seulement si il existe p vecteur ligne non nul tel que Vw p fOT eT=9)ABu(s)ds = 0
ou encore

T
Yw / pe *ABw(s)ds = 0
0
En particulier, pour le controle w(t) := B*e *4"p*, on a
T *
| iBre o4y Pds =0
0

Donc pe~*AB = 0. En dérivant successivement, on obtient que pA*B = 0 pour i =1...n.

Réciproquement, si rang R(A, B) < n, on peut trouver un vecteur ligne non nul p tel que
pA‘B = 0 pour 0 <i < n — 1. La relation de dépendance des A’ (Cayley-Hamilton) montre
que pA’B =0 Vi € N. Puisque

—sA = i (_S)z
e B=Y A'B-—~
P i!
on a pe *AB = 0. Ainsi
T
p/ e *ABw(s)ds =0
0

et lapplication w — z(T") n’est pas surjective. O

Décomposition de Kalman. Notons b; le j¢™¢ vecteur colonne de B et
R(A, B) := Vect(A'b;) = ImR(A, B)

R est le plus petit sous-espace contenant les colonnes de B et invariant par A.
On note r = dim R(A, B). Choisissons un supplémentaire S de R dans R", et notons
{v1, .., vp} et {wpq1,...,w,} des bases de R et S. Si T est la matrice (v, ..., Vp, Wpi1, ..., Wy),

oma A A
-1 _ 1 2 “ip_ (B1
T AT_<0 A3> et T B_<0

ot A; est une matrice r x 7. On note alors x; := x4, la partie incontrolable de x 4.
Dans cette décomposition, le systéme (A;, By) est controlable.



2.4 Systémes affines : premiére approche

Tout ce que l'on verra dans cette section sera formalisé et généralisé plus tard.

On considére des systémes affines avec deux paramétres de controle, et sans dérive :
T = f1 (x)ul + f2 (l’)’UQ

A partir de a € X on peut se déplacer (infinitésimalement) dans les deux directions fi(a) et
f2(a) aaide de controles constants. Dans certains cas, il est possible d’obtenir une direction
supplémentaire :

Définition 3. Siu € U, on note P! le flot de f(.,u)

Notons P} le flot correspondant a u; = 1 et us = 0, c’est
& = fi(z), et P} celui correspondant & u; = 0 et uz = 1 cest
Définition 4. Soient fi et fo des fonctions C' de R® dans R3. Le crochet de Lie de f, et
f2, noté [f1, f2], est défini par :

[f1, ol (@) = f(2).f1(z) = fi(2).fa(x)

intégration de

a dire & I’
& dire & l'intégration de

Proposition 2. Soit a € X. Siy(t) = Py ' o P; ' o Pt o P}(a), alors

1(e) =z + [f1, fol(2)e” + o(e?)

Démonstration.
Le calcul, assez fastidieux, correspond & un simple développement limité.

On peut partir de
2

€
Pi(z) =z + fi(w)e + fi(z)-fi(w) 5 + ol”)
On reviendra plus tard sur cette démonstration. O

Dans le cas ou [fi, f2] ¢ Vect(f1, f2), on gagne ainsi une direction (infinitésalement).

=2
&

Exemple :

On étudie le mouvement simplifié d’une
voiture : on modélise ’engin par son centre
de masse (z1,72) € R?, et son orientation
6 € R? par rapport a l'axe z;.

Les mouvements autorisés sont :
1 on avance ou on recule avec une vitesse u; € R. Cela est régit par :

1 = uq cos(6)
J','Q = U1 sin(9)

=0

2 on pivote autour du centre de masse avec une vitesse angulaire us :

a'31:0
8 =0
0:11,2



T cos(0) 0
Au bilan, si 'on note ¢ = | z2 |, f1(q) = | sin(f) | et fo(q) = | 0} , alors le mouvement
0 0 1

est régit par
¢ = u1f1(q) + u2/f2(q)
Appliquons le résultat précédent. Un calcul simple donne
sin(#)

[f1, f2(q) = | —cos(8)
0

Ceci donne la direction perpendiculaire & 'axe de la voiture. C’est ce que ’on cherche a faire
lors d’un créneau. On le retrouve d’ailleurs dans ’expression

P2_t°P1_t°P2t°P1t(Q)

+— on avance, on tourne, on recule, et on tourne dans le sens inverse : c’est la manoceuvre
du créneau.

3 Eléments de calcul chronologique

L’objectif de cette section est d’introduire le calcul chronologique, qui permet de travailler
non plus sur une variété lisse M mais sur ’algébre commutative des fonctions lisses sur M.

3.1 Points, difféomorphismes et champs de vecteurs

Chaque point ¢ € M définit un morphisme de l’algébre C*° (M) dans R :

§:C°(M) =R, da=alq),aecC®M).

qui vérifie :

Gla+b)=qga+qdh, a,beC®(M),
da-b) = (da) - (@), a,be C=(M),
jla-a)=a-da, a€RaecC®M).
Il y a en outre une correspondance inverse :
Proposition 3. Soit ¢ : C°(M) — R un morphisme d’algébre non trivial. Alors il existe
un point ¢ € M tel que ¢ = ¢ .

Démonstration. Soit ¢ un tel morphisme. Ker¢ est un idéal maximal. Il suffit donc de
montrer qu’il exite un point ¢ € M tel que Ker¢ C I, I'idéal des fonctions nulles en gq.
Supposons par ’absurde que

Vge M , 3b, € Kerg, O, C M tel que bglo, > 0.

Soit eg, k € N une partition de 1'unité avec des supports compacts. Posons alors a =
Sre ke, € C®°(M). Si ¢(a) = « alors a — a € Kerg. Par ailleurs, la fonction a est
construite de facon qu’elle diverge vers +o0o en 'co. Donc : 3K compact de M tel que
a(q) >a, Vge M\ K.

Soit une suite finie ¢; € M tel que K soit recouvert par les Oy, .Prenons alors fi,--- f,
une partition de l'unité de M subordonnée aux O, et & M \ K. Nous avons alors une fonction
de Ker¢ :

c=fola—a)+ Y fiby,
i=1



qui est strictement positive sur M. Or :

Donc ¢(c¢) # 0.Absurde.
O

Remarque : La topologie de M peut étre reconstituée & partir de la topologie faible sur

Pespace de ces fonctionnelles sur C*° (M) :

lim ¢, =¢q ssi lim §,a=da Yae C®(M)
n— 00

n—oo

Chaque difféomorphisme P : M — M définit un automorphisme de ’algébre C°(M) :
P:C®(M) — C®(M), P e Aut(C®(M)),
(Pa)(q) = a(P(g)), g€ M, acC®(M),

i.e., P agit comme un changement de variable de la fonction a. Symétriquement, tout auto-
morphisme de C* (M) a cette forme :

Proposition 4. Tout automorphisme A : C(M) — C°°(M) est de la forme P pour un
certain P € Dif fM.

Démonstration. (abrégée) Soit A € Aut(C°°(M). Soit un point g € M. Alors la composée :

GoA:C™®(M)—>R

est un morphisme d’algébre ; il est donc de la forme P(q) ou P(p) € M et on obtient :

joA=P(q)=GoP Vg€ M,

ie.,

et P est le difféomorphisme requis. O

Rappelons que 'on peut également caratériser les vecteurs tangents et les champs de
vecteurs par leur action sur l’algebre C*°(M) (dérivée de Lie).
A chaque vecteur tangent v € T, M, on associe une forme linéaire :

b:C®(M) >R

0(a) = Dya(v)
qui satisfait la régle de Leibniz :

0(ab) = (0a)b(q) + a(q)(0b), a, be C*®(M).

A chaque champ de vecteur V € VecM, on associe une dérivation :

V:C®(M) = C>®(M)

(GoV)(a) = Dya(V(g), Vg€ C®(M)
tel que :
V(ab) = (Va)b+ a(VD), a, be C®(M),

Dans la suite de cette section, nous ne travaillerons plus qu’avec ces objets linéaires.
Nous n’écrirons plus que g o P au lieu de ¢ o P, ’ambiguité étant levée.



Remarque : Ces opérateurs sont munis des semies-normes usuelles construites & partir
des semies-normes sur C*> (M) :

lalls,x = sup{|0“a(q)| | ¢ € K, € NV, |a| < s}

olt M est plongée dans RY et K est un compact de M.

3.2 Exponentielle chronologique

Considérons I’équation différentielle :

ou V € VecM. On étudie le flot généré par ce champ. Cette équation se réécrit sous forme
linéaire :

q:q(t) oV ) q(O) = qo,

Le flot défini par

P g = q(t, q0)

est I'unique solution de I’équation :
P'=P'oV, P’=1Id,
Le flot P! est appelé ’exponentielle chronologique du champ V et est noté :
Pt — etV

Développons maintenant 1’exponentielle chronologique en une série asymptotique qui
justifira nos notations :
on réécrit ’équation différentielle sous forme intégrale :

a(t) ZQO+/0 g(t) o V dt

puis on substitue plusieurs fois ¢(t) par cette expression dans le membre de droite :

t T1
qo+/ <qo+/ q(TQ)OVdT2> dn
0 0

qoo(Id+tV)+/0 (t—71)q(r) o V2dr

q(t)

tn Lit—r)n
= ettt s D [
n! 0 n

' q(t) o vrtldr

0o () V")
n=0

Cette derniére égalité est juste formelle. La fonction ¢ — ¢(t) o a (ot a € C*°(M)) n’est
pas nécessairement égale & sa série de Taylor. Pour tout champ V' € VecM non nul, on peut
toujours trouver une fonction a € C°°(M) sur laquelle le membre de droite ne converge pas
vers le membre de gauche. Cependant, cette série vérifie des propriétés asymptotiques :

% tn n m
e =3 —V™alls.x = O@™)

n=0



3.3 Action d’un difféomorphisme sur un champ de vecteurs

Calculons le premier terme non nul dans le développement asymptotique de la courbe
suivante, ou V, W € VecM :

q(t) = go etV ° etW o eftV o eftW

t2 t2
= qo(Id+tV + 5V2 + .o (Id+tW + 5W2+...)
t2 t2
o(Id —tV + 5V2 +..)o(Id—tW + 5W2 +..)

t2
2

qo(Id+t(V+W)+ =(VZ+2Vo W + W?) +...)

t2
o(Id —t(V + W) + 5(V2 +2Vo W +W?) + ...)
= qo(Id+t* (VoW —WoV)+..).
Il s’en suit que le crochet de Lie, considéré comme un opérateur sur C°° (M), est :

V,W]=VoW—-WoV.

Soit un vecteur tangent v € T, M et un difféomorphisme P € DiffM . On note P xv €
T'p(q) le vecteur vitesse en 0 de I'image d'une courbe ¢ — ¢(t) ayant un vecteur vitesse v en
0. Nous affirmons que :

Pxv=voP.
pris comme fonctionnelle. En effet :
d
(Prvja = —| a(P(e(t)
t=0
d

= — t P

<dt tzoq( )) oPa

= woPa, a€C*(M)

Soit V € VecM. Trouvons P x V.

qgoPo(P+V) = Plg)o(PxV)=Px(V(g)=V(g)oP
= gqoV oP pourtoutqe M

Ainsi :
Po(PxV)=VoP

d’ou :
PxV=PloVoP

L’action de P conserve la composition et le crochet de Lie :
Px(VoW)=(PxV)o(PxW),

Px[V,W]=[P«V,PxW].

Soit P* une famille de difféomorphismes tel que V = % | —o Pt. Introduisons les nota-
tions : J
AdP =P '« et adV = T AdP?

t=0



On a:

d
(adV YW = 7 (PloWo(PYH=VoW -WoV
=0

= [V7 W]

En dérivant
Adpt [X,Y] = [AdPtX , AdPtY]

on retrouve l’identité de Jacobi :
[Vv [X7 Y]] = [[Vv X]v Y] + [X7 [Vv Y]]
Z,[ X, Y|+ [V, [Z2, Y]]+ [X,[Y,Z]] =0

Considérons Pt = etV. AdP? vérifie :

d t _ i t ty—1

dt(AdP)X = dt(P oX o (P)™)
= PloXoVo(P)!'—PoXoVo(P)!
= (AdPY[V,X]
= (AdP")(adV)X

AdP? peut étre considéré comme la solution de
d
E(AdPt) = (AdP") o adV

AdP° = Id

On a donc
AdPt — etadV

On peut également vérifier que
(AdP)(aX) = (Pa)(AdP)X.

(adX)(aY) = (Xa)Y + a(adX)Y,
(Adp)etv — et(AdP)V}

4 Le Théoréme de I’Orbite

4.1 Formulation du Théoréme de 1I’Orbite

Soit F C VecM un ensemble de champs de vecteurs lisses. Nous supposerons que les flots
associés sont définis sur R tout entier. Considérons l’ensemble des points de M atteignables
a partir d’un point gy € M a ’aide d’actions successives d’une suite finie de champs de F,
appelée 'orbite de qp :

O ={qooe 1 o---oe™ | t; e R, f; € F,k €N},

Le Théoréme de I’Orbite (Nagano - Sussmann) décrit la structure d’un tel ensemble. Nous
avons besoin d’introduire le groupe de difféomorphismes de M engendré par les flots des
champs de F :

P={ef1o...0e* |t;cR fi € F,ke N} C DiffM
Le Théoréme de I’Orbite s’énonce ainsi :
Théoréme 5. Soit F C VecM et gy € M. Alors :

10



(1) Oy, est une sous-variété immergée de M.
(2) T,04, = vect{go (AdP)f | P € P,f € F}, g€ Oy .

Rappel : un sous-ensemble W de M est une sous-variété immergée s’il existe une variété
lisse N et une immersion injective ® telle que W = ®(N). Un voisinage O, d’un point
x € W suffisament petit est une sous-variété de M, mais W tout entier peut ne pas étre une
sous-variété de M. La topologie de W peut étre plus forte que celle induite par la topologie
de M.

Citons un exemple classique. Considérons ’équation réduite associée & un oscillateur a
deux degrés de liberté :

z=1az, a€R
w=ifw, BER

Cette équation a pour solution

2(t) = e2(0),
w(t) = e®tw(0).

Les solutions sont définies sur le tore T? :

T? = {(z,w) € C? | |2| = const, |w| = const}.

Si le quotient g est irrationnel, alors la trajectoire (i.e. 'orbite associée & un seul champ
de vecteurs) est dense dans le tore et ne constitue pas une sous-variété mais seulement une
sous-variété immergée.

4.2 Théoréme de Chow et Rashevsky

Avant de démontrer le Théoréme de I’Orbite, nous énoncerons un corollaire classique.
Soit Oy, l'orbite de gy associée & une famille 7 C VecM . Etant donné que la courbe
suivante est dans O, :

s qoetfl oetf2oe th o e tf2 ¢ Ouos

le vecteur tangent [f1, f2](¢) est dans T;O,4,. Soit LieF lalgébre de Lie engendrée par F.
Nous obtenons alors la proposition suivante :
Proposition 6.
Lie,F CT,Oy,
Vg € Oy, ot Lie,F ={qoV |V € LieF}.
Le Théoréme de Chow et Rashevsky qui s’en suit est trés utilisé en théorie du controle
(voir ’exemple du stationnement en créneau) :

Théoréme 7. Soit M une variété connexe et F C VecM tel que :
Lie,F =TyM Nqé€e M,

alors :
Oqo =M Vqye€ M.

Nous renvoyons au paragraphe sur le Théoréme de Frobénius pour I’étude du cas opposé,
ou LieF C F, avec F sous-module de VecM. On a alors : T,0,, = Lie,F =qo F.

11



4.3 Preuve du Théoréme de I’Orbite

Introduisons quelques notations :

(AdP)F = {(AdP)f | P € P,f € F} C VecM,

II, = vect{q o (AdP)F} C T, M.
Ce dernier espace sera l'espace tangent de T;0,.
Lemme 8. dimlIl, = dimll,, pour tout g € Oy, qo € M.

Démonstration. Si g € Oy, alors ¢ = gp o ¢) pour un certain ) € P. Prenons un élément
quelconque go o (AdP)f de Il,,, P € P, f € F. On a alors :

Q= (qo (AdP)f) = qoo(AdP)foQ
qooPofoP_loQ
(00Q)° Q™ oPofoP™0Q)
go Ad(Q o P)f €T,

puisque Q! o P est dans P.
Nous avons @ 11, C II,, et donc : dimll,, < dimll,. Comme ¢ et gy sont interchangeables,
on a l’égalité. O

Prouvons maintenant le Théoréme de 1’Orbite.

La variété M est partitionnée en orbites disjointes. Nous devons introduire un topologie
plus forte pour laquelle ces orbites sont les composantes connexes.

Pour tout point ¢ € M, notons m = dimll, et prenons des éléments Vi, ---,V;, €
(AdP)F qui forment une base de II,. Introduisons l'application :

Gy:(ty, - tm) = qoeVro...oemVm 1, cR
Ona:
0G,
- = Vi(g).
atz - l(q)
Dans un voisinage Oy suffisament petit de 'origine 0 € R™ :
0G, 0G,
' BN il B 7
otq Otm 7

dans Oy, i.e., G4lo, est une immersion.
Les ensembles de la forme G4(Op) sont les candidats naturels pour la base de topologie
sur M. Nous allons vérifier certaines propriétés de ces ensembles.

(1) Puisque les applications G, sont suffisament réguliéres, les ensembles G4(0Op) sont des
sous-variétés de dimension m de M, pour des voisinages Op assez petits.

(2) Montrons que G4(0p) C O,. Chaque élément V; de la base de II, est de la forme :
Vi = (AdP,) f;, P, € P, f; € F. Ainsi :

olVi  —  tAdP)/;

etPi ofi OPi_ !

= Pioetfiopi_1 ePpP
et

Gy(t) =qoeVi € 0,, te€Oy.

12



(3) Montrons que D;G(T;R™) = I, t € Op. Puisque rg D;G = m sur Oy, il suffit de

montrer que 8;;_“ € Hg(t) pour t € Og.
il
an — iqoetlvl O'_'oetmvm
ot |, ot;

— qoetlvlo,,,oetiviO‘/ioetiJeriJrlo,,,oethm

= goeltVio...0etmVm o Q loV;0Q

ou Q = eli+1Vit1 o ... g etmVm ¢ P,

=Gy(t) 0 Q7" 0 VioQ = Gy(t) o (AdQ™")V; € Tl

(4) Prouvons maintenant que les G;(Op) forment une base de topologie de M.
Soit ¢, ¢ € M, et G4(0p), Gd(éo), Vi, Vi les ouverts et les champs de vecteurs associés.
Soit G € G4(Op) NG4(0y), il faut trouver Oy tel que

G3(00) C G4(00) NG(Oo).

Considérons 'application

Giilti,  tm) > GoeVio...oelmVm

Il faut montrer que pour (¢1,--- ,t,) suffisamment petit,
Gq(tl, s ,tm) € Gq(Oo)

On procéde successivement sur chacun des tildeV;. D’aprés la propriété (3), Vi (q) € 11,
pour ¢ € G4(Op) suffisamment proche de §. Puisque G4(0Op) est une sous-variété et
que IT, = T,G4(Oy), Go ehV1 ¢ G4(0op). On répéte l'opération m fois pour obtenir le
résultat voulu.
On note désormais M7 la variété M munie de la nouvelle topologie forte.
(5) Pour chaque go € M, lorbite O,, est une composante connexe de M7 . En effet, elle
est...
...connexe : chaque application t — g o e'/ f € F est continue. l'orbite O,, est donc
connexe par arcs.
..ouverte : G4(Oq) C Oy, pour tout g € Oy,
...et fermée : Si g, est une suite de Oy, qui tend vers ¢ dans M 7 alors, pour n assez
grand, ¢, est aussi dans O,. Oy N O, # 0, ce qui implique Oy, = O,.
(6) La structure lisse des Oy, est donnée par les G, o ¢ € O, . Notons que la dimension
de ces orbites peut changer avec gp.
(7) Gréace a la propriété (3), T,0,, = I, g € Oy .
La preuve du Théorme de I’Orbite est terminée.
Remarque : La description de I'espace tangent de O, n’est pas trés explicite : la structure
du groupe P est en général assez complexe. Nous avons cependant :

LiegF CT4Oy,.
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4.4 Le cas analytique

En général, l'inclusion Lie,J C 1,0y, est stricte.
Prenons par explemple M = R? et F = {3%1 , a(ml)a%l}, ol a est lisse & support compact.
Alors M n’a qu’une seule orbite mais Lie,J # T,M = R*.
En effet, lorsque =1 ¢ Suppa, Lie,F = vect{a%l} £ R2.

Cette partie étudie le cas analytique ou I’égalité a lieu.

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 9. Soit V C VecM un module de type fini sur C°°(M). Soit X € VecM . Supposons
que :
(adX)V = {(adX)V |V €V} C V.

Alors
AdeXy = V.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 10. Soit F C VecM. Supposons que le module LieF est localement de type fini
sur C°(M). Alors
T,04, = Liey,F,

pour chaque orbite Oy et tout ¢ € Oy, .

Un sous-module V C VecM est dit localement de type fini , si la restriction de V au
voisinage de tout point de M.

Dans le cas analytique (ou M et F sont analytiques), LieF est localement de type
fini sur C°°(M). Cela découle du caractére noethérien de 'anneau des germes de fonctions
analytique.

Démontrons d’abord le théoréme.

Démonstration. D’aprés le Théoréme de 1’Orbite,
T,0,, = vect{go Ad(e"/1 o---o0e!fe)f | f;, f € F.tr, € Rk € N}

Par définition,
(adf)LieF C LieF YfeF.

On applique le lemme :
(Ade'/)LieF C LieF

C’est pourquoi
Ad(e'*Mr o .- o fi)f = Ade' Tt o ... 0 Ade!™/* f € LieF

Et donc
TyO4, C Lie,F,

T,0,, = Lie,F.

Démontrons maintenant le lemme.

Démonstration. Soient Vi, --- | Vi des champs de vecteurs qui engendrent V. Par hypothése,
k
(X, Vil =) aiV;
j=1

ol a;; € C*°(M). Nous devons prouver que le champ de vecteur suivant est dans V :

Vi(t) = (Ade™)V; = e'* ™V,
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Or :

k
‘/z(t) — etadX [)(7 V;] — etadX Z a'ij‘/j
j=1
k
= ) (eay)V;(t).
j=1
La solution (Vi (t),---,Vi(t)) de cette équation différentielle s’exprime linéairement en fonc-

tion des conditions initiales :

k

Vi(t) = 3 7 (0)Vi(0) € V

=1
O

Remarque : Dans le cas analytique, on peut aussi démontrer le théoréme en partant de
la convergence de la série exponentielle.

4.5 Le théoréme de Frobénius

Ce paragraphe décrit le cas opposé du théoréme de Chow et Rashevsky, c’est-a-dire le
cas ou LieF C F, avec F sous-module de VecM. On a alors : 7,0y, = Lie,F =qo F.

Plus généralement, considérons une distribution A C T' M, i.e. une application lisse qui,
a4 ¢ € M, associe un sous-espace A, de T, M. Une telle distribution est dite intégrable s’il
existe, pour chaque ¢ € M, une sous-variété immergée N, telle que T3V, = Aj, V§ € N,.

Une distribution de dimension un partout est intégrable. Une distribution quelconque
n’est pas intégrable en général. Cherchons des conditions nécessaires. Introduisons

A={VeVecM|V(q) € A;,¥g€ M}

et supposons A intégrable. Soit ¢ € M et Oy, l'orbite de g associée a A. Chaque champ
de vecteur de A est tangent & IN,. Ainsi, 'orbite O, est localement incluse dans IN,. Or
dimQ, > dimA, = dimN,. Localement on a donc O, = N,. D’aprés le théoréme de 'orbite,

Lie,A C T,0, = A,

c’est pourquoi

Lie,A = A,

Cela implique que B B
VV1,‘/2 € A) [‘/17‘/2] € A

Réciproquement, considérons une distribution A qui vérifie cette condition. Dans un voisi-
nage O,, de qo, on peut supposer que A est engendré par fi,---, fr. LieA est localement
un module de type fini sur C*°(M). Grace au théoréme précédent,

T,04, = Liqu =4,

A est bien intégrable avec N, = O,.
On a prouvé le théoréme de Frobénius :

Théoréme 11. Une distribution A est intégrable ssi localement LieA C A.

15



5 Stabilisation des systémes autonomes

Continuité du flot. On présente ici une propriété de régularité des solutions relativement
aux conditions initiales, et au controle effectué. La démonstration étant trés technique, et
sans grande nouveauté par rapport a la démonstration sans controle, cette propriété sera
admise. [1]

Pour 7 > 0, on note D, ’ensemble des couples (a,w) de X x L ([0, 7],U) tels que le controle
w est admissible pour le probléme. Pour un tel couple, s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera
en général ¢ la trajectoire solution du probléme. On définit également ®(a,w) := &(7) le flot.

Théoréme 12. L’ensemble D, est ouvert, et la fonction

D, — CY([0,7])
(z,w) +— 3

est continue.

5.1 Introduction

Il existe deux variantes de la stabilité : un point de vue local, et un point de vue global.
On présentera ici uniquement le point de vue local, ce qui permet de restreindre au possible
les domaines de définition des objets. On démontre facilement que dans le cas d’un systéme
linéaire, les variantes globales et locales coincident.

On va s’intéresser a la stabilisation autour des points d’équilibre, i.e. les points zq tels qu’il
existe ug € U avec f(xg,up) = 0.

Définition 5.

1 Soient Q C X, et a,b € (.
a est asymptotiquement controlable jusqu’a b sans quitter Q s’il existe un controle
w € Ul admissible tel que :

o si & est la trajectoire associée @ a et au contrile w, on a

Jim ) =
o Vt>0 £(t) €N

2 Soit xg un état d’équilibre du systéme.
Le systéme est localement asymptotiquement controlable en xo si pour tout voisinage
Q de xg, il existe un voisinage V de xq tel que tout point de V est asymptotiquement
controlable jusqu’a xo sans quitter §)
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Exemple : On considére un pendule simple représenté par I’angle 6
par rapport & I’état d’équilibre stable (position verticale vers le bas). Le
mouvement est décrit par 6 + sin(f) = 0.

Supposons que 'on puisse de plus controler un moment d’inertie w(t)
appliqué au pendule a la liaison. On a alors 8 + sin(f) = u(t)

Si on linéarise autour de la position d’équilibre instable ; en posant ¢ =
0 — 7, on obtient ¢(t) — @(t) = u(t).

Supposons que I’on puisse appliquer un rétrocontrole - i.e. un controle qui
dépend uniquement de I’état du systéme - de la forme u(t) = —ap(t) — ¢
8.

On obtient I'équation G(t) + B(t) + (a — 1)p(t) = 0.

Les racines de I’équation caractéristique sont :

(=B VP —4(a—-1))/2

Donc si ’on choisit correctement a et 3, on peut obtenir des solutions I
qui tendent vers 0 & l'infini : on stabilise ainsi le systéme grace au rétro- :
controle u. I
On va montrer que si le systéme linéarisé est asymptotiquement contro-

lable, alors le systéme original est localement asymptotiquement contro-

lable. C’est le cas ici : on peut donc maintenir le pendule au voisinage

de équilibre (instable).

Remarque : On va dans la suite se baser surtout sur la notion de rétrocontrole. Ils sont
en effet robustes, et peuvent s’adapter aux éventuelles perturbations du systéme au cours
de I’évolution.

5.2 Cas des sytémes linéaires

Dans le cas d’un systéme linéaire & = Az + Bu, un rétrocontrole (linéaire) est de la forme
u = Cz pour une certaine matrice C' € M(m,n). On se raméne ainsi a I’étude des matrices
A+ BC. On démontre d’ailleurs que ces controles suffisent pour stabiliser ces systémes.

Proposition 13. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1 le systeme est asymptotiquement controlable & lorigine

2 chaque racine de x; a une partie réelle strictement négative

3 il existe une matrice C € M(n,m) telle que A+ BC' soit Hurwitz !

Démonstration.
(1) = (2)
Grace au changement de base z = T~ 'z, on se raméne & des matrices de la forme

A Ay B
0 Asz)”° 0
ou Az est la partie incontrolable, comme dans la décomposition de Kalman. On considére
des vecteurs de la forme (z0>’ ol zo € R* 7. On sait qu’il existe un controle tel que la
2

trajectoire obtenue vérifie lim £(¢) = 0.

Mais si ’on décompose de la méme maniére la trajectoire £(t) = <£1 (t)>, on obtient

&2(1)

& (t) = As&o(t) _ -
{ &(0) = z; J tlgglo &(t) =0

Puisque ’on a choisi 29 arbitrairement, cela signifie que As est Hurwitz.

Li.e. les parties réelles des valeurs propres sont strictement négatives
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(2) = (3)
C’est une conséquence du lemme suivant, appelé Pole-Shifting Theorem

Lemme 14. L’ensemble des polynomes de la forme x ay+pc est exactement ’ensemble des
polyndmes unitaires de degré n divisibles par x;

Preuve du lemme : Si (A, B) n’est pas controlable, on effectue la décomposition de Kalman :

1 (AL Ap “1p_ (B
T AT—<0 Ay et T""B = 0

On a alors xa+Bc = Xr-1a7+(r-1B)(CcT)- Donc, par la bijection C' = CT, on peut se
ramener 3 un systéme (A, B) comme dans la décomposition. Mais alors

XA+BC = XA1+B1C1 Xi

avec (A1, By) controlable. On est ramené au cas ou le systéme est controlable : il suffit de
démontrer que tout polyndéme de degré n peut se mettre sous la forme x4+ pBc-

On va d’abord traiter le cas m = 1. On note x4 = X” — @, X" ! — ... —ax X — oy le
polyndme caractéristique de A.
Posons
0 0 0 o 1
10 0 as 0
A.—=|0 1 0 as et b= 10
00 -+ 1 ap 0

D’aprés Cayley-Hamilton, on a AR(A,b) = R(A,b)A, et b = R(A, b)lNJ Puisque le systéme
(A,b) est supposé controlable, de méme qu’a la premiére étape, on peut se ramener au
systeme (A, D) grace au changement T := R(A4, b).

On peut méme se ramener i tout systéme controlable (A,b) o A a le méme polynome
caractéristique que A. En particulier le systéme :

o 1 0 -+ 0 0
o o 1 - 0 0
A= = Lo et b= |0
0 0 0 Ce 1
Qi s asz - ap 1
Alors, si 'on se donne un polynéme unitaire de degré n : x = X" — 3, X" — ... — 3, le
controle ¢ := (B1 — a1, ..., B — an) vérifie x 4,5, = X-

Traitons maintenant le cas général. On choisit b € ImB, b # 0. On note b := Bv. Si 'on
démontre qu’il existe C' tel que (A + BC,b) soit controlable, on se raméne au cas m = 1 :
il existe un vecteur ligne 7 tel que x = XA+BC+by = XA+B(C+vy), €6 on a montré le lemme
grace au controle C' + vy.

Construction de C. Si {z;,...,z)} est une famille d’éléments de R", on considére la
propriété :
{z1,...,z1} indépendants ,
rn=b=DBv et V2<i<k z; —Ax;_, € ImB

avec xg = 0. On choisit une telle famille avec k¥ maximal, et on pose V = Vect(x1,... ,zy)

Par maximalité Yu € U Az + Bu € V. En particulier pour u = 0, Az € V, et donc
ImB C V. D’aprés la propriété, on a donc Vi Ax; C V, et donc V est un espace invariant
par A et contenant ImB. Donc R(A,B) C V, et V est l’espace tout entier. C’est donc que
k=n.

Si lon définit, pour i € {1,... ,n —1}, Cz; := u; avec u; qui vérifie z; — Az;—1 = Bu;_1, et
Czy, défini arbitrairement ; on a R(A + BC,z1) = (21,... ,z,) de rang n. O

18



Conclusion 1l suffit donc de choisir un polynéme y de degré n — r dont les racines soient
strictement négatives : on sait qu’il existe un rétro-controle C' tel que xa+Bc = XXi, €t ainsi
A+ BC est Hurwitz.

(3)= (1)
C’est évident avec le rétro-controle w(t) := Cx(t). O

5.3 Meéthode de Lyapounov

Définition 6. Soit xo un état d’équilibre du systéeme. Une fonctionnelle de Lyapounov est
une fonction V continue définie sur un voisinage O de xo, qui vérifie les propriétés suivantes :
1 V est propre : {x € X|V(z) < e} est un compact inclus dans O pour € suffisament petit

2 V est définie positive : V(xg) =0 et V(z) > 0 si x # xg

3 quelque soit © # o dans O, il existe un controle admissible w € U7 tel que
Vi€ [0,0] V(£() < V() et V(E(o)) <V(z)

On peut voir V' comme une fonction d’énergie du systéme ayant une allure de "cuvette".
Les trajectoires descendent dans cette cuvette jusqu’a atteindre xg.

La troisiéme propriété n’est en général pas facile & mettre en évidence pour une fonction V'
donnée. On utilisera en pratique le critére suivant :

Critére 15. Si l’on suppose que la fonction V définie sur l'ouvert O est de classe C', et
vérifie les propriétés (1) et (2), alors il suffit qu’elle vérifie la propriété :
Ve#xzy ueld VV(x).f(z,u) <0

pour étre une fonctionnelle de Lyapounov.

Démonstration.
Il suffit d’établir la troisiéme propriété.
On considére le controle constant v € U1%7]. La trajectoire qui en résulte vérifie

dv (£(t))

= VVIED]flE(),u] <O

si o est choisi assez petit de maniére & ce que £ reste suffisament proche de = (on utilise ici
la continuité de &) O

Théoréme 16. Supposons qu’il existe une fonction de Lyapounov pour xqo. Alors le systéme
est localement asymptotiquement controlable.

La démonstration, technique, se déroule en quatre étapes.

Démonstration.
Etape 1
Quelque soit § > 0, il existe n > 0 tel que Vy V(y) <n = |ly — zo|| <

Sinon, par I’absurde, il existe dg > 0 et une suite (y,) de {z|V(x) < do} telle que V (y,) — 0
et ||y — zo|| > do. Par compacité on peut extraire de (y,) une sous suite qui converge vers
Yoo- Par continuité, V (ys) = 0, et donc ye = 7o, ce qui contredit ||y — Tol| > do-
On en déduit immeédiatement :

lim V(£(t)) = 0= lim&(t) = zp

t—o0

On se rameéne alors & un ensemble de définition O de la forme {z|V(z) < ap}, voisinage de
Zg, compact par hypothése.
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Etape 2

Définition 7. On dit que y est bien atteignable a partir de x si on peut atteindre y grice a
une trajectoire £ qui vérifie V(E(t)) < V(z) et V(y) < V(z).

Si z # g, la propriété 13 montre qu’il existe un y bien atteignable

a partir de z.

On définit alors : 2 X

B(z) :=inf{V(z)|z est bien atteignable & partir de =} €7 v

Puisque V(y) < V(z), on a B(x) < V(z). On veut montrer que 1
B(z) = 0. Supposons que B(z) =a > 0. 3
Soit alors (z,,), telle que Vn z,, est bien ateignable de z et V(z,,) — 3
« en décroissant. On reste dans le compact C := {2|V (z) < V(z)}, '\_
et on peut donc se ramener a z, — z. Par continuité de V', V(z) = 1
a > 0, et donc z # xg- I
Choisissons y € O bien atteignable & partir de z. Choisissons .I.
également € > 0 tel que V(z) < V(z) —e et V(y) < V(z) —e. s
Soit w € U] tel que la trajectoire £ issue de z vérifie V(£(t)) < s
V(z) pour t € [0,0] et (o) = y. P
D’aprés la continuité uniforme de V' sur C,

30 >0 tg. l[a—-b<d=|V(a)—-V(b)|<e

D’aprés le théoréme 12, In tel que w est admissible pour z,, et gn
tel que ||&, — £lleo < 9, et donc |V(&,) — V()] < €.

Posons y,, := &,(0). Par concaténation : & ~ z, ~ y, ; 'état y, &
est bien atteignable & partir de z, car

Vi V(&n(t)) SV (&n(t) = V(E®) +V(E(®) <e+V(z) < V(x) “ y
Ceci fournit une contradiction, car

[V(yn) =V(y) <eetV(y) < B(x) —e = V(yn) < B(x) * Xp
Ce qui contredit la définition de B(z). Ainsi B(z) = 0.

Etape 3 On peut maintenant construire un controle qui raméne un état x # xg a ’état
d’équilibre. Pour cela on va d’abord construire pour chaque = # zy un contrdle en temps
o > 1 qui vérifie V(£(t)) < V(z) et V(£(0)) < +V(x). Ceci permettra ainsi d’atteindre
étape aprés étape le temps +o0o tout en se rapprochant de plus en plus de l'origine (grace
au marqueur qu’est la fonctionnelle V).

On va procéder en deux parties : on se rapproche de l'origine grace a 1’étape précédente,
puis on y stagne pendant un temps = 1 pour garantir ¢ > 1.

Controlons d’abord le systéme au voisinage de origine, disons pour {z|V(z) < 3V (z)}. Par
continuité de V en 0, il existe ¢ > 0 tel que ||z — 2p|| < £ entraine V(z) < 3V (z). Puis,
d’aprés le théoréme 12 :

30>0 Vy [ly —zoll <6 = [[¢(t) — 2olloo <e

ot ((t) désigne la trajectoire issue de y et du controle constant uo € U1,
D’aprés la premiére étape,

I >0t.q. Yy V() <n=|ly—zo| <6

Maintenant que tout est en place, on peut choisir une trajectoire en temps 7 partant de = ,
et qui vérifie
V(£(t) < V() et V(E(T)) <n
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(d’apres I’étape précédente : B(z) = 0).
A partir de y := £(7), on applique un controle constant ug € UL La trajectoire finale
vérifie bien les hypotheses voulues V(£(t)) < V(z) et V(£(0)) < 3V ().

0,1]

Conclusion Soit  un voisinage de zy. Soit a > 0 tel que {z|V(z) < a} CQ et a < ap.
On pose V := {z|V(z) < a}.
Soit & € V. On construit par récurrence des controles (wy,) en temps > 1 qui vérifient :

. 1
V(&(t) <V(x), etsi yo:=@(x,wo), V(yo) < EV(m)
et, en partant de y,, :

V(fnJrl(t)) < V(yn) , et sl Y1 = q>(ymwn) ) V(yn+1) < V(yn)

DN | =

De sorte que V (y,,) < V(x). Mis bout a bout, la trajectoire £ qui en résulte par conca-

- 2n+1
ténation vérifie donc lim;_,o, V(£(t)) = 0, et donc lim &(t) = xg. On vérifie de plus que la
trajectoire ne quitte pas Q, car V(£(t)) < V(z) < a.

O

5.4 Retour sur les systémes linéaires

On peut se ramener a des systémes sans controle de la forme & = Az a I’aide d’un rétro-
controle u = Cz.

Proposition 17. Sont équivalents :

1 A est Hurwitz

2 il existe une matrice P > 0 telle que A*P + PA = —1

3 il existe une matrice P > 0 telle que V (z) := x*Px est une fonction de Lyapounov

Démonstration.

(1) = (2) *

Puisque A est Hurwitz, il existe o < 0 tel que et = O(e®?), et et = O(e™) .
Alors

o0 *
P ::/ et et dt
0

est bien définit et convient. En effet :

o0
A*P+PA = / A*etA et 4 !4 et Adt
0
© q etAetA*
L [,
= I
Enfin, puisque z*et4 etz = ||et4z||?, on voit bien que la matrice P est définie positive.

(2) = (3)

z — x* Pz est une forme quadratique définie positive. Donc z — v x* Pz est une norme.
On voit ainsi que V est propre. La deuxiéme propriété est acquise par définition de P. Un
rapide calcul donne enfin

VV(z).Az = (Az)* Pz + 2*P(Az) = —||=||?

D’aprés le critére 15, V' est une fonctionnelle de Lyapounov pour le systéme.

(3) = (2)
D’apreés le théoréme, le systéme est asymptotiquement controlable. La proposition 13 affirme
alors que A est Hurwitz (ici B = 0). O
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5.5 Principe de linéarisation

On revient au cas général d’un systéme de la forme & = f(z,u).

Théoréme 18. Soit (zg,up) un point d’équilibre.

Si le systéme linéarisé est asymptotiquement controlable (en xq), alors le systéme est loca-
lement asymptotiquement controlable.

De plus, on peut trouver une matrice C telle que le rétrocontréle ug + C(x — xo) stabilise le
systéme.

Démonstration.
11 suffit de démontrer la deuxiéme assertion.
Soit § = A(x — zo) + B(u — ug) le systéme linéarisé au point d’équilibre (o, uo)
Par hypothése, il existe une matrice C telle que A := A + BC est Hurwitz. Soit alors P une
matrice définie positive telle que A*P + PA = —1.
Lorsqu’on linéarise le systéme & = ¥(z) := f(x, uo + C(z — o)) en zo, on obtient le systéme
sans controle gy = Ay :
U(z) = Az — xo) + alz — zo)

ou a(y) = o(y).

On pose alors V(z) 1= (z — z¢)* P(x — x9), restreinte a X.

On a les propriétés (1) et (2) comme a la proposition précédente. Il reste & mettre en évidence
la propriété 3 des fonctionnelles de Lyapounov :

VV(z)¥(z) = (z—x0)"(A"P+ PA)(x—2x0) + 2(x — 20)"Pa(z — o)

= —[lz — zo|* + o((z — 70)?)

Donc VV(z).¥(z) < 0 si || — xol| est suffisament petit : on obtient ainsi le voisinage O de
xo attendu dans la définition. O

5.6 Théoréme de stabilisation de Brockett

Définition 8. On dit que le systéeme & = f(x,u) est C! stabilisable au point d’équilibre o
s7il existe un voisinage O et un rétro-controle Ct k : O — U tel que k(zo) = uo et qui
stabilise le systéeme en xg.

Autrement dit, le systéme sans controle & = f(z, k(z)) est asymptotiquement controlable
en ro-
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire de stabilité dans le cadre d’un controle
C!. La démonstration repose en particulier sur un lemme de topologie algébrique utilisant
la notion de degré [5].

Théoréme 19 (Brockett). Sile systéme & = f(z,u) est C* stabilisable au point d’équilibre
xg, alors l'image de f contient un voisinage de 0.

Si 'on applique le rétro-controle k, que l'on effectue une translation pour ramener le point
d’équilibre & ’origine, et que l'on se restreint a une boule centrée & ’origine incluse dans le
domaine d’attraction, on se raméne & un systéme de la forme & = F(z) asymptotiquement
controlable a l'origine.

Pour z € X, on note ®(x,.) la trajectoire issue de x a 'instant 0.

On définit le domaine d’attraction de zg :

D:={ze€ X|tli>rélo<l>(:v,t) =0}

Lemme 20. Soit x € D et Q0 un voisinage de xg. Il existe un voisinage W de x C D et
T > 0 tel que :
YyeW Vi>T ®(y,t) €Q

Démonstration.
Par définition de la stabilité, il existe un voisinage ouvert ¥V C D de zg tel que toute
trajectoire partant de V reste dans (2.
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Soit # € D. 1l existe T tel que ®(T,x) € V. Par continuité de ®(.,T), il existe un voisinage
W de x tel que Vy e W ®(y,T) € V.

Puisque V C D, il est clair que W C D. On a bien la propriété Yy € W Vit > T ®(y,t) € Q
par définition de V. O

On en déduit entre autre que le domaine d’attraction de zy est ouvert.
Lemme 21. Le domaine d’attraction est contractile
Démonstration.
On va démontrer que ’application
H: DxJ[0,1] — D
(z,t) > ®(z,75)

est continue, ce qui fournira une homotopie de D wvers zg.
Seule la continuité en ¢t = 1 pose un probléme. Soit x € D, et {2 un voisinage de xo. D’apreés

le lemme précédent, il existe W et T tels que Vy e W Vi > T ®(y,t) € Q. Si 6 := TLH,

Y(y,s) e W x[1-20,1] ®(y,s) € Q

Lemme 22. Soit H : B(0,p) x [0,1] — R continue telle que Vo H(z,1) = —x et
Vt Vo € S(p) H(x,t) #0
Soit —
F: B(,p) — R®
x — H(z,0)
Alors l'image de F' contient un voisinage de 0.

Démonstration.

Pour G : B(0,p) — R™ continue et y € B(0,p) tels que Vz € S(p) G(z) # y, on note
deg(G,y) le degré de G en y. C’est un entier, et c’est un invariant d’homotopie & condition
que Yz € S(p) H(z,t) #0.

On a donc deg(F,0) = deg(—z,0) = (—1)".

De plus, puisque F' ne s’annule pas sur S(p), 3¢ > 0 |F(z)| > €. Donc

F(x) #y Yy € B(0,¢), € S(p)

On peut donc également définir deg(F,y) pour de tels y.
Le degré dépend continiment de y, et puisque c’est un entier, on a

deg(F,y) = deg(F,0) = (—=1)" Vy € B(0,¢)

Mais deg(F,y) # 0 entraine que 'équation F'(z) = y a au moins une solution. Ainsi 'image
de F contient B(0,¢). O

Démonstration du théoréme.
On va utiliser le lemme précédent avec I’homotopie

N F(z) sit=0
H(z,t) ;=< H®(w, &) —2] sitelo,1]
-z sit=1

qui joint F & —z. On remarque d’abord que H(z,t) # 0 si  # 0, car il ne peut y avoir de
points périodiques dans le domaine d’attraction outre 0. B

Si 0 <t<1, Hest évidemment continue. Si ¢ = 1, on a vu que H était continue dans le
lemme 21.

Il reste & montrer la continuité aux points de la forme (0, z). Pour tous s et y, on a :

LU /0 Py, n)dr

S
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D’ou

P () -y - P = 1 [ IF(®(y,7) - Fa)ldr + / " F@(y,)dr

S S

Par continuité de F o ®, il existe un voisinage VW de x et 6 > 0 tels que

|F(®(y, 7)) — F(2)|| < % VyeW Vr <o

Ainsi, avec t = ,on a

s
1+s
t

S P

Vr <
T>1%% 2 1—¢

oit M :=sup, <5 yew [[F(2(y, 7))l
11 suffit alors de choisir ¢ suffisament petit pour que le deuxiéme terme soit < €/2, ce qui
démontre la continuité de H. O

Complément : On considére le systéme affine sans dérive
m
fla,u) =" fil@)u;
i=1

Si 'on s’autorise des controles dépendant du temps en plus de I’état du systéme, i.e. de la
forme w(t,z), on peut stabiliser des systémes moins contraignants :

Théoréme 23. Supposons que Vx € R* — {0} {h(x), = € Lie({f1,..., fu})} = R™.
Alors pour tout T > 0, le systéme peut-étre asymptotiquement stabilisable grice a un controle
w(t,z) T périodique de classe C*°.

La démonstration de ce théoréme est trés difficile. On renvoie & [6] pour plus de détails.

6 Controle en dimension infinie

On s’intéresse maintenant au controle d’équations aux dérivées partielles. On va regarder
plus particuliérement des systémes hyperboliques, linéaires et symétriques, qui ont ’avan-
tage d’étre relativement simples & étudier, tout en utilisant des méthodes générales.

ow ow
—— = — > "
5 A(z) o + B(z)w, x€][0,1] t>0, w(z,t) € R

On va supposer que A est de classe C!, symétrique, et que B est continue pour x € [0, 1].
On suppose de plus que les valeurs propres de A(x) vérifient

A(z) < Aa(z) <0< Ap(2) <0< Appr(z) <o < Apig()

avec Yk Ag = Agg1 ou A < Agg1.

On démontre qu’on alors peut se ramener & une matrice A(x) diagonale par 'intermédiaire
d’une matrice orthogonale de classe C'.

On pose A~ := Diag(A1,...,\p) et AT := Diag(Ap+1, ..., \ptq), de sorte que

A= 0
(b 1)

. . w
On décompose aussi w = < 4
w

On va utiliser la méthode des caractéristiques :
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keme

Définition 9. Les caractéristiques associées a la valeur propre sont les solutions de

l’équation différentielle ordinaire

E—i_)\k(x) =0

On pose ci[zo,to] la caractéristique qui passe par le point zp au temps to. Si 'on note w*
la k¢™€ composante de w, on a le long d’une caractéristique = associée a Ay, :

wk wk
4w o(0),19] = 2 1), ) — M) T a0, 1) = B Ga0)o(0) 1

Les équations sont ici couplées par le deuxiéme terme en w(z(t)). Cela entraine des compli-
cations non négligeables dans la résolution du probléme. Pour simplifier, on va dans la suite
se limiter au cas out B est diagonale elle aussi. Les principales idées de la démonstration
principale seront quand méme mises en évidence. On note B := Diag(b',... ,b")

On se donne la valeur de w & linstant initial : w(.,0) = wo € L*([0,1]). En général, on
impose également des contraintes de bord de la forme

w™(0,t) = Dow™(0,t) ; wt(1,t) = Dyw™(1,t)

Cependant, dans le cadre de cette théorie, on rajoute un controle sur les conditions aux
limites de la forme

wt(1,t) = Dyw™ (1,t) + Du(t)
ot D est une matrice g X ¢ inversible.

Position du probléme : étant donnés wg et w; dans L2([0,1]), et T > 0, on cherche un
controle u € L*([0,T1]) tel que w(.,T) = wy.

Théoréme 24. On suppose
1 1
T> / dz B / dz
0 Apt1(T) 0 Ap(2)

Alors un tel contéle existe dans le cas o wy = 0.
Si de plus p=q =n/2, et Dy et Dy sont inversibles, alors un tel contréle existe dans le cas
général.

Démonstration. C’est un exercice simple sur ’agencement des caractéristiques dans le rec-

tangle [0, 1] x [0, T]. La condition T > fol 5 ff(z) - fol )\d(zz) siginifie que les deux caractéris-

tiques ¢,[1,T] et cpy1[1, 0] ne se coupent pas dans ce rectangle.

¢ (1
¢ (1

cp (LF

Cpt+1 1,0y
Sn1 (1,0)

c, (1,0)

e

An— 1
Aq

-
I
(=]

»
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Etape 1 On résoud w™ dans A,,, le domaine de détermination délimité par la caracté-
ristique ¢y[1,0], et les segments z = 0 et ¢ = 0. Dans cette zone, w, est donné par le
probléme :

" ealy, 710, )] = B (ealy, O (enly 7)), )
w" (cn [y7 T] (0)7 0) = Wo (cn [y7 T] (0))

dont la reformulation intégrale est :

W™ (y, 7) = wolealy, 71(0)) + / "B ealy, T (enly, 7I(0), Dt

Cela se résoud par la méthode des approximations successives :
whyy(y,7) = wo(caly, 71(0))
W1y, 7) 2= wolcaly, 71(0)) + / B ealys TIO)0E (ealy, 7I(E), )

On démontre aisément par récurrence que

0ty 7) — Wy 9,7 < LT
sup |wy,, Yy, 7) —wi(y, 7)) <M —_—
y€[0,1] [m-+1] [m] (m +1)!

ot M majore |b™|. Il y a donc convergence de (w[’:n])m.

On prolonge ensuite w™ sur le segment I tout entier.

On fait de méme pour les w* , p+1 < k < n — 1 dans leurs domaines de détermination
respectifs, construits sur le méme modéle. On les prolonge également sur le méme segment
I. On connait ainsi w™ sur le segment 1.

Grace a la condition au bord w™ (0,t) = Dow™ (0, ), on en déduit la valeur de w™ (0, .) sur 1.

Cp+1
Cn

Etape 2 Partant de w(.,T") = 0, on impose w = 0 dans tout le domaine A,_1(D ... D Ay)
situé au-dessus cette fois de ¢p[1,T]. En particulier, cela vérifie bien la condition au bord
w™(0,t) = Dow™(0,t) sur le complémentaire de I. On connait donc la valeur de w sur les
trois segments ¢ = 0,t =0,et t =T
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Etape 3 On est alors en mesure de résoudre le probléme sur le rectangle tout entier, en
s’appuyant sur les caractéristiques qui partitionnent le rectangle.

On obtient alors la valeur sur le bord z = 1, et on trouve le controle u(t) := D~ tw*(1,t) —
D 'Dyw™(1,t) voulu.

Dans le cas particulier p = ¢ = n/2, et Dy et D; inversibles, il suffit de modifier ’étape
2. On peut retourner le probléme, et résoudre & partir de w(.,T) = wi, exactement sur le
méme modéle que ’étape 1.

Remarque : Si l'on ne suppose plus les équations découplées (i.e. B diagonale), on ne
peut plus résoudre les équations indépendamment le long des caractéristiques. La encore les
domaines de détermination jouent un role trés important.

La méthode des approximations successives utilisées & ’étape 1 fonctionne telle quelle dans
la zone délimitée par les caractéristiques cp[1,0] et ¢,[0,0]. En dehors de cette zone, la
résolution utilise a priori des maillages du rectangle... O
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