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� Introduction

On �tudie un syst�me � param�tres �voluant au cours du temps� L�objectif du contr�le
est de choisir ces param�tres pendant l��volution de ce syst�me de mani�re � le conduire
d�un �tat donn� � un �tat �nal d�termin�� Par exemple on modi�e l�orientation et la vitesse
d�une voiture a�n de l�amener d�un endroit � un autre� On traitera dans cette �tude les cas
particuliers de syst�mes r�gis par des �quations di��rentielles �� param�tres��

Dans un premier temps on va se familiariser avec le contr�le en pr�sentant des notions
de base� Puis on d�veloppera des outils de g�om�trie di��rentielle qui nous permettrons
d��tudier la contr�labilit� d�un point de vue g�om�trique� Ensuite on s�int�ressera � la ro�
bustesse du contr�le � travers la notion de stabilit� � si un syst�me � l��quilibre est l�g�rement
perturb� peut�on le ramener vers l��quilibre en contr�lant les param�tres � En�n on d�ve�
loppera un exemple de contr�le en dimension in�nie c�est���dire de contr�le d��quations aux
d�riv�es partielles�

� Un premier pas vers la th�orie du contr�le

��� Pr�sentation du syst�me

Soit I un intervalle de R �le temps�� Soient X un ouvert de Rn ��tats du syst�me� et
U � Rm �contr�les du syst�me��
Soit f � I � X � U �� X de classe C� la fonction d��volution du syst�me�
Etant donn�s une certaine fonction de contr�le u � I �� U born�e a � X et � � I  le
probl�me �

�x � f�t� x� u�

x��� � a
���

donne �ventuellement lieu � une trajectoire x � I �� X �

D��nition � Le contr�le u est dit admissible si le probl�me admet e�ectivement une solu�
tion sur l�intervalle I�

Exemples �
� Un syst�me lin�aire est de la forme �x � A�t�x � B�t�u avec A � I �� M�n� n� et
B � I ��M�n�m��

� Un syst�me a
ne �en contr�le� est de la forme �x � f��x� �
Pn

i�� fi�x�ui� f� est la
d�rive du syst�me�

��� D��nition de la contr�labilit�

D��nition � Soient a� b � X � b peut��tre atteint 	 partir de a si

��� � � I �� � L����� � ��U� tels que la solution de

�
�x � f�t� x� ��t��
x��� � a

v
ri�e x��� � b�

On dit aussi que a peut��tre contr�l
 jusqu�	 b�
Le syst�me est dit contr�lable si pour tout �a� b� � X �� a peut �tre contr�l
 jusqu�	 b�

Syst�mes autonomes � si la fonction f est ind�pendante du temps on parle de syst�me
autonome� Si � est un contr�le d��ni sur �	� �� qui relie a � b  et � un contr�le d��ni sur
�	� � � qui relie b � c on peut �concat�ner� � et ��� � �� pour obtenir un contr�le qui relie
a � c en temps � � � �

�



��� Syst�mes lin�aires autonomes

Dans le cas des syst�mes lin�aires autonomes un crit�re tr�s simple permet de reconnaitre
les syst�mes contr�lables�
Pour deux matrices A etB respectivement dans M�n� n� et M�n�m� on note R�A�B� la
matrice obtenue en concat�nant les matrices AiB pour i � 	 � � � n� 
�

Proposition � �crit�re de contr�labilit� de Kalman� Soit T � 	� Le syst�me �x�t� �
Ax�t� �B��t� est contr�lable en temps T si et seulement si rang R�A�B� � n

D
monstration�
La solution de �

�x�t� � Ax�t� �B��t�
x�	� � a

est donn�e par �

x�t� � e
tAa�

Z t

�

e
�t�s�AB��s�ds

A partir de a on veut atteindre tous les points de l�espace � l�aide des contr�les � c�est���
dire � � x�T � surjective�
L�image de cette application est � l��vidence un espace a
ne� Donc l�application n�est pas sur�

jective si et seulement si il existe p vecteur ligne non nul tel que �� p
R T
�
e
�T�s�AB��s�ds � 	

ou encore

��
Z T

�

pe�sAB��s�ds � 	

En particulier pour le contr�le ��t� �� B�e�tA
�

p� on aZ T

�

kB�e�sA�p�k�ds � 	

Donc pe�sAB � 	� En d�rivant successivement on obtient que pAiB � 	 pour i � 
 � � � n�

R�ciproquement si rang R�A�B� 	 n on peut trouver un vecteur ligne non nul 
 tel que

AiB � 	 pour 	 	 i 	 n� 
� La relation de d�pendance des Ai �Cayley�Hamilton� montre
que 
AiB � 	 �i � N� Puisque

e
�sAB �

�X
i��

AiB
��s�i
i�

on a 
e�sAB � 	� Ainsi




Z T

�

e
�sAB��s�ds � 	

et l�application � � x�T � n�est pas surjective�

D�composition de Kalman Notons bj le jeme vecteur colonne de B et

R�A�B� �� V ect�Aibj� � ImR�A�B�

R est le plus petit sous�espace contenant les colonnes de B et invariant par A�
On note r � dim R�A�B�� Choisissons un suppl�mentaire S de R dans Rn  et notons
fv�� ���� vrg et fwr��� ���� wng des bases de R et S� Si T est la matrice �v�� ���� vr� wr��� ���� wn�
on a �

T��AT �

�
A� A�

	 A�

�
et T��B �

�
B�

	

�
o� A� est une matrice r � r� On note alors �i �� �A�

 la partie incontr�lable de �A�
Dans cette d�composition le syst�me �A�� B�� est contr�lable�

	



��	 Syst�mes a
nes � premi�re approche

Tout ce que l�on verra dans cette section sera formalis
 et g
n
ralis
 plus tard�

On consid�re des syst�mes a
nes avec deux param�tres de contr�le et sans d�rive �

�x � f��x�u� � f��x�u�

A partir de a � X on peut se d�placer �in�nit�simalement� dans les deux directions f��a� et
f��a� � l�aide de contr�les constants� Dans certains cas il est possible d�obtenir une direction
suppl�mentaire �

D��nition � Si u � U � on note P t
u le ot de f��� u�

Notons P t
� le �ot correspondant � u� � 
 et u� � 	 c�est � dire � l�int�gration de

�x � f��x� et P t
� celui correspondant � u� � 	 et u� � 
 c�est � dire � l�int�gration de

�x � f��x��

D��nition � Soient f� et f� des fonctions C� de R� dans R� � Le crochet de Lie de f� et
f�� not
 �f�� f��� est d
�ni par �

�f�� f���x� � f ���x��f��x�� f ���x��f��x�

Proposition � Soit a � X � Si ��t� � P�t� 
 P�t� 
 P t
� 
 P t

��a�� alors

��� � x� �f�� f���x�
� � o���

D
monstration�
Le calcul assez fastidieux correspond � un simple d�veloppement limit��
On peut partir de

P �
� �x� � x� f��x�� f ���x��f��x�

�

�
� o���

On reviendra plus tard sur cette d�monstration�

Dans le cas o� �f�� f�� �� V ect�f�� f�� on gagne ainsi une direction �in�nit�salement��

Exemple �

On �tudie le mouvement simpli�� d�une
voiture � on mod�lise l�engin par son centre
de masse �x�� x�� � R�  et son orientation
� � R� par rapport � l�axe x��

Les mouvements autoris�s sont �

� on avance ou on recule avec une vitesse u� � R� Cela est r�git par ����
�x� � u� cos���
�x� � u� sin���
�� � 	

� on pivote autour du centre de masse avec une vitesse angulaire u� ����
�x� � 	
�x� � 	
�� � u�

�



Au bilan si l�on note q �

�	x�x�
�


A f��q� �

�	cos���
sin���
	


A et f��q� �

�		
	




A  alors le mouvement

est r�git par
�q � u�f��q� � u�f��q�

Appliquons le r�sultat pr�c�dent� Un calcul simple donne

�f�� f���q� �

�	 sin���
� cos���

	


A
Ceci donne la direction perpendiculaire � l�axe de la voiture� C�est ce que l�on cherche � faire
lors d�un cr�neau� On le retrouve d�ailleurs dans l�expression

P�t� 
 P�t� 
 P t
� 
 P t

��q�

�� on avance on tourne on recule et on tourne dans le sens inverse � c�est la man�uvre
du cr�neau�

� El�ments de calcul chronologique

L�objectif de cette section est d�introduire le calcul chronologique qui permet de travailler
non plus sur une vari�t� lisse M mais sur l�alg�bre commutative des fonctions lisses sur M�

��� Points� di�omorphismes et champs de vecteurs

Chaque point q �M d��nit un morphisme de l�alg�bre C��M� dans R �

q � C��M�� R� qa � a�q�� a � C��M��

qui v�ri�e �

q�a� b� � qa� qb� a� b � C��M��

q�a � b� � �qa� � �qb�� a� b � C��M��

q�� � a� � � � qa� � � R� a � C��M��

Il y a en outre une correspondance inverse �

Proposition � Soit � � C��M� � R un morphisme d�alg�bre non trivial� Alors il existe
un point q �M tel que � � q �

D
monstration� Soit � un tel morphisme� Ker� est un id�al maximal� Il su
t donc de
montrer qu�il exite un point q �M tel que Ker� � Iq l�id�al des fonctions nulles en q�

Supposons par l�absurde que

�q �M � �bq � Ker� � Oq �M tel que bqjOq � 	�

Soit ek k � N une partition de l�unit� avec des supports compacts� Posons alors a �P�

k�� kek � C��M�� Si ��a� � � alors a � � � Ker�� Par ailleurs la fonction a est
construite de fa�on qu�elle diverge vers � en l�� Donc � �K compact de M tel que
a�q� � �� �q �M nK�

Soit une suite �nie qi � M tel que K soit recouvert par les Oqi �Prenons alors f�� � � � fn
une partition de l�unit� deM subordonn�e aux Oqi et �M nK� Nous avons alors une fonction
de Ker� �

c � f��a� �� �

nX
i��

fibqi

�



qui est strictement positive sur M � Or �


 � ��c� � �
�



c

�
Donc ��c� �� 	�Absurde�

Remarque � La topologie de M peut  tre reconstitu�e � partir de la topologie faible sur
l�espace de ces fonctionnelles sur C��M� �

lim
n��

qn � q ssi lim
n��

qna � qa �a � C��M�

Chaque di��omorphisme P � M �M d��nit un automorphisme de l�alg�bre C��M� �

P � C��M�� C��M�� P � Aut�C��M���

� Pa��q� � a�P �q��� q �M� a � C��M��

i�e� P agit comme un changement de variable de la fonction a� Sym�triquement tout auto�
morphisme de C��M� a cette forme �

Proposition � Tout automorphisme A � C��M� � C��M� est de la forme P pour un
certain P � DiffM �

D
monstration� �abr�g�e� Soit A � Aut�C��M�� Soit un point q �M � Alors la compos�e �

q 
A � C��M�� R

est un morphisme d�alg�bre ! il est donc de la forme �P �q� o� P �p� �M et on obtient �

q 
A � �P �q� � q 
 P �q �M�

i�e�

A � P �

et P est le di��omorphisme requis�

Rappelons que l�on peut �galement carat�riser les vecteurs tangents et les champs de
vecteurs par leur action sur l�alg�bre C��M� �d�riv�e de Lie��
A chaque vecteur tangent v � TqM  on associe une forme lin�aire �

v � C��M�� R

v�a� � Dqa�v�

qui satisfait la r�gle de Leibniz �

v�ab� � �va�b�q� � a�q��vb�� a� b � C��M��

A chaque champ de vecteur V � V ecM  on associe une d�rivation �

V � C��M�� C��M�

�q 
 V ��a� � Dqa�V �q��� �q � C��M�

tel que �

V �ab� � � V a�b� a� V b�� a� b � C��M��

Dans la suite de cette section nous ne travaillerons plus qu�avec ces objets lin�aires�
Nous n��crirons plus que q 
 P au lieu de q 
 P  l�ambiguit� �tant lev�e�

�



Remarque � Ces op�rateurs sont munis des semies�normes usuelles construites � partir
des semies�normes sur C��M� �

kaks�K � supfj��a�q�j j q � K�� � NN � j�j 	 sg
o� M est plong�e dans RN et K est un compact de M �

��� Exponentielle chronologique

Consid�rons l��quation di��rentielle �

�q � V �q� � q�	� � q��

o� V � V ecM � On �tudie le �ot g�n�r� par ce champ� Cette �quation se r��crit sous forme
lin�aire �

�q � q�t� 
 V � q�	� � q��

Le �ot d��ni par

P t � q� �� q�t� q��

est l�unique solution de l��quation �

�P t � P t 
 V � P � � Id�

Le �ot P t est appel� l�exponentielle chronologique du champ V et est not� �

P t � e
tV

D�veloppons maintenant l�exponentielle chronologique en une s�rie asymptotique qui
justi�ra nos notations �
on r��crit l��quation di��rentielle sous forme int�grale �

q�t� � q� �

Z t

�

q�t� 
 V dt

puis on substitue plusieurs fois q�t� par cette expression dans le membre de droite �

q�t� � q� �

Z t

�

�
q� �

Z ��

�

q���� 
 V d��

�
d��

� q� 
 �Id� tV � �

Z t

�

�t� �� q��� 
 V � d�

� q� 
 �Id� tV � ����
tn

n�
V n� �

Z t

�

�t� ��n

n�
q��� 
 V n�� d�

� q� 
 �
�X
n��

tn

n�
V n�

Cette derni�re �galit� est juste formelle� La fonction t �� q�t� 
 a �o� a � C��M�� n�est
pas n�cessairement �gale � sa s�rie de Taylor� Pour tout champ V � V ecM non nul on peut
toujours trouver une fonction a � C��M� sur laquelle le membre de droite ne converge pas
vers le membre de gauche� Cependant cette s�rie v�ri�e des propri�t�s asymptotiques �

k�etV �
mX
n��

tn

n�
V n�aks�K � O�tm�

�



��� Action d�un di�omorphisme sur un champ de vecteurs

Calculons le premier terme non nul dans le d�veloppement asymptotique de la courbe
suivante o� V� W � V ecM �

q�t� � q 
 etV 
 etW 
 e�tV 
 e�tW

� q 
 �Id� tV �
t�

�
V � � ���� 
 �Id� tW �

t�

�
W � � ����


�Id� tV �
t�

�
V � � ���� 
 �Id� tW �

t�

�
W � � ����

� q 
 �Id� t�V �W � �
t�

�
�V � � �V 
W �W �� � ����


�Id� t�V �W � �
t�

�
�V � � �V 
W �W �� � ����

� q 
 �Id� t��V 
W �W 
 V � � �����

Il s�en suit que le crochet de Lie consid�r� comme un op�rateur sur C��M� est �

�V�W � � V 
W �W 
 V�
Soit un vecteur tangent v � TqM et un di��omorphisme P � DiffM � On note P � v �

TP �q� le vecteur vitesse en 	 de l�image d�une courbe t �� q�t� ayant un vecteur vitesse v en
	� Nous a
rmons que �

P � v � v 
 P�
pris comme fonctionnelle� En e�et �

�P � v�a �
d

dt

����
t��

a�P �q�t���

�

�
d

dt

����
t��

q�t�

�

 P a

� v 
 P a� a � C��M�

Soit V � V ecM � Trouvons P � V �

q 
 P 
 �P � V � � P �q� 
 �P � V � � P � �V �q�� � V �q� 
 P
� q 
 V 
 P pour tout q �M

Ainsi �
P 
 �P � V � � V 
 P

d�o� �
P � V � P�� 
 V 
 P

L�action de P conserve la composition et le crochet de Lie �

P � �V 
W � � �P � V � 
 �P �W ��

P � �V�W � � �P � V� P �W ��

Soit P t une famille de di��omorphismes tel que V � d
dt

��
t��

P t� Introduisons les nota�
tions �

AdP � P�� � et adV �
d

dt

����
t��

AdP t

�

�



On a �

�adV �W �
d

dt

����
t��

�P t 
W 
 �P t���� � V 
W �W 
 V
� �V�W �

En d�rivant
AdP t�X�Y � � �AdP tX�AdP tY �

on retrouve l�identit� de Jacobi �

�V� �X�Y �� � ��V�X �� Y � � �X� �V� Y ��

�Z� �X�Y �� � �Y� �Z� Y �� � �X� �Y� Z�� � 	

Consid�rons P t � e
tV � AdP t v�ri�e �

d

dt
�AdP t�X �

d

dt
�P t 
X 
 �P t����

� P t 
X 
 V 
 �P t��� � P t 
X 
 V 
 �P t���

� �AdP t��V�X �

� �AdP t��adV �X

AdP t peut  tre consid�r� comme la solution de

d

dt
�AdP t� � �AdP t� 
 adV

AdP � � Id

On a donc
AdP t � e

tadV

On peut �galement v�ri�er que

�AdP ��aX� � �Pa��AdP �X�

�adX��aY � � �Xa�Y � a�adX�Y�

�AdP �etV � e
t�AdP �V �

� Le Th�or�me de l	Orbite

	�� Formulation du Th�or�me de l�Orbite

Soit F � V ecM un ensemble de champs de vecteurs lisses� Nous supposerons que les �ots
associ�s sont d��nis sur R tout entier� Consid�rons l�ensemble des points de M atteignables
� partir d�un point q� � M � l�aide d�actions successives d�une suite �nie de champs de F 
appel�e l�orbite de q� �

Oq� � fq� 
 et�f� 
 � � � 
 etkfk j ti � R� fi � F � k � Ng�
Le Th�or�me de l�Orbite �Nagano � Sussmann� d�crit la structure d�un tel ensemble� Nous
avons besoin d�introduire le groupe de di��omorphismes de M engendr� par les �ots des
champs de F �

P � fet�f� 
 � � � 
 etkfk j ti � R� fi � F � k � Ng � DiffM

Le Th�or�me de l�Orbite s��nonce ainsi �

Th�or�me � Soit F � V ecM et q� �M � Alors �

��



��� Oq� est une sous�vari
t
 immerg
e de M�

��� TqOq� � vectfq 
 �AdP �f j P � P � f � Fg� q � Oq� �

Rappel � un sous�ensemble W de M est une sous�vari�t� immerg�e s�il existe une vari�t�
lisse N et une immersion injective � telle que W � ��N�� Un voisinage Ox d�un point
x �W su
sament petit est une sous�vari�t� de M  mais W tout entier peut ne pas  tre une
sous�vari�t� de M � La topologie de W peut  tre plus forte que celle induite par la topologie
de M �

Citons un exemple classique� Consid�rons l��quation r�duite associ�e � un oscillateur �
deux degr�s de libert� �

�z � i�z� � � R
�w � i�w� � � R

Cette �quation a pour solution

z�t� � e
i�tz�	��

w�t� � e
i�tw�	��

Les solutions sont d��nies sur le tore T� �

T� � f�z� w� � C � j jzj � const� jwj � constg�
Si le quotient �

�
est irrationnel alors la trajectoire �i�e� l�orbite associ�e � un seul champ

de vecteurs� est dense dans le tore et ne constitue pas une sous�vari�t� mais seulement une
sous�vari�t� immerg�e�

	�� Th�or�me de Chow et Rashevsky

Avant de d�montrer le Th�or�me de l�Orbite nous �noncerons un corollaire classique�
Soit Oq� l�orbite de q� associ�e � une famille F � V ecM � Etant donn� que la courbe

suivante est dans Oq� �

t �� q 
 etf� 
 etf� 
 e�tf� 
 e�tf� � Oq� �

le vecteur tangent �f�� f���q� est dans TqOq� � Soit LieF l�alg�bre de Lie engendr�e par F �
Nous obtenons alors la proposition suivante �

Proposition �
LieqF � TqOq�

�q � Oq� � o� LieqF � f q 
 V j V � LieFg�
Le Th�or�me de Chow et Rashevsky qui s�en suit est tr�s utilis� en th�orie du contr�le

�voir l�exemple du stationnement en cr�neau� �

Th�or�me � Soit M une vari
t
 connexe et F � V ecM tel que �

LieqF � TqM �q �M�

alors �
Oq� � M �q� �M�

Nous renvoyons au paragraphe sur le Th�or�me de Frob�nius pour l��tude du cas oppos�
o� LieF � F  avec F sous�module de V ecM � On a alors � TqOq� � LieqF � q 
 F �

��



	�� Preuve du Th�or�me de l�Orbite

Introduisons quelques notations �

�AdP�F � f�AdP �f j P � P � f � Fg � V ecM�

�q � vectfq 
 �AdP�Fg � TqM�

Ce dernier espace sera l�espace tangent de TqOq� �

Lemme � dim�q � dim�q� pour tout q � Oq� � q� �M �

D
monstration� Si q � Oq�  alors q � q� 
 Q pour un certain Q � P � Prenons un �l�ment
quelconque q� 
 �AdP �f de �q�  P � P � f � F � On a alors �

Q � �q� 
 �AdP �f� � q� 
 �AdP �f 
Q
� q� 
 P 
 f 
 P�� 
Q
� �q� 
Q� 
 �Q�� 
 P 
 f 
 P�� 
Q�

� q 
Ad�Q�� 
 P �f � �q

puisque Q�� 
 P est dans P �
Nous avons Q��q� � �q  et donc � dim�q� 	 dim�q � Comme q et q� sont interchangeables
on a l��galit��

Prouvons maintenant le Th�or�me de l�Orbite�
La vari�t� M est partitionn�e en orbites disjointes� Nous devons introduire un topologie

plus forte pour laquelle ces orbites sont les composantes connexes�
Pour tout point q � M  notons m � dim�q et prenons des �l�ments V�� � � � � Vm �

�AdP�F qui forment une base de �q � Introduisons l�application �

Gq � �t�� � � � � tm� �� q 
 et�V� 
 � � � 
 etmVm � ti � R
On a �

�Gq

�ti

����
ti��

� Vi�q��

Dans un voisinage O� su
sament petit de l�origine 	 � Rm �

�Gq

�t�
� � � � � �Gq

�tm
�� 	

dans O� i�e� Gq jO�
est une immersion�

Les ensembles de la forme Gq�O�� sont les candidats naturels pour la base de topologie
sur M � Nous allons v�ri�er certaines propri�t�s de ces ensembles�

��� Puisque les applications Gq sont su
sament r�guli�res les ensembles Gq�O�� sont des
sous�vari�t�s de dimension m de M  pour des voisinages O� assez petits�

��� Montrons que Gq�O�� � Oq � Chaque �l�ment Vi de la base de �q est de la forme �
Vi � �AdPi�fi� Pi � P � fi � F � Ainsi �

e
tVi � e

t�AdPi�fi

� e
tPi�fi�P

��

i

� Pi 
 etfi 
 P��i � P

et

Gq�t� � q 
 etVi � Oq � t � O��

��



��� Montrons que DtG�TtR
m � � �G�t�� t � O�� Puisque rg DtG � m sur O� il su
t de

montrer que
�Gq

�ti

���
t
� �G�t� pour t � O��

�Gq

�ti

����
t

�
�

�ti
q 
 et�V� 
 � � � 
 etmVm

� q 
 et�V� 
 � � � 
 etiVi 
 Vi 
 eti��Vi�� 
 � � � 
 etmVm
� q 
 et�V� 
 � � � 
 etmVm 
Q�� 
 Vi 
Q

o� Q � e
ti��Vi�� 
 � � � 
 etmVm � P 

� Gq�t� 
Q�� 
 Vi 
Q � Gq�t� 
 �AdQ���Vi � �G�t�

��� Prouvons maintenant que les Gq�O�� forment une base de topologie de M�

Soit q� �q �M  et Gq�O�� G	q� �O�� Vi �Vi les ouverts et les champs de vecteurs associ�s�

Soit �q � Gq�O�� �G	q� �O�� il faut trouver �O� tel que

G
q� �O�� � Gq�O�� �G	q� �O���

Consid�rons l�application

G
q � �t�� � � � � tm� �� �q 
 et� 
V� 
 � � � 
 etm 
Vm

Il faut montrer que pour �t�� � � � � tm� su
samment petit

G
q�t�� � � � � tm� � Gq�O���

On proc�de successivement sur chacun des tildeVi� D�apr�s la propri�t� ��� �V��q� � �q

pour q � Gq�O�� su
samment proche de �q� Puisque Gq�O�� est une sous�vari�t� et

que �q � TqGq�Oq� �q 
 et� 
V� � Gq�O��� On r�p�te l�op�ration m fois pour obtenir le
r�sultat voulu�

On note d�sormais MF la vari�t� M munie de la nouvelle topologie forte�

��� Pour chaque q� � M  l�orbite Oq� est une composante connexe de MF � En e�et elle
est���

���connexe � chaque application t �� q 
 etf  f � F est continue� l�orbite Oq� est donc
connexe par arcs�

���ouverte � Gq�Oq� � Oq� pour tout q � Oq�

���et ferm�e � Si qn est une suite de Oq� qui tend vers q dans MF  alors pour n assez
grand qn est aussi dans Oq � Oq� � Oq �� � ce qui implique Oq� � Oq�

��� La structure lisse des Oq� est donn�e par les Gq o� q � Oq� � Notons que la dimension
de ces orbites peut changer avec q��

��� Gr"ce � la propri�t� ��� TqOq� � �q � q � Oq� �

La preuve du Th�orme de l�Orbite est termin�e�

Remarque � La description de l�espace tangent de Oq� n�est pas tr�s explicite � la structure
du groupe P est en g�n�ral assez complexe� Nous avons cependant �

LieqF � TqOq� �

��



	�	 Le cas analytique

En g�n�ral l�inclusion LieqF � TqOq� est stricte�
Prenons par explemple M � R� et F � f �

�x�
� a�x��

�
�x�

g o� a est lisse � support compact�

Alors M n�a qu�une seule orbite mais LieqF �� TqM � R� �
En e�et lorsque x� �� Supp a LieqF � vectf �

�x�
g �� R� �

Cette partie �tudie le cas analytique o� l��galit� a lieu�
Nous utiliserons le lemme suivant �

Lemme � Soit V � V ecM un module de type �ni sur C��M�� Soit X � V ecM � Supposons
que �

�adX�V � f�adX�V j V � Vg � V �
Alors

Ad etXV � V �
Nous avons alors le th�or�me suivant �

Th�or�me �
 Soit F � V ecM � Supposons que le module LieF est localement de type �ni
sur C��M�� Alors

TqOq� � LieqF �
pour chaque orbite Oq� et tout q � Oq� �

Un sous�module V � V ecM est dit localement de type �ni  si la restriction de V au
voisinage de tout point de M �

Dans le cas analytique �o� M et F sont analytiques� LieF est localement de type
�ni sur C��M�� Cela d�coule du caract�re noeth�rien de l�anneau des germes de fonctions
analytique�

D�montrons d�abord le th�or�me�

D
monstration� D�apr�s le Th�or�me de l�Orbite

TqOq� � vectfq 
Ad�et�f� 
 � � � 
 etkfk �f j fi� f � F � tk � R� k � Ng

Par d��nition
�adf�LieF � LieF �f � F �

On applique le lemme �
�Adetf �LieF � LieF

C�est pourquoi

Ad�et�f� 
 � � � 
 etkfk �f � Adet�f� 
 � � � 
Adetkfkf � LieF

Et donc
TqOq� � LieqF �
TqOq� � LieqF �

D�montrons maintenant le lemme�

D
monstration� Soient V�� � � � � Vk des champs de vecteurs qui engendrent V � Par hypoth�se

�X�Vi� �
kX

j��

aijVj

o� aij � C��M�� Nous devons prouver que le champ de vecteur suivant est dans V �

Vi�t� � �AdetX�Vi � e
tadXVi

�	



Or �

�Vi�t� � e
tadX �X�Vi� � e

tadX

kX
j��

aijVj

�

kX
j��

�etXaij�Vj�t��

La solution �V��t�� � � � � Vk�t�� de cette �quation di��rentielle s�exprime lin�airement en fonc�
tion des conditions initiales �

Vi�t� �
kX

j��

�ij�t�Vj�	� � V

Remarque � Dans le cas analytique on peut aussi d�montrer le th�or�me en partant de
la convergence de la s�rie exponentielle�

	�� Le th�or�me de Frob�nius

Ce paragraphe d�crit le cas oppos� du th�or�me de Chow et Rashevsky c�est���dire le
cas o� LieF � F  avec F sous�module de V ecM � On a alors � TqOq� � LieqF � q 
 F �

Plus g�n�ralement consid�rons une distribution � � T M  i�e� une application lisse qui
� q � M  associe un sous�espace �q de TqM � Une telle distribution est dite int�grable s�il
existe pour chaque q �M  une sous�vari�t� immerg�e Nq telle que T
qNq � �
q  ��q � Nq �

Une distribution de dimension un partout est int�grable� Une distribution quelconque
n�est pas int�grable en g�n�ral� Cherchons des conditions n�cessaires� Introduisons

�� � fV � V ecM j V �q� � �q ��q �Mg

et supposons � int�grable� Soit q � M et Oq  l�orbite de q associ�e � ��� Chaque champ
de vecteur de �� est tangent � Nq� Ainsi l�orbite Oq est localement incluse dans Nq� Or
dimOq � dim�q � dimNq� Localement on a donc Oq � Nq� D�apr�s le th�or�me de l�orbite

Lieq �� � TqOq � �q

c�est pourquoi
Lieq �� � �q

Cela implique que
�V�� V� � ��� �V�� V�� � ��

R�ciproquement consid�rons une distribution � qui v�ri�e cette condition� Dans un voisi�
nage Oq� de q� on peut supposer que �� est engendr� par f�� � � � � fk� Lie�� est localement
un module de type �ni sur C��M�� Gr"ce au th�or�me pr�c�dent

TqOq� � Lieq �� � �q

� est bien int�grable avec Nq � Oq �
On a prouv� le th�or�me de Frob�nius �

Th�or�me �� Une distribution � est int
grable ssi localement Lie�� � ���

��




 Stabilisation des syst�mes autonomes

Continuit� du �ot On pr�sente ici une propri�t� de r�gularit� des solutions relativement
aux conditions initiales et au contr�le e�ectu�� La d�monstration �tant tr�s technique et
sans grande nouveaut� par rapport � la d�monstration sans contr�le cette propri�t� sera
admise� #�$
Pour � � 	 on note D� l�ensemble des couples �a� �� de X �L���	� � ��U� tels que le contr�le
� est admissible pour le probl�me� Pour un tel couple s�il n�y a pas d�ambiguit� on notera
en g�n�ral � la trajectoire solution du probl�me� On d��nit �galement ��a� �� �� ���� le �ot�

Th�or�me �� L�ensemble D� est ouvert� et la fonction

D� �� C���	� � ��
�x� �� ��� �

est continue�

��� Introduction

Il existe deux variantes de la stabilit� � un point de vue local et un point de vue global�
On pr�sentera ici uniquement le point de vue local ce qui permet de restreindre au possible
les domaines de d��nition des objets� On d�montre facilement que dans le cas d�un syst�me
lin�aire les variantes globales et locales co%ncident�
On va s�int�resser � la stabilisation autour des points d��quilibre i�e� les points x� tels qu�il
existe u� � U avec f�x�� u�� � 	�

D��nition �

� Soient � � X � et a� b � ��
a est asymptotiquement contr�lable jusqu�	 b sans quitter � s�il existe un contr�le
� � U ����� admissible tel que �

� si � est la trajectoire associ
e 	 a et au contr�le �� on a

lim
t��

��t� � b

� �t � 	 ��t� � �

� Soit x� un 
tat d�
quilibre du syst�me�
Le syst�me est localement asymptotiquement contr�lable en x� si pour tout voisinage
� de x�� il existe un voisinage V de x� tel que tout point de V est asymptotiquement
contr�lable jusqu�	 x� sans quitter �

��



Exemple � On consid�re un pendule simple repr�sent� par l�angle �
par rapport � l��tat d��quilibre stable �position verticale vers le bas�� Le
mouvement est d�crit par �� � sin��� � 	�
Supposons que l�on puisse de plus contr�ler un moment d�inertie u�t�
appliqu� au pendule � la liaison� On a alors �� � sin��� � u�t�
Si on lin�arise autour de la position d��quilibre instable ! en posant � �
� � � on obtient ���t�� ��t� � u�t��
Supposons que l�on puisse appliquer un r�trocontr�le � i�e� un contr�le qui
d�pend uniquement de l��tat du syst�me � de la forme u�t� � ����t� �
� ���t��
On obtient l��quation ���t� � � ���t� � ��� 
���t� � 	�
Les racines de l��quation caract�ristique sont �

��� �
p
�� � ���� 
����

Donc si l�on choisit correctement � et � on peut obtenir des solutions
qui tendent vers 	 � l�in�ni � on stabilise ainsi le syst�me gr"ce au r�tro�
contr�le u�
On va montrer que si le syst�me lin�aris� est asymptotiquement contr��
lable alors le syst�me original est localement asymptotiquement contr��
lable� C�est le cas ici � on peut donc maintenir le pendule au voisinage
de l��quilibre �instable��

Remarque � On va dans la suite se baser surtout sur la notion de r�trocontr�le� Ils sont
en e�et robustes et peuvent s�adapter aux �ventuelles perturbations du syst�me au cours
de l��volution�

��� Cas des syt�mes lin�aires

Dans le cas d�un syst�me lin�aire �x � Ax�Bu un r�trocontr�le �lin�aire� est de la forme
u � Cx pour une certaine matrice C �M�m�n�� On se ram�ne ainsi � l��tude des matrices
A�BC� On d�montre d�ailleurs que ces contr�les su
sent pour stabiliser ces syst�mes�

Proposition �� Les propositions suivantes sont 
quivalentes �

� le syst�me est asymptotiquement contr�lable 	 l�origine

� chaque racine de �i a une partie r
elle strictement n
gative

� il existe une matrice C �M�n�m� telle que A�BC soit Hurwitz �

D
monstration�
���� ���
Gr"ce au changement de base z � T��x on se ram�ne � des matrices de la forme�

A� A�

	 A�

�
�

�
B�

	

�
o� A� est la partie incontr�lable comme dans la d�composition de Kalman� On consid�re

des vecteurs de la forme

�
	
z�

�
 o� z� � Rn�r � On sait qu�il existe un contr�le tel que la

trajectoire obtenue v�ri�e lim ��t� � 	�

Mais si l�on d�compose de la m me mani�re la trajectoire ��t� �

�
���t�
���t�

�
 on obtient

�
����t� � A����t�
���	� � z�

� lim
t��

���t� � 	

Puisque l�on a choisi z� arbitrairement cela signi�e que A� est Hurwitz�

�i�e� les parties r�elles des valeurs propres sont strictement n�gatives

��



���� ���
C�est une cons�quence du lemme suivant appel� Pole�Shifting Theorem

Lemme �� L�ensemble des polyn�mes de la forme �A�BC est exactement l�ensemble des
polyn�mes unitaires de degr
 n divisibles par �i

Preuve du lemme � Si �A�B� n�est pas contr�lable on e�ectue la d�composition de Kalman �

T��AT �

�
A� A�

	 A�

�
et T��B �

�
B�

	

�
On a alors �A�BC � �T��AT��T��B��CT �� Donc par la bijection C �� CT  on peut se
ramener � un syst�me �A�B� comme dans la d�composition� Mais alors

�A�BC � �A��B�C��i

avec �A�� B�� contr�lable� On est ramen� au cas o� le syst�me est contr�lable � il su
t de
d�montrer que tout polyn�me de degr� n peut se mettre sous la forme �A�BC �
On va d�abord traiter le cas m � 
� On note �A � Xn � �nX

n�� � � � � � ��X � �� le
polyn�me caract�ristique de A�
Posons

�A ��

�BBBBB	
	 	 � � � 	 ��


 	 � � � 	 ��

	 
 � � � 	 ��

���
���

� � �
���

���
	 	 � � � 
 �n


CCCCCA et �b ��

�BBBBB	


	
	
���
	


CCCCCA
D�apr�s Cayley�Hamilton on a AR�A� b� � R�A� b� �A et b � R�A� b��b� Puisque le syst�me
�A� b� est suppos� contr�lable de m me qu�� la premi�re �tape on peut se ramener au
syst�me � �A��b� gr"ce au changement T �� R�A� b��

On peut m me se ramener � tout syst�me contr�lable � A�b� o� A a le m me polyn�me
caract�ristique que A� En particulier le syst�me �

A �

�BBBBB	
	 
 	 � � � 	
	 	 
 � � � 	
���

���
���

� � �
���

	 	 	 � � � 

�� �� �� � � � �n


CCCCCA et b �

�BBBBB	
	
	
	
���




CCCCCA
Alors si l�on se donne un polyn�me unitaire de degr� n � � � Xn � �nX

n�� � � � �� �� le
contr�le c �� ��� � ��� � � � � �n � �n� v�ri�e � �A��bc � ��
Traitons maintenant le cas g�n�ral� On choisit b � ImB� b �� 	� On note b �� Bv� Si l�on
d�montre qu�il existe C tel que �A � BC� b� soit contr�lable on se ram�ne au cas m � 
 �
il existe un vecteur ligne � tel que � � �A�BC�b� � �A�B�C�v�� et on a montr� le lemme
gr"ce au contr�le C � v��

Construction de C Si fx�� � � � � xkg est une famille d��l�ments de Rn  on consid�re la
propri�t� �

fx�� � � � � xkg ind�pendants �

x� � b � Bv et � � 	 i 	 k xi �Axi�� � ImB

avec x� � 	� On choisit une telle famille avec k maximal et on pose V � V ect�x�� � � � � xk�
Par maximalit� �u � U Axk � Bu � V � En particulier pour u � 	 Axk � V  et donc
ImB � V � D�apr�s la propri�t� on a donc �i Axi � V  et donc V est un espace invariant
par A et contenant ImB� Donc R�A�B� � V  et V est l�espace tout entier� C�est donc que
k � n�
Si l�on d��nit pour i � f
� � � � � n� 
g Cxi �� ui avec ui qui v�ri�e xi �Axi�� � Bui�� et
Cxn d��ni arbitrairement ! on a R�A�BC� x�� � �x�� � � � � xn� de rang n�

��



Conclusion Il su
t donc de choisir un polyn�me � de degr� n� r dont les racines soient
strictement n�gatives � on sait qu�il existe un r�tro�contr�le C tel que �A�BC � ��i et ainsi
A�BC est Hurwitz�

���� ���
C�est �vident avec le r�tro�contr�le ��t� �� Cx�t��

��� M�thode de Lyapounov

D��nition � Soit x� un 
tat d�
quilibre du syst�me� Une fonctionnelle de Lyapounov est
une fonction V continue d
�nie sur un voisinage O de x�� qui v
ri�e les propri
t
s suivantes �

� V est propre � fx � XjV �x� 	 g est un compact inclus dans O pour  su�sament petit

� V est d
�nie positive � V �x�� � 	 et V �x� � 	 si x �� x�

� quelque soit x �� x� dans O� il existe un contr�le admissible � � U ���	 tel que

�t � �	� �� V ���t�� 	 V �x� et V ������ 	 V �x�

On peut voir V comme une fonction d��nergie du syst�me ayant une allure de �cuvette��
Les trajectoires descendent dans cette cuvette jusqu�� atteindre x��

La troisi�me propri�t� n�est en g�n�ral pas facile � mettre en �vidence pour une fonction V
donn�e� On utilisera en pratique le crit�re suivant �

Crit�re �� Si l�on suppose que la fonction V d
�nie sur l�ouvert O est de classe C�� et
v
ri�e les propri
t
s ��� et ���� alors il su�t qu�elle v
ri�e la propri
t
 �

�x �� x� �u � U rV �x��f�x� u� 	 	

pour �tre une fonctionnelle de Lyapounov�

D
monstration�
Il su
t d��tablir la troisi�me propri�t��
On consid�re le contr�le constant u � U ���	� La trajectoire qui en r�sulte v�ri�e

dV ���t��

dt
� rV ���t���f ���t�� u� 	 	

si � est choisi assez petit de mani�re � ce que � reste su
sament proche de x �on utilise ici
la continuit� de ��

Th�or�me �� Supposons qu�il existe une fonction de Lyapounov pour x�� Alors le syst�me
est localement asymptotiquement contr�lable�

La d�monstration technique se d�roule en quatre �tapes�

D
monstration�

Etape �

Quelque soit � � 	 il existe � � 	 tel que �y V �y� 	 � � ky � x�k 	 �

Sinon par l�absurde il existe �� � 	 et une suite �yn� de fxjV �x� 	 ��g telle que V �yn�� 	
et ky � x�k � ��� Par compacit� on peut extraire de �yn� une sous suite qui converge vers
y�� Par continuit� V �y�� � 	 et donc y� � x� ce qui contredit ky� � x�k � ���
On en d�duit imm�diatement �

lim
t��

V ���t�� � 	� lim ��t� � x�

On se ram�ne alors � un ensemble de d��nition O de la forme fxjV �x� 	 ��g voisinage de
x� compact par hypoth�se�

��



Etape �

D��nition � On dit que y est bien atteignable 	 partir de x si on peut atteindre y gr�ce 	
une trajectoire � qui v
ri�e V ���t�� 	 V �x� et V �y� 	 V �x��

Si x �� x� la propri�t� �� montre qu�il existe un y bien atteignable
� partir de x�
On d��nit alors �

B�x� �� inffV �z�jz est bien atteignable � partir de xg

Puisque V �y� 	 V �x� on a B�x� 	 V �x�� On veut montrer que
B�x� � 	� Supposons que B�x� � � � 	�
Soit alors �zn�n telle que �n zn est bien ateignable de x et V �zn��
� en d�croissant� On reste dans le compact C �� fzjV �z� 	 V �x�g
et on peut donc se ramener � zn � z� Par continuit� de V  V �z� �
� � 	 et donc z �� x��
Choisissons y � O bien atteignable � partir de z� Choisissons
�galement  � 	 tel que V �z� 	 V �x��  et V �y� 	 V �z�� �
Soit � � U ���	 tel que la trajectoire � issue de z v�ri�e V ���t�� 	
V �z� pour t � �	� �� et ���� � y�
D�apr�s la continuit� uniforme de V sur C

�� � 	 t�q� ja� bj 	 � � jV �a�� V �b�j 	 

D�apr�s le th�or�me �� �n tel que � est admissible pour zn et
tel que k�n � �k� 	 � et donc jV ��n�� V ���j� 	 �
Posons yn �� �n���� Par concat�nation � x � zn � yn ! l��tat yn
est bien atteignable � partir de x car

�t V ��n�t�� 	 V ��n�t��� V ���t�� � V ���t�� 	 � V �z� 	 V �x�

Ceci fournit une contradiction car

jV �yn�� V �y�j 	  et V �y� 	 B�x�� � V �yn� 	 B�x�

Ce qui contredit la d��nition de B�x�� Ainsi B�x� � 	�

Etape � On peut maintenant construire un contr�le qui ram�ne un �tat x �� x� � l��tat
d��quilibre� Pour cela on va d�abord construire pour chaque x �� x� un contr�le en temps
� � 
 qui v�ri�e V ���t�� 	 V �x� et V ������ 	 �

�V �x�� Ceci permettra ainsi d�atteindre
�tape apr�s �tape le temps � tout en se rapprochant de plus en plus de l�origine �gr"ce
au marqueur qu�est la fonctionnelle V ��
On va proc�der en deux parties � on se rapproche de l�origine gr"ce � l��tape pr�c�dente
puis on y stagne pendant un temps � 
 pour garantir � � 
�
Contr�lons d�abord le syst�me au voisinage de l�origine disons pour fzjV �z� 	 �

�V �x�g� Par
continuit� de V en 	 il existe  � 	 tel que kz � x�k 	  entra&ne V �z� 	 �

�V �x�� Puis
d�apr�s le th�or�me �� �

�� � 	 �y ky � x�k 	 � � k��t�� x�k� 	 

o� ��t� d�signe la trajectoire issue de y et du contr�le constant u� � U �����
D�apr�s la premi�re �tape

�� � 	 t� q� �y V �y� 	 � � ky � x�k 	 �

Maintenant que tout est en place on peut choisir une trajectoire en temps � partant de x 
et qui v�ri�e

V ���t�� 	 V �x� et V ������ 	 �

��



�d�apr�s l��tape pr�c�dente � B�x� � 	��
A partir de y �� ���� on applique un contr�le constant u� � U ����� La trajectoire �nale
v�ri�e bien les hypoth�ses voulues V ���t�� 	 V �x� et V ������ 	 �

�V �x��

Conclusion Soit � un voisinage de x�� Soit � � 	 tel que fzjV �z� 	 �g � � et � 	 ���
On pose V �� fzjV �z� 	 �g�
Soit x � V � On construit par r�currence des contr�les ��n� en temps � 
 qui v�ri�ent �

V ����t�� 	 V �x�� et si y� �� ��x� ��� � V �y�� 	 


�
V �x�

et en partant de yn �

V ��n���t�� 	 V �yn� � et si yn�� �� ��yn� �n� � V �yn��� 	 


�
V �yn�

De sorte que V �yn� 	 


�n��
V �x�� Mis bout � bout la trajectoire � qui en r�sulte par conca�

t�nation v�ri�e donc limt�� V ���t�� � 	 et donc lim ��t� � x�� On v�ri�e de plus que la
trajectoire ne quitte pas � car V ���t�� 	 V �x� 	 ��

��	 Retour sur les syst�mes lin�aires

On peut se ramener � des syst�mes sans contr�le de la forme �x � Ax � l�aide d�un r�tro�
contr�le u � Cx�

Proposition �� Sont 
quivalents �

� A est Hurwitz

� il existe une matrice P � 	 telle que A�P � PA � �I
� il existe une matrice P � 	 telle que V �x� �� x�Px est une fonction de Lyapounov

D
monstration�
���� ���
Puisque A est Hurwitz il existe � 	 	 tel que etA � O�e�t� et etA

�

� O�e�t� �
Alors

P ��

Z �

�

e
tA�

e
tAdt

est bien d��nit et convient� En e�et �

A�P � PA �

Z �

�

A�etA
�

e
tA � e

tA�
e
tAAdt

�

Z �

�

d�etAetA
�

�

dt
dt

� �I
En�n puisque x�etA

�

e
tAx � ketAxk� on voit bien que la matrice P est d��nie positive�

���� ���
x �� x�Px est une forme quadratique d��nie positive� Donc x �� p

x�Px est une norme�
On voit ainsi que V est propre� La deuxi�me propri�t� est acquise par d��nition de P � Un
rapide calcul donne en�n

rV �x��Ax � �Ax��Px� x�P �Ax� � �kxk�

D�apr�s le crit�re �� V est une fonctionnelle de Lyapounov pour le syst�me�
���� ���
D�apr�s le th�or�me le syst�me est asymptotiquement contr�lable� La proposition �� a
rme
alors que A est Hurwitz �ici B � 	��

��



��� Principe de lin�arisation

On revient au cas g�n�ral d�un syst�me de la forme �x � f�x� u��

Th�or�me �� Soit �x�� u�� un point d�
quilibre�
Si le syst�me lin
aris
 est asymptotiquement contr�lable �en x��� alors le syst�me est loca�
lement asymptotiquement contr�lable�
De plus� on peut trouver une matrice C telle que le r
trocontr�le u� �C�x� x�� stabilise le
syst�me�

D
monstration�
Il su
t de d�montrer la deuxi�me assertion�
Soit �y � A�x� x�� �B�u� u�� le syst�me lin�aris� au point d��quilibre �x�� u��
Par hypoth�se il existe une matrice C telle que � �� A�BC est Hurwitz� Soit alors P une
matrice d��nie positive telle que ��P � P� � �I �
Lorsqu�on lin�arise le syst�me �x � ��x� �� f�x� u��C�x�x��� en x� on obtient le syst�me
sans contr�le �y � �y �

��x� � ��x� x�� � ��x � x��

o� ��y� � o�y��
On pose alors V �x� �� �x� x��

�P �x� x�� restreinte � X �
On a les propri�t�s ��� et ��� comme � la proposition pr�c�dente� Il reste � mettre en �vidence
la propri�t� � des fonctionnelles de Lyapounov �

rV �x����x� � �x� x��
����P � P���x� x�� � ��x� x��

�P��x� x��

� �kx� x�k� � o��x � x��
��

Donc rV �x����x� 	 	 si kx� x�k est su
sament petit � on obtient ainsi le voisinage O de
x� attendu dans la d��nition�

��� Th�or�me de stabilisation de Brockett

D��nition � On dit que le syst�me �x � f�x� u� est C� stabilisable au point d�
quilibre x�
s�il existe un voisinage O et un r
tro�contr�le C� k � O � U tel que k�x�� � u� et qui
stabilise le syst�me en x��

Autrement dit le syst�me sans contr�le �x � f�x� k�x�� est asymptotiquement contr�lable
en x��
Le th�or�me suivant donne une condition n�cessaire de stabilit� dans le cadre d�un contr�le
C�� La d�monstration repose en particulier sur un lemme de topologie alg�brique utilisant
la notion de degr� #�$�

Th�or�me �� �Brockett� Si le syst�me �x � f�x� u� est C� stabilisable au point d�
quilibre
x�� alors l�image de f contient un voisinage de 	�

Si l�on applique le r�tro�contr�le k que l�on e�ectue une translation pour ramener le point
d��quilibre � l�origine et que l�on se restreint � une boule centr�e � l�origine incluse dans le
domaine d�attraction on se ram�ne � un syst�me de la forme �x � F �x� asymptotiquement
contr�lable � l�origine�
Pour x � X  on note ��x� �� la trajectoire issue de x � l�instant 	�
On d��nit le domaine d�attraction de x� �

D �� fx � Xj lim
t��

��x� t� � x�g

Lemme �
 Soit x � D et � un voisinage de x�� Il existe un voisinage W de x � D et
T � 	 tel que �

�y � W �t � T ��y� t� � �

D
monstration�
Par d��nition de la stabilit� il existe un voisinage ouvert V � D de x� tel que toute
trajectoire partant de V reste dans ��

��



Soit x � D� Il existe T tel que ��T� x� � V � Par continuit� de ���� T � il existe un voisinage
W de x tel que �y � W ��y� T � � V �
Puisque V � D il est clair que W � D� On a bien la propri�t� �y � W �t � T ��y� t� � �
par d��nition de V �
On en d�duit entre autre que le domaine d�attraction de x� est ouvert�

Lemme �� Le domaine d�attraction est contractile

D
monstration�
On va d�montrer que l�application

H � D � �	� 
� �� D
�x� t� ��� ��x� t

��t �

est continue ce qui fournira une homotopie de D vers x��
Seule la continuit� en t � 
 pose un probl�me� Soit x � D et � un voisinage de x�� D�apr�s
le lemme pr�c�dent il existe W et T tels que �y � W �t � T ��y� t� � �� Si � �� �

T�� 

��y� s� � W � �
� �� 
� ��y� s� � �

Lemme �� Soit H � B�	� 
�� �	� 
� �� Rn continue telle que �x H�x� 
� � �x et

�t �x � S�
� H�x� t� �� 	

Soit
F � B�	� 
� �� Rn

x ��� H�x� 	�

Alors l�image de F contient un voisinage de 	�

D
monstration�
Pour G � B�	� 
� �� Rn continue et y � B�	� 
� tels que �x � S�
� G�x� �� y on note
deg�G� y� le degr� de G en y� C�est un entier et c�est un invariant d�homotopie � condition
que �x � S�
� H�x� t� �� 	�
On a donc deg�F� 	� � deg��x� 	� � ��
�n�
De plus puisque F ne s�annule pas sur S�
� � � 	 jF �x�j � � Donc

F �x� �� y �y � B�	� �� x � S�
�

On peut donc �galement d��nir deg�F� y� pour de tels y�
Le degr� d�pend contin'ment de y et puisque c�est un entier on a

deg�F� y� � deg�F� 	� � ��
�n �y � B�	� �

Mais deg�F� y� �� 	 entra&ne que l��quation F �x� � y a au moins une solution� Ainsi l�image
de F contient B�	� ��

D
monstration du th
or�me�
On va utiliser le lemme pr�c�dent avec l�homotopie

eH�x� t� ��

���
F �x� si t � 	
�
t
���x� t

��t �� x� si t � �	� 
�

�x si t � 


qui joint F � �x� On remarque d�abord que eH�x� t� �� 	 si x �� 	 car il ne peut y avoir de
points p�riodiques dans le domaine d�attraction outre ��
Si 	 	 t 	 
 eH est �videmment continue� Si t � 
 on a vu que eH �tait continue dans le
lemme ���
Il reste � montrer la continuit� aux points de la forme �	� x�� Pour tous s et y on a �

��y� s�� y

s
�




s

Z s

�

F ���y� ���d�

��



D�o�


 � s

s
���y� s�� y�� F �x� �




s

Z s

�

�F ���y� ��� � F �x��d� �

Z s

�

F ���y� ���d�

Par continuit� de F 
� il existe un voisinage W de x et � � 	 tels que

kF ���y� ���� F �x�k 	 

�
�y � W �� 	 �

Ainsi avec t �
s


 � s
 on a

�� 	 �


 � �
k eH�y� t�� f�x�k 	 

�
�M

t


� t

o� M �� sup��
� y�W kF ���y� ���k�
Il su
t alors de choisir t su
sament petit pour que le deuxi�me terme soit 	 �� ce qui

d�montre la continuit� de eH �

Compl�ment � On consid�re le syst�me a
ne sans d�rive

f�x� u� �
mX
i��

fi�x�ui

Si l�on s�autorise des contr�les d�pendant du temps en plus de l��tat du syst�me i�e� de la
forme ��t� x� on peut stabiliser des syst�mes moins contraignants �

Th�or�me �� Supposons que �x � Rn � f	g fh�x�� x � Lie�ff�� ���� fng�g � Rn �
Alors pour tout T � 	� le syst�me peut��tre asymptotiquement stabilisable gr�ce 	 un contr�le
��t� x� T p
riodique de classe C��

La d�monstration de ce th�or�me est tr�s di
cile� On renvoie � #�$ pour plus de d�tails�

� Contr�le en dimension in�nie

On s�int�resse maintenant au contr�le d��quations aux d�riv�es partielles� On va regarder
plus particuli�rement des syst�mes hyperboliques lin�aires et sym�triques qui ont l�avan�
tage d� tre relativement simples � �tudier tout en utilisant des m�thodes g�n�rales�

�w

�t
� A�x�

�w

�x
�B�x�w� x � �	� 
� t � 	� w�x� t� � Rn

On va supposer que A est de classe C� sym�trique et que B est continue pour x � �	� 
��
On suppose de plus que les valeurs propres de A�x� v�ri�ent

���x� 	 ���x� 	 � � � 	 �p�x� 	 	 	 �p���x� 	 � � � 	 �p�q�x�

avec �k �k � �k�� ou �k 	 �k���
On d�montre qu�on alors peut se ramener � une matrice A�x� diagonale par l�interm�diaire
d�une matrice orthogonale de classe C��
On pose A� �� Diag���� ���� �p� et A� �� Diag��p��� � � � � �p�q� de sorte que

A ��

�
A� 	
	 A�

�

On d�compose aussi w �

�
w�

w�

�
�

On va utiliser la m�thode des caract�ristiques �

�	



D��nition � Les caract
ristiques associ
es 	 la keme valeur propre sont les solutions de
l�
quation di�
rentielle ordinaire

dx

dt
� �k�x� � 	

On pose ck�x�� t�� la caract�ristique qui passe par le point x� au temps t�� Si l�on note wk

la keme composante de w on a le long d�une caract�ristique x associ�e � �k �

d

dt
�wk�x�t�� t�� �

�wk

�t
�x�t�� t� � �k�x�t��

�wk

�t
�x�t�� t� � Bk�x�t��w�x�t�� t�

Les �quations sont ici coupl�es par le deuxi�me terme en w�x�t��� Cela entraine des compli�
cations non n�gligeables dans la r�solution du probl�me� Pour simpli�er on va dans la suite
se limiter au cas o� B est diagonale elle aussi� Les principales id�es de la d�monstration
principale seront quand m me mises en �vidence� On note B �� Diag�b�� � � � � bn�
On se donne la valeur de w � l�instant initial � w��� 	� � w� � L���	� 
��� En g�n�ral on
impose �galement des contraintes de bord de la forme

w��	� t� � D�w
��	� t� � w��
� t� � D�w

��
� t�

Cependant dans le cadre de cette th�orie on rajoute un contr�le sur les conditions aux
limites de la forme

w��
� t� � D�w
��
� t� �Du�t�

o� D est une matrice q � q inversible�

Position du probl�me � �tant donn�s w� et w� dans L���	� 
�� et T � 	 on cherche un
contr�le u � L���	� T �� tel que w��� T � � w��

Th�or�me �� On suppose

T �
Z �

�

dx

�p���x�
�
Z �

�

dx

�p�x�

Alors un tel cont�le existe dans le cas o� w� � 	�
Si de plus p � q � n��� et D� et D� sont inversibles� alors un tel contr�le existe dans le cas
g
n
ral�

D
monstration� C�est un exercice simple sur l�agencement des caract�ristiques dans le rec�

tangle �	� 
�� �	� T �� La condition T � R �� dx
�p���x�

� R �� dx
�p�x�

sigini�e que les deux caract�ris�

tiques cp�
� T � et cp���
� 	� ne se coupent pas dans ce rectangle�

��



Etape � On r�soud wn dans �n le domaine de d�termination d�limit� par la caract��
ristique cn�
� 	� et les segments x � 	 et t � 	� Dans cette zone wn est donn� par le
probl�me � ���

d

dt
�wn�cn�y� � ��t�� t�� � bn�cn�y� � ��t��w

n�cn�y� � ��t�� t�

wn�cn�y� � ��	�� 	� � w��cn�y� � ��	��

dont la reformulation int�grale est �

wn�y� �� � w��cn�y� � ��	�� �

Z �

�

bn�cn�y� � ��t��w
n�cn�y� � ��t�� t�dt

Cela se r�soud par la m�thode des approximations successives �

wn
���y� �� �� w��cn�y� � ��	��

wn
�m���y� �� �� w��cn�y� � ��	�� �

Z �

�

bn�cn�y� � ��t��w
n
�m�cn�y� � ��t�� t�dt

On d�montre ais�ment par r�currence que

sup
y�����

jwn
�m���y� �� � wn

�m�y� ��j 	Mm�� �m��

�m� 
��

o� M majore jbnj� Il y a donc convergence de �wn
�m�m�

On prolonge ensuite wn sur le segment I tout entier�
On fait de m me pour les wk � p � 
 	 k 	 n � 
 dans leurs domaines de d�termination
respectifs construits sur le m me mod�le� On les prolonge �galement sur le m me segment
I � On connait ainsi w� sur le segment I �
Gr"ce � la condition au bord w��	� t� � D�w

��	� t� on en d�duit la valeur de w��	� �� sur I �

Etape � Partant de w��� T � � 	 on impose w � 	 dans tout le domaine �p���� � � � � ���
situ� au�dessus cette fois de cp�
� T �� En particulier cela v�ri�e bien la condition au bord
w��	� t� � D�w

��	� t� sur le compl�mentaire de I � On connait donc la valeur de w sur les
trois segments x � 	 t � 	 et t � T �

��



Etape � On est alors en mesure de r�soudre le probl�me sur le rectangle tout entier en
s�appuyant sur les caract�ristiques qui partitionnent le rectangle�
On obtient alors la valeur sur le bord x � 
 et on trouve le contr�le u�t� �� D��w��
� t��
D��D�w

��
� t� voulu�

Dans le cas particulier p � q � n�� et D� et D� inversibles il su
t de modi�er l��tape
�� On peut retourner le probl�me et r�soudre � partir de w��� T � � w� exactement sur le
m me mod�le que l��tape ��

Remarque � Si l�on ne suppose plus les �quations d�coupl�es �i�e� B diagonale� on ne
peut plus r�soudre les �quations ind�pendamment le long des caract�ristiques� L� encore les
domaines de d�termination jouent un r�le tr�s important�
La m�thode des approximations successives utilis�es � l��tape � fonctionne telle quelle dans
la zone d�limit�e par les caract�ristiques cn�
� 	� et cp�	� 	�� En dehors de cette zone la
r�solution utilise a priori des maillages du rectangle���

��
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