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L�arithm�tique est principalement l��tude de l�anneau des entiers relatifs Z� de son corps des fractions Q
form� de ce que l�on appelle les nombres rationnels et des extensions �nies ou alg�briques de ce dernier� Ce
texte se propose de d�crire un des multiples aspects de cette �tude� et d��noncer un r�sultat encore conjectural
permettant de voir quelle genre de choses on attend et en quoi elles sont int�ressantes�

Ce texte commence donc par faire de tr�s brefs rappels sur la g�om�trie alg�brique et la localisation qui
d�bouchent naturellement sur la pr�sentation de Qp et de ses extensions� Il nous faudra aussi consacrer quelques
pages � l��tude des groupes de Galois de ces extensions car il s�agit vraiment de l�objet simple � manipuler qui
d�tient �norm�ment d�informations� On sera alors en mesure de conclure en �non�ant le r�sultat dont on a d�j�
parl� et de donner quelque vague id�e de la fa�on dont on peut l�attaquer�

� Un peu de g�om�trie alg�brique

��� Les id�es de base de la g�om�trie alg�brique

Comme son nom l�indique� la g�om�trique alg�brique essaie de donner un sens g�om�trique � un objet
purement alg�brique� pr�cis�ment aux anneaux� L�id�e consiste plus ou moins� �tant donn� un anneau A� de
voir A comme l�anneau des polyn�mes sur un certain � objet g�om�trique �� Bien entendu� pour l�instant cela
n�a pas grand sens � il reste encore � d��nir � objet g�om�trique � et m�me � anneau des polyn�mes � parce que
si l�on sait ce que sont les polyn�mes � coe�cients dans R� C ou m�me n�importe quel anneau� on ne sait pas
a priori ce qu�est l�anneau des polyn�mes � coe�cients dans un � objet g�om�trique �� typiquement un espace
topologique�

Nous n�allons pas ici d�tailler toutes les constructions permettant de concr�tiser la chose pr�c�dente car elles
ne rentrent pas dans le cadre de cet expos�� Nous allons plut�t pr�senter un exemple qui permet de se faire une
id�e intuitive de la situation� puis appliquer cet exemple � l�arithm�tique� c�est���dire � l�anneau Z�

Donc� pour commencer� on remplace Z par C �u�� l�anneau des polyn�mes � une variable � coe�cients
complexes� D�apr�s ce qui a �t� dit pr�c�demment� il n�est pas surprenant d�apprendre que l�� objet g�om�trique �
associ� � cet anneau est la droite complexe� C donc� De la m�me fa�on� si on avait choisi de consid�rer C �u� v��
l�anneau des polyn�mes en deux variables � coe�cients complexes� l�� objet g�om�trique � associ� aurait �t� le
plan complexe� c�est���dire C � �

Mais restons avec la droite complexe et donc avec l�anneau C �u�� Ce qu�il est important de remarquer� c�est
que ce dictionnaire que nous n�avons que peu d�taill� est compatible avec les extensions� Mais� d�j�� extension
de quoi � On n�a toujours pas de corps pour l�instant� En fait� le corps que l�on va consid�rer est le corps des
fractions de C �u�� c�est���dire C �u�� le corps des fractions rationnelles � coe�cients complexes� et ce un peu de
la m�me fa�on qu�en arithm�tique Q est le corps des fractions de Z� Bien �videmment� cela ne se g�n�ralise pas
directement � toutes les situations � il faut au moins supposer que l�anneau consid�r� est int�gre� et m�me un
peu plus pour que les choses se passent correctement� mais nous n�allons pas non plus entrer dans ces d�tails�

Consid�rons maintenant K une extension disons �nie de C �u�� � partir de cela� on peut en fait construire
un nouvel anneau� qui sera inclus dans K� dont le corps des fractions sera K et qui correspondra moralement �
l�extension K�C �u� mais vue simplement sur C �u�� Plus pr�cis�ment� on a la d��nition suivante �

D�	nition �
�
�
 On reprend les notations de la situation pr�c�dente� Un �l�ment x � K est dit entier sur C �u�
s�il existe un polyn�me P unitaire � coe�cients dans C �u� v�ri�ant P �x� � �� Cela revient en fait simplement
� demander que le polyn�me minimal de x sur C �u� soit � coe�cient dans C �u��

On d��nit �nalement l�anneau des entiers de l�extension K�C �u� comme l�ensemble des �l�ments x � K
entiers sur C �u� 	dont il faut v�ri�er par ailleurs qu�il forme bien un anneau
� On le note souvent OK �

On peut r�sumer la situation par le diagramme suivant �

OK K

C �u�

n

C �u�

n

�



On a alors plusieurs propri�t�s int�ressantes sur cet anneau des entiers OK � notamment le fait que si n
d�signe le d�gr� de l�extension K�C �u�� OK est en fait un C �u��module libre de dimension n �galement�

Mais prenons encore un exemple� Prenons tout d�abord K � C �u� v� qui certes n�est pas une extension �nie
de C �u� mais cela n�a pas pour l�instant d�importance� On ne peut pas dans ce cas d��nir l�anneau des entiers�
mais il est ici tout � fait l�gitime de consid�rer qu�il s�identi�e � C �u� v��

Essayons maintenant de comprendre la vision g�om�trique� L�� objet g�om�trique � associ� � C �u� est�
comme on l�a d�j� dit� la droite complexe C � �galement� l�� objet g�om�trique � associ� � C �u� v� est le plan
complexe C � � L�extension� elle� est en outre donn�e par une application C �u�� C �u� v�� Bien entendu� il �tait
sous�entendu pr�c�demment que celle�ci �tait l�inclusion canonique� Ce qu�il est important de constater� c�est
qu�� cette inclusion correspond une application entre les objets g�om�triques � ici� c�est pr�cis�ment la premi�re
projection � � C � � C � Pourquoi cela � Parce que si l�on prend P � C �u� et qu�on le compose par �� c�est���dire
qu�on lui associe le polyn�me �P �u� v� � P � � �u� v� � P �u�� on retrouve pr�cis�ment l�inclusion canonique qui
d��nissait l�extension dont on �tait parti�

Essayons maintenant de faire la m�me chose sur un exemple qui est une extension �nie� Prenons par exemple
C �
p
u� qui est bien une extension de C �u�� l� encore en utilisant l�inclusion canonique� On peut encore d�terminer

l�anneau des entiers dans ce cas et voir qu�il s�identi�e � C �
p
u�� Pour comprendre quel � objet g�om�trique �

on va associer � cet anneau� il est n�cessaire de modi�er un peu son �criture� Ajouter
p
u� c�est ajouter une

nouvelle variable v et imposer que celle�ci v�ri�e v� � u� Autrement dit� C �
p
u� n�est autre que le quotient

C �u� v� �
�
v� � u

�
� Il s�agit donc de trouver une partie de C � sur laquelle les polyn�mes sont d��nies �

�
v� � u

�
pr�s� c�est���dire sur laquelle ajouter ou enlever

�
v� � u

�
ne modi�e rien� c�est���dire sur laquelle

�
v� � u

�
est

nul� On prend donc la partie �

A �
�
�u� v� � C �

�� v� � u
�

Il s�agit d�une parabole et de la m�me fa�on que tout � l�heure l�application de A dans C qui correspond �
notre extension est encore la premi�re projection�

R�capitulons avec le dessin suivant �

��

C �
p
u� C �

p
u�

C �u�

OO

C �u�

OO

��� De l�int�r�t de la localisation et de la compl�tion

On aimerait dire au vu du dessin pr�c�dent que l�extension C �
p
u� �C �u� ne se comporte pas de la m�me

fa�on en � qu�ailleurs� Mais dit comme �a� cette phrase n�a pas de sens� C�est ce que nous allons plus ou moins
pr�ciser dans ce paragraphe�

Notons que l�on aimerait une description locale certes� mais aussi purement alg�brique puisque l�on aimerait
l�appliquer ensuite � l�arithm�tique� c�est���dire � Z et Q� On n�a donc plus le choix maintenant� il va nous falloir
pr�ciser quelque peu comment on construit l�� objet g�om�trique � associ� � un anneau donn�� Citons pour cela
le th�or�me suivant �

Th�or�me �
�
�
 Les id�aux maximaux de C �u� sont exactement ceux engendr�s par les �l�ments �u� x� o�
x parcourt C �

Ce th�or�me dit si l�on peut regarder la droite complexe non pas comme un ensemble de complexes justement�
mais plut�t comme un ensemble d�id�aux maximaux de l�anneau C �u�� Plus pr�cis�ment au lieu de parler du
complexe x� il s�agit de parler de l�id�al engendr� par �u� x� �qui est maximal�� mais cela ne modi�e gu�re les
choses �nalement� Cette d��nition se g�n�ralise en fait plus ou moins� et dans de bonnes conditions� on peut
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consid�rer que l�� objet g�om�trique � associ� � un anneau est en fait l�ensemble de ces id�aux maximaux�� Bien
�videmment� il faut encore d��nir la g�om�trie sur cet objet mais nous n�allons pas le faire�

On aimerait maintenant faire la chose suivante� On consid�re un complexe x ou si l�on pr�f�re un id�al
maximal de C �u� et on aimerait construire � partir de cela� on nouvel anneau dont l�� objet g�om�trique �
associ� serait le seul point x� On aimerait en outre que si l�on part d�une extension de C �t�� celle�ci fournisse
une � extension � de ce nouveau anneau� dont l�� objet g�om�trique � associ� soit exactement l�ensemble des
points qui se projettent sur x�

Une solution pour arriver � �a est d��liminer tous les id�aux maximaux de C �u� di��rents de �u� x�� Cela
se fait en inversant formellement tous les �l�ments qui n�appartiennent pas � l�id�al engendr� par �u� x�� On
pose donc �

C �u�x �

�
P

Q

���� �u� x� ne divise pas Q

�
Ce nouvel anneau s�appelle naturellement le localis� de C �u� en l�id�al maximal engendr� par �u� x� et

r�pond bien � la question que l�on se posait�

Mais cela ne nous su�t pas� principalement car l��tude des � extensions � de cet anneau repose en g�n�ral
principalement sur l��tude de l�extension correspondante du corps des fractions et on peut v�ri�er facilement
que le corps des fractions n�a pas chang�� Donc� apr�s avoir localis�� il va falloir compl�ter� L�id�e qui se cache
derri�re le proc�d� de compl�tion est en fait assez simple� Comme tout � l�heure on a rajout� formellement des
inversibles� il s�agit maintenant de rajouter l��l�ment

p
u� mais seulement au � voisinage � de x � C � � de sorte

qu�il n�apparaisse plus lorsque l�on regarde l�extension de notre nouveau corps� et ce pour la bonne raison qu�il
y �tait d�j� avant� Cela pour l�instant n�a pas grand sens mais voyons comment on proc�de�

Un bon moyen de s�en sortir dans ce cas est de consid�rer non plus l�anneau des polyn�mes � une variable
� coe�cients dans C � mais celui des s�ries formelles� On remarquera qu�ainsi on a en outre rajouter les inverses
qui nous manquaient tout � l�heure� On constatera d�ailleurs que cela revient exactement � rajouter la fonction
�

u
au � voisinage � de x �� ��

La situation est donc maintenant devenue la suivante� On part de C ��u��� l�anneau des s�ries formelles �
coe�cients dans C � on consid�re son corps des fractions C ��u��� L�extension qui correspond � C �

p
u� est C ��

p
u��

ou encore C ��u� v�� �
�
v� � u

�
� On ne voit peut��tre pas encore tr�s bien l�int�r�t de consid�rer ces objets plus

gros� ni pourquoi d�ailleurs ce corps ne contient vraiment qu�une information locale mais cela va devenir clair
avec le th�or�me suivant �

Th�or�me �
�
� �Puiseux

 Toute extension �nie de C ��u�� est de la forme C �� n
p
u�� o� n est tout simple�

ment de l�extension consid�r�e�

Sur notre exemple� si l�on regarde au�dessus de �� l�extension est comme on vient de le voir C ��
p
u��� ce qui

signi�e qu�au dessus de � deux courbes se croisent� Ailleurs� l�extension n�aurait pas �t� un corps� elle aurait �t�
C ��u��� C ��u��� ce qui signi�e bien qu�il y a deux courbes mais qu�elles ne se croisent pas� Plus g�n�ralement�
si au�dessus d�un point l�extension est C �� n�

p
u��� � � �� C �� nk

p
u��� cela voudra dire qu�on aura un paquet de

n� courbes qui se croisent en un point� puis un paquet de n� courbes qui se croisent en un autre point et ainsi
de suite�

Noter �nalement que ceci n�aurait pas march� aussi bien si l�on avait remplac� C par R par exemple� En
e�et� C ��t�� est aussi une extension �nie de R ��t�� et pourtant n�entre pas dans le cadre pr�c�dent� L�� l�erreur
n�est pas di�cile � corriger puisqu�il su�t d�autoriser R et C � Plus g�n�ralement si on remplace C par un corps k
de caract�ristique nulle� l�erreur se corrige encore de la m�me fa�on en disant que les extensions �nies de k ��u��
sont de la forme K �� n

p
u�� o n est un entier et K une extension �nie de k� Cette extension �nie toutefois ne

va pas se voir directement sur le dessin�

� Un peu d�arithm�tique

� partir de maintenant� on remplace l�anneau C �u� par Z� l�anneau des nombres entiers relatifs� On rem�
place donc �videmment C �u� par Q� le corps des nombres rationnels et on va essayer de g�n�raliser la vision
g�om�trique donn�e pr�c�demment � cet exemple�

�La d��nition g�n�rale consiste non pas � prendre l�ensemble des id�aux maximaux� mais plut�t l�ensemble des id�aux premiers

pour former ce que l�on appelle le spectre de l�anneau�






��� L�identit� g�om�trique des entiers

L�� objet g�om�trique � associ� � l�anneau Z va �tre comme on l�a d�j� plus ou moins expliqu� l�ensemble
des nombres premiers� que l�on va noter P �

Prenons maintenant K ce que l�on appelle un corps de nombres� c�est���dire une extension �nie de Q� Comme
tout � l�heure� on peut consid�rer l�anneau des entiers et l�une des questions que l�on peut se poser est de d�crire
OK et en particulier de d�crire l�� objet g�om�trique � qui lui est associ��

De fait� les m�thodes pr�c�dentes s�adaptent pour la description de cet objet g�om�trique� On commence par
choisir un nombre premier p� on localise� on compl�te� on obtient ainsi un corps appel� Qp dont la construction
sera expliqu�e au paragraphe suivant� L�extension K va fournir une alg�bre au�dessus de Qp � pr�cis�ment
l�alg�bre K �Q Qp et celle�ci va se d�composer en produits d�extensions �nies de Qp et comme pr�c�demment il
y a un moyen relativement simple �tant donn� une extension �nie de Qp de d�terminer � combien d�intersections
elle correspond�

��� Pr�sentation de Q p

Tout � l�heure� on a un peu sorti magiquement l�anneau C ��u��� mais en fait ceci n�a rien d�anecdotique et
peut m�me se g�n�raliser relativement simplement� Pour cela� il faut avoir le bon point de vue sur les s�ries
formelles � une s�rie formelle est en fait la donn�e pour tout entier n d�un polyn�me de degr� n et ce de fa�on
compatible� cela voulant dire que les coe�cients de bas degr� co!ncident quand ils le peuvent� Dans un langage
que certains trouvent ch"ti�� cela s��crit �

C ��u�� � lim��
n�N

C �u� �un

Bien entendu si l�on avait voulu regarder au voisinage de 	� il aurait fallu consid�rer �

lim��
n�N

C �u� ��u� 	�n

Pour Z� on fait la m�me chose en posant �

Zp � lim��
n�N

Z�pnZ

Un �l�ment de Zp est ainsi une sorte de s�rie formelle en p� mais il faut faire attention qu�il ne faut ni les
additionner� ni les multiplier comme on le fait avec des s�ries formelles classiques� Cela est d# au fait que Z�pnZ
n�est pas isomorphe � �Z�pZ�n ni en tant qu�anneau� ni m�me en temps que groupe� Il est m�me possible de dire
via ces analogies o on devrait prendre les coe�cients pour former une telle s�rie formelle � il s�agit simplement
du premier quotient de la limite projective� c�est���dire ici Z�pZ� Fp �

On a en fait un �nonc� pr�cis qui dit tout �a �

Th�or�me �
�
� �D�veloppement de Hensel

 Soit S un syst
me de repr�sentants dans Z des classes de
Z�pZ 	par exemple on peut prendre S � f�� 	� � � � � p� 	g
� Alors tout �l�ment x � Zp s��crit de fa�on unique
sous la forme �

x �

�X
n��

anp
n

o� tous les an sont des �l�ments de S�

On remarque tout d�abord que l�addition ce coup�ci est vraiment celle de Zp mais qu�il n�y a pas de formules
simples pour exprimer les coe�cients qui apparaissent dans la d�composition de x
 y en fonction de ceux qui
apparaissent dans celle de x et celle de y� Il n�y a pas non plus de formule simple pour le produit�

On remarque en outre qu�il aurait �t� possible de choisir les �l�ments de S non pas dans Z mais dans Zp�
ceci principalement car pour tout entier n� les anneaux Z�pnZ et Zp�p

nZp sont isomorphes et donc Zp s��crit
�galement comme la limite projective suivante �

Zp � lim��
n�N

Zp�p
nZp

�



Il s�agit �nalement de d��nir Qp qui est bien entendu le corps des fractions de Zp� De la m�me fa�on que
pour les s�ries formelles� il su�sait d�inverser u pour passer de C ��u�� � C ��u��� ici� il su�t d�inverser p pour
passer de Zp � Qp � De plus� le d�veloppement de Hensel s�adapte aussi pour d�crire les �l�ments de Qp �

Th�or�me �
�
� �D�veloppement de Hensel

 Soit S un syst
me de repr�sentants dans Z des classes de
Z�pZ 	par exemple on peut prendre S � f�� 	� � � � � p� 	g
� Alors tout �l�ment x � Qp s��crit de fa�on unique
sous la forme �

x �

�X
n���

anp
n

o� tous les an sont des �l�ments de S et les an sont nuls pour n su�samment petit�

��� Description de Q p

Il est possible d�am�liorer quelque peu le d�veloppement de Hensel� En fait� il existe une unique application
T � Fp � Zp qui soit multiplicative et une section de la projection canonique�

Si a � Fp � on note traditionnellement �a� l�image de a par l�application T d��nie pr�c�demment� c�est ce
que l�on appelle le repr�sentant de Teichm�ller de a� Il n�est pas forc�ment di�cile de la construire mais nous
n�allons pas le faire ici�

On peut maintenant utiliser ces repr�sentants particuliers dans le d�veloppement de Hensel� les op�rations
pouvant alors s�exprimer par des formules certes compliqu�es mais qui existent� Elles sont de la forme� si an et
bn sont des �l�ments de Fp � �X

n�N

�an� p
n

	



�X
n�N

�bn� p
n

	
�

X
n�N

�Sn� p
n

�X
n�N

�an� p
n

	
�
�X
n�N

�bn� p
n

	
�

X
n�N

�Pn� p
n

o Sn et Pn s�expriment comme des polyn�mes � coe�cients entiers en a�� � � � � an� b�� � � � � bn� polyn�mes tr�s
laborieux � �crire au demeurant�

On remarquera que cette description aurait aussi permis de d��nir directement Zp par un autre proc�d�� Il
aurait fallu consid�rer les suites d��l�ments de Fp et mettre sur cet ensemble les lois d��nies par les polyn�mes
mentionn�s pr�c�demment� Cela n�est en fait pas sans int�r�t car l�on peut remplacer Fp par n�importe quel
anneau et l�on construit ainsi � chaque fois un anneau� L�anneau construit � partir de A s�appelle l�anneau des
vecteurs de Witt de A et se note traditionnellement W �A��

On peut de fa�on analogue construire le d�veloppement � d�cimal � d�un �l�ment de Qp � c�est���dire un
�l�ment du quotient de Qp�Zp en invoquant les covecteurs de Witt� Finalement� on peut aussi construire les
�l�ments de Qp ce coup�ci avec les bi�vecteurs de Witt�

��� Les extensions 	nies de Q p

On aimerait avoir un th�or�me analogue � l��nonc� ������ mais ceci ne se passe aussi bien dans ce contexte
et ce parce que Fp n�est ni alg�briquement clos� ni de caract�ristique nulle�

Commen�ons par voir ce que l�on peut faire pour le premier �cueil� On avait vu dans les remarques suivant
ledit th�or�me que si C �u� �tait remplac� par k �u�� il fallait faire attention � ne pas oublier les extensions de
la forme K �u� o K �tait une extension �nie de k� Ici� c�est pareil � quelques transpositions pr�s � si k est une
extension �nie de Qp � il ne faut pas oublier les extensions du type FracW �k�� o W d�signe toujours l�anneau
des vecteurs de Witt�

Un r�sultat pr�cis est le th�or�me suivant �

	



Th�or�me �
�
�
 Soit K une extension �nie de Qp � On note OK l�anneau des entiers de K et k le quotient
K�OK appel� g�n�ralement le corps r�siduel� Dans ces conditions� il existe une unique application i � W �k��
OK faisant commuter le diagramme suivant �

k OK
oo �� K

k

OO

W �k�oo

i

OO

�� FracW �k�

OO

Fp

OO

Zp
oo

OO

�� Qp

OO

l�application W �k�� k �tant celle qui � la suite �a�� � � � � an� � � �� associe a��

Ce th�or�me dit donc que l�on peut intercaler au milieu d�une extension �nie K de Qp une extension ayant
le m�me corps r�siduel que K et qui plus est peut se construire � partir des vecteurs de Witt� Ce que l�on
aimerait d�sormais� c�est que K s�obtienne � partir de W �k� simplement en ajoutant une racine n�i�me de
p � ��� 	� �� � � � � �� � � �� pour un certain n� Mais cela n�est pas vrai et c�est l� qu�intervient le deuxi�me �cueil�

Toutefois la situation n�est pas aussi d�sesp�r�e qu�on pourrait le croire car cela est vrai si le degr� de
l�extension n�est pas un multiple du nombre premier p� R�cipatulons tout cela en �non�ant un nouveau th�or�me �

Th�or�me �
�
�
 Soit k une extension �nie de Fp et K une extension �nie du corps FracW �k� dont le degr�
n est premier � p� Alors l�extension K�FracW �k� est isomorphe � l�extension FracW �k�



n
p
p
�
�FracW �k��

Attention� cela n�est plus vrai si p divise e�

��
 La cl�ture alg�brique de Q p

Ce que l�on a dit pr�c�demment s�applique plus ou moins �galement � la cl�ture alg�brique �Qp de Qp �
Donnons tout de suite le diagramme qui r�sume les r�sultats que l�on va commenter par la suite�

�Fp �Qp

�Fp Qmr

p

Is

�Fp Qnr

p

Im � lim��
p�n

Z�nZ�
Y
���p

Z�

Fp Qp

Gal
�
�Fp�Fp

�
� lim��

n�N

Z�nZ� �Z

Tout d�abord� on regarde l�extension que l�on obtient en rajoutant des �l�ments dans le corps r�siduels � c�est
Qnr

p � l�extension maximale non rami��e comme on l�appelle g�n�ralement�� Qnr

p �Qp est une extension galoisienne
et le groupe de Galois s�identi�e au groupe de Galois absolu de Fp �

Vient ensuite l�extension maximale mod�r�ment rami��e� Elle s�obtient pr�cis�ment en rajoutant � Qnr

p toutes
les racines n�i�me de p o n parcourt l�ensemble des entiers qui ne divisent pas p� Le th�or�me ��
�� s�applique
�galement � cette situation et dit donc que si K est une extension �nie de Qnr

p de degr� premier � p� alors elle
est incluse dans Qmr

p �

D�terminer le groupe de Galois est quelque chose de relativement simple� Il su�t pour cela de choisir un
entier n qui ne divise pas p et de se convaincre que l�extension Qnr

p



n
p
p
�
�Qp est galoisienne de groupe de Galois

Z�nZ�

�Le terme non rami�� vient du fait que si l�on regarde l�	 objet g�om�trique 
 associ� � cette extension� il n�y a qu�un trait� pas

plusieurs qui se croisent�






Ce groupe de Galois est not� Im et s�appelle le groupe d�inertie mod�r�e� C�est lui qui va nous int�resser par
la suite�

La derni�re extension� elle� est plus compliqu�e � �tudier� Elle est galoisienne �videmment et son groupe de
Galois� not� Is� est le groupe d�inertie sauvage� D�crire ce groupe n�est pas quelque chose d�imm�diat� il est
encore n�cessaire pour cela d�introduire des extensions interm�diaires et m�me a priori en nombre in�ni� Nous
n�allons pas plus d�tailler les choses vu que par la suite on ne s�int�ressera syst�matiquement pas � ce groupe�

Finalement disons que le groupe de Galois de l�extension �Qp�Q
nr

p est appel� le groupe d�inertie�

� �nonc� du r�sultat conjectural principal

Ce r�sultat commence par construire par des moyens g�om�triques des repr�sentations dans un Fp �espace
vectoriel du groupe de Galois absolu de Qp � plus ou moins d�crit pr�c�demment donc� L�objet du th�or�me est
de d�crire ces repr�sentations� Mais ces descriptions sont di�ciles � faire principalement parce que la structure
compl�te du groupe de Galois est di�cile � d�crire $ on va donc se d�brouiller par la suite pour n�obtenir des
repr�sentations que du groupe d�inertie mod�r�e que lui� on conna%t quand m�me mieux�

On commence cette partie en expliquant comment l�on peut classi�er quelques unes des repr�sentations de
ce groupe d�inertie mod�r�e�

��� Repr�sentations simples du groupe d�inertie mod�r�e

On se donne � une repr�sentation continue de groupe d�inertie mod�r�e de dimension �nie� disons r� dans
un Fp �espace vectoriel� On rappelle que cela signi�e que � est un morphisme de groupes de Im dans GL �V � o 
V est un Fp �espace vectoriel de dimension r� On peut aussi �galement voir � comme une action du groupe Im
sur l�espace vectoriel V � action respectant la lin�arit��

La continuit� de la repr�sentation est simplement la continuit� de � lorsque Im est munie de la topologie
pro�nie d�un groupe de Galois et lorsque V est muni de la topologie discr�te� Si vous ne savez pas ce qu�est
la topologie pro�nie d�un groupe de Galois� la continuit� revient simplement � supposer que le noyau de � est
d�indice �nie dans Im�

On va supposer pour l�instant que la repr�sentation � est simple� c�est���dire qu�il n�existe pas de sous�espace
vectoriel strict et non nul de V stable par tous les endomorphimes de l�image de �� On peut alors consid�rer
l�ensemble des endomorphismes de �� souvent not� End ���� Il s�agit de l�ensemble des applications lin�aires
� � V � V faisant commuter le diagramme suivant �

Im
�

����
��
��
�� �

��B
BB

BB
BB

B

GL �V �
���

�� GL �V �

Il est remarquable de voir que muni de l�addition et de la composition des applications� l�ensemble End ���
h�rite d�une structure de corps� Pour cela� il su�t de voir que toute application lin�aire � � End ���� � �� �� est
une bijection� Mais si � est non nulle� son noyau ne peut �tre V tout entier� mais il s�agit d�un espace stable
pour tous les �l�ments de l�image de � comme on peut le constater facilement� et donc comme on a suppos� que
� �tait simple� � est injective� De m�me� en consid�rant l�image on montre que � est surjective�

Une autre chose de remarquable est que l�ensemble End ��� est �ni� puisque par exemple inclus dans Mr �Fp ��
et donc il s�agit d�un corps �ni� Celui�ci est donc en particulier commutatif� En outre� il est facile de voir que ce
corps est de caract�ristique p� Il est donc �nalement isomorphe �non canoniquement� � Fq o q � pr

�

est une
certaine puissance de p� Introduire Fq de cette fa�on n�est sans doute pas tr�s adroit $ il est probablement mieux
de �xer au pr�alable une cl�ture alg�brique de Fp � disons �Fp � et de d��nir Fq par �

Fq �
�
x � �Fp jxq � x

�
Maintenant� V h�rite d�une structure de End ����espace vectoriel simplement en faisant naturellement agir les

applications de End ��� sur les �l�ments de V � Mais tout End ����sous�espace vectoriel de V va �tre directement

�



stable par tous les �l�ments de l�image de �� Comme on rappelle que l�on a suppos� que � �tait simple� cela
implique que V est en fait de dimension 	 sur End ���� En comptant les �l�ments maintenant� on obtient en
outre r � r��

Fixons maintenant un isomorphisme de corps � � End ���� Fq o q � pr� Une chose � remarquer alors est que
l�image de � est consititu� d�applications End ����lin�aires et pas simplement Fp �lin�aires� D�autre part� comme
V est de dimension 	 sur End ���� les applications End ����lin�aires de V sont simplement les multiplications
par des scalaires� et donc on peut dire �

� � Im � �End ����
�

ou encore si on utilise l�identi�cation via � �
� � Im � F�q

En outre� comme � est suppos�e continue� rappelons�le� la description de Im nous dit que � va se factoriser
en une application �

� � Gal
�
Qnr

p � n
p
p� �Qnr

p

�� F�q

o n est un entier non divisible par p� et on peut m�me choisir n � q � 	�

Mais le groupe de Galois Gal
�
Qnr

p



q��
p
p
�
�Qnr

p

�
s�identi�e � l�ensemble des racines �q � 	��i�me de l�unit�

dans �Qp � tout simplement en regardant par quoi est multipli� �� une racine �q � 	��i�me de p ajout�e et �x�e
� l�avance� Et on peut montrer que l�ensemble de ces racines s�identi�e �galement apr�s r�duction modulo p �
l�ensemble

�
x � �Fp

��xq�� � 	
�
qui est pr�cis�ment F�q �

Finalement � peut �tre vue comme un endomorphisme de groupes de F�q � Le groupe F�q est cyclique de
cardinal q � 	� cet endomorphisme est donc simplement la multiplication d�un �l�ment de Z� �q � 	�Z� Mais ce
nombre n�est pas canonique� il d�pend de l�isomorphisme � choisi au d�but� En fait� il n�est pas dur de voir que
si l�on change � en un ��� ce nombre va �tre multipli� par une puissance de p� L�id�e consiste donc � �crire ce
nombre en base p et � regarder la suite des chi�res �crits qui elle ne d�pend pas de � �plus pr�cis�ment� seul
l�endroit o l�on commence � lire la suite en d�pend��

R�capitulons bri�vement ce que l�on vient de faire� On vient d�associer � toute repr�sentation continue simple
de Im dans un Fp �espace vectoriel de dimension r� une suite de r entiers compris entre � et p�	� Cette association
d�pend en fait du choix d�un isomorphisme entre End �V � et F�q mais une fois ce choix fait� on obtient presque
une bijection� le seul �cueil �tant que les deux suites ��� � � � � �� et �p� 	� � � � � p� 	� correspondent toutes deux
� la repr�sentation triviale qui d�ailleurs n�est pas simple si r � 
� En outre� lorsque l�on modi�e le choix de
l�isomorphisme �� la suite se modi�e simplement par translation des termes $ en particulier les valeurs prises
sont exactement les m�mes�

��� Un cas particulier

On consid�re ici une vari�t� ab�lienne sur Qp � Nous n�allons pas d��nir pr�cis�ment ce qu�est une vari�t�
ab�lienne� il est en gros n�cessaire de savoir qu�il s�agit d�une vari�t�� c�est���dire quelque chose d��ni locale�
ment comme le domaine d�annulation dans Qnp de polyn�mes � n variables � coe�cients dans Qp � Le terme
suppl�mentaire � ab�lienne � dit que l�on suppose quelques conditions de r�gularit� sur la vari�t� correspondant
moralement � la connexit�� � la compacit� et � la lissit� et que l�on met en outre sur cette vari�t� une structure
de groupe commutatif dont les lois de multiplication et de passage � l�inverse sont donn�es par des formules
polyn�miales � coe�cients dans Qp �

On suppose maintenant que cette vari�t� ab�lienne � un mod�le sur Zp� c�est���dire en fait que les polyn�mes
qui servent � la d��nir ainsi que ceux servant � d��nir les lois peuvent �tre choisis � coe�cients dans Zp� On
suppose en outre des conditions de r�gularit� sur le mod�le� c�est���dire sur la vari�t� d��nie sur Zp par les
polyn�mes pr�c�dents� Ces conditions de r�gularit� sont encore moralement la compacit� et la lissit��

On �tend dans un premier temps les scalaires � �Qp � cela revient � dire que l�on regarde la vari�t� d��nie
sur �Qp par les m�mes polyn�mes que pr�c�demment� On regarde ensuite dans cette nouvelle vari�t� les points
de p�torsion� c�est���dire l�ensemble des points qui sont tu�s par p pour la structure de groupe donn�e sur la
vari�t�� On peut montrer qu�il s�agit d�un groupe �ni� dont bien �videmment tous les �l�ments sont tu�s par p�
c�est���dire en fait d�un Fp �espace vectoriel� disons V �

�



Sur cet espace vectoriel agit naturellement le groupe de Galois de �Qp sur Qp � mais on a dit que celui�ci �tait
trop compliqu� et qu�on pr�f�rait se restreindre au groupe d�inertie mod�r�e� il s�agit donc de r�cup�rer une
action du groupe d�inertie mod�r�e�

Dans un premier temps� le groupe d�inertie est un sous�groupe du groupe de Galois absolu de Qp � On peut
donc commencer par restreindre la r�pr�sentation d�inertie� Maintenant� on aimerait pouvoir factoriser par le
groupe d�inertie sauvage� mais pour cela il faudrait qu�il agisse trivialement ce qui n�est en g�n�ral pas le cas�

Ce que l�on fait� c�est que l�on consid�re une suite de Jordan�H&lder de notre repr�sentation� Le r�sultat est
qu�il existe toujours une suite �

� � V� 	 V� 	 � � � 	 Vk � V

qui soit telle que tous les Vi sont stables par la repr�sentation et que celle�ci d�duite sur le quotient Vi���Vi est
simple� On peut en m�me montrer que ces quotients sont uniquement d�termin�s � r�ordonnement pr�s�

Cela permet donc de r�cup�rer � � Im �W une repr�sentation en choisissant l�un des quotients pr�c�dents�

Un petit lemme prouve que cette nouvelle repr�sentation� du fait de sa simplicit�� est triviale sur le groupe
d�inertie sauvage Is� D�montrons�le� Le groupe Is est un pro�p�groupe qui agit sur V � Si x � W � l�orbite de x
est naturellement en bijection avec un sous�groupe de Is et donc est de cardinal une puissance de p� Ainsi si x
n�est pas �x� par Is� son orbite va �tre de cardinal un multiple de p et �nalement l�ensemble des x � W �x�s par
Is va aussi �tre de cardinal un multiple de p� Cet ensemble sera donc non trivial� mais il forme un sous�espace
stable de V � Comme la repr�sentation est suppos�e simple� il est �gal � W � ce qui d�montre la propri�t��

On r�cup�re ainsi une repr�sentation encore simple � � Im � W qui d�apr�s le paragraphe pr�c�dent peut�
�tre d�crite pour une suite de r entiers compris entre � et p � 	� Le r�sultat� d# � Raynaud dit que dans ce
cas� tous les entiers qui apparaissent sont soit �� soit 	�

��� L��nonc� g�n�ral

L��nonc� pr�c�dent peut en fait se g�n�raliser amplement� Nous allons juste donner l��nonc� et pas essayer
d�expliquer rigoureusement tous les termes qui apparaissent parce que ce serait d�sesp�remment trop long�

On commence donc par prendre K une extension �nie de Qp � Si k est le corps r�siduel de K� on a vu que K
pouvait �tre vu comme une extension du corps FracW �k�� Le degr� de cette extension est not� e et est appel�
l�indice de rami�cation absolu de K� Par exemple� si K � Qp � ce nombre vaut 	�

On consid�re maintenant une vari�t� X propre et lisse sur K et on suppose que X admet un mod�le propre�
� r�duction semi�stable sur l�anneau des entiers OK � Il faut juste savoir ici que � propre � est moralement un
�quivalent de � compact �� que � � r�duction semi�stable � signi�e que l�on autorise certains types de singularit�s
mais relativement gentilles�

On remarquera que l�on ne prend pas� dans ce cas g�n�ral� une structure de groupe sur la vari�t�� Ce qui va
remplacer les points de p�torsion va �tre le dual d�un groupe de cohomologie �tale� Plus pr�cis�ment pour tout
entier i� on peut regarder le groupe �

H i
�t

�
�X �K �Z�pZ�

o �K est une cl�ture alg�brique de K et donc X �K l�extension de X � �K� Si vous ne savez pas ce qu�est la
cohomologie �tale� il est sans doute bien de voir �a comme une bo%te noire� comme une fa�on de construire un
groupe qui d�crit en gros la forme de la vari�t��

On fait ensuite la m�me chose que pr�c�demment� Sur ce groupe de cohomologie� agit naturellement le
groupe de Galois absolu de K� On restreint son action au groupe d�inertie �que l�on d��nit de la m�me fa�on
que dans le cas de Qp �� on consid�re un quotient de Jordan�H&lder� la repr�sentation obtenu est alors simple
et se factorise par le groupe d�inertie mod�r�e� Il appara%t comme pr�c�demment des nombres a priori compris
entre � et p� 	� La conjecture g�n�rale dit que ces nombres sont toujours inf�rieurs ou �gaux � ie�

��
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