Chapitre A

Espaces de Banach

A.1. Rappels de topologie
A.1.1. Théoréme de Baire.

Rappels. e Un espace topologique est dit localement compact s'il est séparé (deux
points distincts admettent des voisinages distincts) et s'il admet un systéme fondamen-
tal de voisinages compacts (ou encore si tout élément admet un voisinage compact). Par
exemple R, ]a, b[, R" sont localement compacts. En revanche Q et R\ Q ne le sont pas.

e Dans tout espace topologique X, l'intersection d'une famille finie d'ouverts denses
est encore dense (si (U;j)o<i<n est une telle famille et V' est un ouvert non vide de X,
alors VN Uy est un ouvert non vide de X car Uy est dense, et ainsi de suite). Cette propriété
ne se généralise pas aux familles infinies, méme dénombrables (par exemple si X = @Q, muni
de la topologie induite de la topologie usuelle sur R, alors (Q \ {x})xeq est une famille
dénombrable d'ouverts denses dont I'intersection est vide).

Théoréme A.1.1 (Baire, 1874-1932). Les espaces topologiques localement compacts et
les ouverts d’un espace métrique complet sont des espaces de Baire au sens ou I'intersection
d’une famille dénombrable d’ouverts denses est dense dans ces espaces.

Démonstration. Nous ne démontrerons que le premier cas, I'autre a été traité dans le
cours de Topologie et Calcul Différentiel du premier semestre.

Soit donc X un espace topologique localement compact et soit (Up)nen une famille
dénombrable d'ouverts denses. Soit V' un ouvert non vide de X et montrons que VN (NpenUn)
est non vide. On sait que V N Uy est non vide, soit donc xg € V N Uy et soit V5 un voisinage
ouvert de xp avec Vf compact inclus dans V N Up. On construit ainsi par récurrence une
suite de points (x,)nen et une famille d'ouverts (V,,)nen tels que V;, est un voisinage ouvert
de x, € Vl,_1NU, et V, est un compact inclus dans V,,_1 NU,. Alors NV, est une intersection
décroissante de compacts non vides de V, qui est non vide et contenue dans V' N (NpenUn).
D’ou le résultat. [l

Exercice. Tout ouvert d'un espace de Baire est de Baire.

Corollaire A.1.2. Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d'in-
térieur vide de X est d’intérieur vide dans X.

Si la réunion d’une famille dénombrable de fermés de X est d’intérieur non vide dans X,
alors I'un des fermés est d’intérieur non vide dans X.

Démonstration. Exercice. O

Définition A.1.3. a) Une partie d’'un espace topologique est dite maigre, ou né-
gligeable au sens de Baire, si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide.

b) Un Gs-dense est une intersection dénombrable d’ouverts denses.
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2 A. ESPACES DE BANACH

c) Une propriété portant sur les points d'un espace topologique est vraie presque
partout au sens de Baire si elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au
moins sur un Gg-dense).

Exemples. L’'ensemble Q est maigre dans R. L'ensemble R\ Q est un Gs-dense dans R.
Le corollaire A.1.5 ci-dessous indique qu'une fonction dérivable est de classe C!, Baire
presque partout.

Attention. Ne pas confondre presque partout au sens de Baire et presque partout au
sens des mesures! (voir Exercices).

Proposition A.1.4. Soit X un espace de Baire etY un espace métrique. Soit (fy)nen une
suite d’applications continues de X dansY, convergeant simplement vers une application f.
Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

Démonstration. On définit les fermés, pour tous les entiers naturels n, p, g,
Fopa = {x € X/ d(f(x) fo(x)) <27} et Fopi= () Fapg.
q=>p

Pour tout x € X, f,(x) converge vers f(x) quand p tend vers I'infini, donc la suite (f,(x)) pen
est de Cauchy pour tout x € X et donc

X =] Fop.
peN
pour tout n € N. Soit U un ouvert non vide de X, alors U est de Baire. En écrivant
U= |J FapnU
pEN

réunion dénombrable de fermés de U, il existe par le corollaire A.1.2 un entier py tel que
I'intérieur de F, p, N U dans U soit non vide. Notons-le A, y. Comme U est ouvert, I'en-
semble A,y est inclus dans Fj, p,. Donc I'union sur tout les ouverts U des A, y, notée A,,
est un ouvert dense. Notons A := (,en An, qui est un Gs-dense, et montrons que f est
continue en tout point de A. Soit a € A. Alors pour tout n € N, il existe p € N tel que a
appartient a l'intérieur de F, . Soit donc n € N et p € N associé. Par continuité de f, |l
existe un voisinage de a dans lequel tout &’ vérifie

d(fp(a), fp(a)) <27".
Par ailleurs tous les points x de F, , vérifient

d(fp(x), f(x)) = qli_)mood(fp(x), fa(x)) <27".

Le résultat suit alors par I'inégalité triangulaire : on a pour tout a’ dans F, , suffisamment
proche de a

d(f(a).f(a)) < d(f(a), () + d(fp(2). fp(a)) + d(fp(a). f(a)) <3-27"
et la proposition est démontrée. O

Corollaire A.1.5. Soit | un intervalle ouvert de R, F un espace de Banach et f : | — F
une application dérivable. Alors f’ est continue Baire presque partout.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition précédente a
folx) = 2"(F(x +27") = £(x)).

ce qui démontre le résultat. O
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A.1.2. Semi-normes. On rappelle qu'un espace vectoriel (réel) topologique E est un
espace vectoriel muni d'une topologie rendant continues les applications

(x,y)eExE—x+y, (A\x)eRxE— Xx.
Définition A.1.6. Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute ap-
plication p : E — R™ sous-additive et absolument homogéne :
V(x,y) € EXE, p(x+y)<p(x)+ply);
VAeR, VxeE, p(Ax)=I\p(x).
On dit qu’une famille P de semi-normes sépare les points (ou est séparante) si
p(x)=0¥peP = x=0.

Soit P = (pa)aca une famille de semi-normes. Les ouverts de la topologie associée a P
sont les parties U de E telles que

VxelU, IBCA#(finietr>0 telsque Al

Be(x,r):={y e E/VYBeB, pg(x—y)<r}CU. (A-1)

On rappelle que dans un espace vectoriel topologique E, une suite (x,) converge vers X si
et seulement si pour tout voisinage U de l'origine, il existe N € N tel que x, — x € U pour
tout n > N.

Proposition A.1.7. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille de semi-
normes P = (pa)aca. Une suite de points (x,) de E converge vers x € E pour la topologie
associée si et seulement si pour tout a € A, po(x, — x) converge vers 0.

Démonstration. Exercice. O

Remarques. a) E est séparé si et seulement si P sépare les points.

b) Si P et P’ sont deux familles de semi-normes avec P C P’ alors la topologie
associée a P’ est plus fine que celle associée a P.

On rappelle qu'un ensemble A d'un espace vectoriel topologique E est borné si pour tout
voisinage V de I'origine, il existe C > 0 tel que AC C-V.

Proposition A.1.8. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’'une famille séparante
de semi-normes P = (p;),ey. Un ensemble A C E est borné si et seulement si pour tout j € J
il existe C; tel que
Vx € A, pj(X)SCj.
Démonstration. Supposons A borné. Par la définition (A.1), pour tout j € J I'ensemble
V= {x € E/pi(x) <1}

est un voisinage de O donc il existe une constante C; > 0 telle que A C C; - V. Par
homogénéité de p; on a donc

Vxe A, pix)<G.

Inversement supposons cette assertion vraie pour tout j € J. On sait que tout ouvert de E
voisinage de 0 contient un ensemble du type

L
V=){xeE/px)<e}
j=1
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pour un certain choix de L, p;, ..., pj,,€1,...,€L. On vérifie alors que
C;
ACC-V avec C=2 max —*
1L €
La proposition est démontrée. O

A.1.3. Espaces de Fréchet.

Définition A.1.9. On dit qu’un espace vectoriel E est un pré-Fréchet s'il existe une
famille dénombrable P = (pj)jen de semi-normes séparantes telles que

pi(x) < pjri(x), YjEN, VxeE.

Notons que I'hypothése de croissance n’est pas strictement nécessaire mais on peut tou-
Jours s’y ramener en remplacant p; par Y x<; px. La topologie d'un pré-Fréchet est métrisable
avec la distance (invariante par translation)

d(x,y) = ZQ’J' min(1, p;(x — y)) .
JEN
Définition A.1.10. Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.

Exemples. a) Soit K un compact de R"”. L'ensemble des fonctions C*(K) est
un espace de Fréchet, muni des semi-normes
VjeN, pj(f):= sup sup|0*f(x)].
la|<jxeK

p
loc

c) Tout sous-espace fermé d'un Fréchet est un Fréchet.

b) L'espace Lj, est un Fréchet (considérer les applications f — ||| s(k;))-

Remarque. Si Q2 est un ouvert de R”, il est beaucoup plus difficile de définir sur I'en-
semble des fonctions C*°(£2) a support compact une «bonne» topologie. On y reviendra au
Chapitre B.

On rappelle qu'une application entre deux espaces vectoriels topologiques E et F est
continue si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E. Dans
le cas d'espaces E et F définis par une famille de semi-normes P et Q, la continuité d'une
application ¢ : E — F en x signifie que pour tout € >0 et g€ Qilexisted >0et pe P
tels que pour tout x” € E tel que p(x — x’) < §, on a g(e(x) — @(x)) <e.

Lemme A.1.11. Soient (E, (pj)jen) et (F,(qk)ken) deux pré-Fréchet, et soit T une
application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si

VkeN, 3C>0,j€N, VxcE, q(Tx)<Cpi(x). (A.2)

Démonstration. Supposons que |'application T est linéaire continue. Alors pour tout
entier k, il existe un voisinage U de I'origine tel que

vxeU, aq(Tx)<1.
Mais il existe j € N et € > 0 tels que
{xe E/pi(x)<e}CU

et le résultat (A.2) suit alors par homogénéité : si x € E alors X appartient a U et

£
2pj(x)

donc 5 . 5
ak(Tx) = EPJ(X)CIk(mTX> < ng(X)-
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Inversement supposons que (A.2) soit satisfaite et soit T : E — F une application linéaire.
Soit x € E. Si U est un voisinage de Tx dans F alors il existe k € N et € > 0 tels que

{ye F/ au(Tx—y) Se} cu.
Par hypotheése il existe C > 0 et j € N tels que si
€
/
(y — <
pi(x —x') < C
alors
a(Tx—-Tx)<e
et donc T x’ appartient a U. Le résultat suit. [l

A.1.4. Théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme A.1.12 (1927 ; Banach 1892-1945, Steinhaus 1887-1972). Soient E un es-
pace de Fréchet et F un pré-Fréchet. On considére une famille (To)aca d'applications
linéaires continues de E dans F telles que pour tout x € E, la famille (Tox)qena €st bornée
dans F. Alors (Ty)aca €St équi-continue : plus précisément

VkeN, 3C>0,;€N, VxeE, VaeA, q(Tax)<Cpi(x).
Dans le cas ot E et F sont des espaces de Banach cela signifie qu’il existe C > 0 telle que
VxeE, VYaeA, |Taxllr<Clx|Ee.
Démonstration. Soit k € N fixé. Pour tout n € N on considere
Fpoi={xeE/VYaec A, q(Tax)<n}.

L'ensemble F, est fermé, et par I'hypothése du théoréme on a
UFr=E.
neN

Par le théoréme de Baire (Corollaire A.1.2) il existe un entier N € N tel que I'intérieur de Fp
est non vide. Soit alors xg € E et un voisinage V' de 0 dans E, tels que xg +V C Fp. Ce
voisinage contient

Bje = {x € E/pj(x) <e}
pour un certain entier j et un certain réel € > 0. Alors pour tout x € B 1

1
qk(Tax) = EQk(Ta(gx))
1 2N
< E(Qk(Ta(XO +ex)) + CIk(TaXO)) < —
Le théoréeme est démontré. O

Corollaire A.1.13. Soient E un espace de Fréchet et F un pré-Fréchet. On considére
une famille (Tp)nen d'applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement
vers T. Alors T est linéaire continue de E dans F. De plus si (x,) converge vers x dans E
alors (Tpx,) converge vers T x dans F.

Démonstration. Exercice. O

Corollaire A.1.14. Soit G un espace de Banach et B un sous-ensemble de G. On suppose
que pour tout f € G*, I'ensemble f(B) := U (f, x) est borné. Alors B est borné.
xeB
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Démonstration. Il suffit d"appliquer le théoréme de Banach-Steinhausa £ = G*, F =R
et A= B. La famille (Tyf)pcp défine par
Tof :==(f,b), feG", beB

et bornée donc (Tpf)pep est uniformément bornée : il existe une constante C > 0 telle que
pour tout f € G* et tout b€ B
ITof| < CJ|f]

Le corollaire est démontré. O

G* -

A.1.5. Théorémes de I'application ouverte et du graphe fermé.

Théoréme A.1.15 (Application ouverte). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T
une application de E dans F linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte, c'est-a-dire
que I'image par T de tout ouvert de E est un ouvert de F. Si T est bijective alors c’est un
homéomorphisme.

Démonstration. On munit E et F d'une famille de semi-normes et on leur associe la
topologie définie au Paragraphe A.1.2 ainsi que les distances dg et dg associées (voir le
Paragraphe A.1.3). Montrons tout d'abord que

Vr>0, 3p>0, VxeE, Bpe(Tx,p)CT(Be(x.r)). (A.3)

Commencons par montrer le résultat pour x = 0. Soit donc r > 0, et soit F, := nT (Bg(0, 5)).
Alors F = Unen Fn car T est linéaire surjective et

B
E = nBe(0, E)'
neN
Donc par le théoreme de Baire (Corollaire A.1.2), il existe N € N tel que I'intérieur de Fp
est non vide. Donc l'intérieur de T(Bg(0, 5)) est non vide (car les homothéties sont des

homéomorphismes). Donc il existe y € F et p > 0 tel que Be(y,p) C T(Be(0,5)). On

écrit alors
BF(0,p) = —y + BF(y. p)

C v+ T(Be0.0)

et donc par symétrie et par linéarité de T,

Br(0,p) C T(Be(0, %)) + T(Be(0, %))
C T(Be(0,1)).

Le résultat (A.3) suit par invariance par translation de la distance associée aux semi-normes
et par linéarité de T.

Pour conclure montrons plus généralement le résultat suivant : si X et Y sont deux
espaces métriques avec X complet et si T est une application continue de X dans Y vérifiant

Vr>0, 3p>0, ¥xeX, By(Tx,p)CT(Bx(x.r)), (A.4)

alors
Vr>0, 3p>0, VxeX, By(Tx,p)CT(Bx(x,3r))

ce qui achévera la démonstration du théoréme. Soit donc r > 0 et p associé par (A.4) et
considérons une suite (pn)nen de réels positifs, décroissante vers zéro telle que pg = p et

Vx e X, By(Tx,pp) CT(Bx(x,27"r)).
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Soit maintenant x € X fixé, et soit y € By (Tx, p). Il s'agit de montrer que y € T (Bx(x, 2r)).

On va construire par récurrence une suite (xp)pen de X telle que Tx, € By(y, pn)
et x, € Bx(x,_1,2'7"r). On choisit xg = x, qui convient puisque y appartient a By (Tx, p)
et donc Tx appartient a By(y, p). Supposons xg, ..., Xp—1 construits. Alors y appartient
a By(TXn—1,pn—1), et donc a T(Bx(xp—1,217"r)) par définition de p,—1. On peut donc
trouver un point de Bx(x,_1,2'7"r) arbitrairement proche de y, et en particulier il existe x,
dans Bx(x,_1,2'7"r) tel que Tx, € By (y, pn), ce qui termine la construction. La suite (x,)nen
est de Cauchy dans X car par I'inégalité triangulaire dés que p > 2

p—1 p—1
dx (Xn, Xptp) < Z dx (Xntks Xntkt1) < 1 Z 27k <= 50, n— .
k=0 k=0

Donc la suite (x,)nen converge vers une limite x” € X, qui vérifie par le méme calcul que
ci-dessus (en prenant n =0 et p — o0)

dx(x,x") < 3r.
Par continuité de T et comme dy (T xn, y) < pn, on en déduit que
J— H _ /
y = nI|_>mOO Tx,=Tx".
On adonc y € T(Bx(x,2r)), ce qu'il fallait démontrer. O

Remarque. La démonstration montre que si T n'est pas surjective alors T(E) est
maigre.

Théoréme A.1.16 (Graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T une
application de E dans F. Alors T est continue si et seulement si son graphe
G={(xy) e ExF/y=Tx}
est fermé dans E x F.

Démonstration. |l est toujours vrai que si T est continue alors son graphe est fermé.
Inversement supposons que G est fermé. Comme T est linéaire, G est un sous-espace
vectoriel de E x F, qui est fermé dans E x F par hypothése, donc G est un Fréchet.
L'application de premiére projection
G—E

e (x,y) — x

est linéaire, continue et bijective donc par le théoréme de I'application ouverte c'est un

isomorphisme. En notant
G—F

(x.y)—vy
I"application de deuxiéme projection, il s’ensuit que T = mp o 7r1’1 est continue. Il

TO .

A.2. Théorémes de Hahn-Banach

A.2.1. Rappels sur le lemme de Zorn. Soit P un ensemble muni d'une relation d'ordre
partielle <.
On dit qu'un sous-ensemble Q de P est totalement ordonné si

V(a,b) €@, soit a<b soit b=<a.
On dit que ¢ € P est un majorant d'un sous-ensemble Q de P si

YVaeQ, a<c.
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On dit que m € P est un élément maximal de P si
VxeP, m<x=x=m.

On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un
majorant.

Lemme A.2.1 (Zorn, 1935). Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément
maximal.

Remarque. La démonstration repose sur la forme forte de I'axiome du choix (Zermelo,
1904) et sera admise. Ce lemme a des applications importantes, pour montrer des résultats
d’existence (base d'un espace vectoriel, forme linéaire sur un espace vectoriel...).

Exemples. a) Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E muni de I'inclusion
est inductif car E majore tout sous-ensemble de E. Dans ce cas le lemme de Zorn
est trivial puisque E est maximal.

b) Soit Z(E, F) I'ensemble des injections partielles de E dans F défini de la fagon
suivante. Un ensemble G C E x F appartient a Z(E, F) si l'ona : (x,y) et (x,y’)
sont dans G implique que y = y’ et de méme (x, y) et (X, y) sont dans G implique
que x = x’. Muni de l'inclusion, cet ensemble est inductif. Le lemme de Zorn
implique alors qu'il existe un élément maximal, dont on vérifie que c’est le graphe
d’une injection de E dans F, ou d'une injection de F dans E. On en déduit que
pour tous les ensembles E et F, il existe une injection de I'un dans I'autre ou
réciproquement (c'est le théoreme de comparabilité cardinale).

Les théoremes A.2.2 et A.2.13 qui suivent peuvent étre démontrés sans le lemme de
Zorn (donc sans la forme forte de I'axiome du choix) si I'on suppose que I'espace de départ
est de dimension dénombrable (par exemple un espace de Hilbert) ou séparable. Ils ont été
obtenus de maniére indépendante par Hahn et Banach dans les années 1927-1930.

L'intérét de la «forme analytique» (Paragraphe A.2.2) est de permettre d'introduire (par
dualité) des topologies faibles, pour lesquelles on a de bonnes propriétés de compacité. La
«forme géométrique» (Paragraphe A.2.3) est notamment utile en analyse convexe. Nous
verrons des applications des deux formes dans ce cours.

A.2.2. Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique). Soit £ un espace vectoriel
réel et £ un sous-espace vectoriel de E. Si f est une forme linéaire sur £, on dit que f est
un prolongement linéaire de £ a £ si f est une forme linéaire sur E telle que fjr = f.

On rappelle qu'une application positivement homogéne vérifie
VYA>0, VxeE, p(hx)=Ap(x).

Théoréme A.2.2 (Hahn-Banach - forme analytique). Soit E un espace vectoriel réel
et p . E — R une application sous-additive et positivement homogéne. Si F est un sous-
espace vectoriel de E et f est une forme linéaire sur F telle que

VxeF, f(x)<p(x),
alors il existe un prolongement linéaire fdef ackE tel que

VxeE, f(x)<px).
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Démonstration. Soit P I'ensemble des prolongements de f, c'est-a-dire I'ensemble des
couples (G, g) avec G sous-espace vectoriel de E contenant F, et ou g est une forme linéaire
sur G telle que g|r = f et vérifiant

VxeG, g(x)<p(x).
Alors P est non vide car (F, f) € P. Par ailleurs P est ordonné par la relation d’ordre partiel

(le gl) = (GZ' 92) si G]_ (- G2 et 92|Gl =01 .

Montrons que P est inductif : soit @ C P un ensemble totalement ordonné, que I'on écrit
sous la forme

Q = (Gj, gi)iel -
Un majorant de Q est le couple (5 g) avec

5::UG,- et Vx€G, §(x)=gi(x)avec x € G;.

En effet § est bien définie, (G, §) € P et (G, §) est un majorant pour Q. L’ensemble P est
donc inductif. Par le lemme de Zorn, P admet donc un élément maximal (Gg, go) € P.

Montrons que Gg = E. Sinon il existe xg € E \ Gg et on pose G’ := Gg+ Rxp. On définit
I"application ¢’ sur G’ par, pour tout x € Gg et pour tout t € R,

J(x+ txg) = go(x) + ta

et I'on va construire o € R de sorte que (G, g’) € P (ce qui fournira une contradiction
puisque (Go, go) < (G’, g')). On doit donc choisir a de sorte que pour tout x € Gg et pour
tout t € R,

g (x + txo) < p(x + txo) .
Comme p est positivement homogene, il suffit de démontrer le résultat pour |t| = 1, donc
de montrer que pour tout x € Gg

Go(x) +a < p(x+x) et go(x)—a<p(x—xo).
[l suffit donc de démontrer qu'il existe o € R tel que

sup (90(y) — p(y —x0)) < < yiggo (P(y +x0) — 9o(¥)) (A.5)

ce qui suit du fait que pour tout y, y' € Gg
Go(¥) + () =gy +y) <ply +y) <p(y +x0)+ ply — xo).

On a donc

sup (go(y) — p(y —x0)) < (P(Y' 4+ x0) — 90(¥")) .

inf
Y€Gy y'€Go
et (A.5) est donc vérifie. On en déduit la contradiction cherchée, donc Gy = E.

Le théoreme A.2.2 est démontré en choisissant f = go. O

On note dorénavant E* I'ensemble des formes linéaires continues sur £, muni de la
norme

[flle= :== sup [f(x)|= sup f(x).
Ixlle<1 lIxlle<1
Corollaire A.2.3. Soit E un espace vectoriel normé et G un sous-espace de E. Si f est
une forme linéaire continue sur G alors on peut la prolonger en une forme linéaire continue
sur E, de méme norme que f.
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Démonstration. Il suffit d'appliquer le théoréme précédent a la fonction
E — R*

p:
x— ||flle-lIxlle
et le corollaire est démontré. O

Corollaire A.2.4. Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout xg € E, il existe une
forme linéaire continue fy € E* telle que

1fo]

Démonstration. Il suffit d'appliquer le corollaire précédent a G = Rxg et

e =lxlle et folxo) = |Ixl%E-

f(txo) == tllxollZ -
et le corollaire est démontré. O

Corollaire A.2.5. Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout x € E on a

Ixlle = sup [F(x)]= max |f(x)|.
1 llex<1 1Fllex<1

Démonstration. Soit x # 0 fixé dans E. On sait que

sup |F(x)| < Ix]le -
[Ifllex<1

D’aprés le Corollaire A.2.4, il existe f, € E* telle que
Iflles = lIxlle et f(x) = [xIZ.

[l suffit alors de poser
~ 1
x = T Ix
IxIle
qui vérifie
[flle- =1 et fi(x) = Ixlle.
Cela démontre le résultat cherché. O

A.2.3. Théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique).

A.2.3.1. Hyperplans affines. Soit E un espace vectoriel réel. Un hyperplan affine de E
est un sous-espace affine de codimension 1 dans £. De maniére équivalente, c’est un sous-
espace H de E de la forme

H={xeE/f(x)=a}
ol f est une forme linéaire non identiquement nulle et o € R est donné. On dit que f = a
est I'équation de H (toute autre équation est de la forme A\f = Aa avec XA # 0) et on
note H = [f = a].

Proposition A.2.6. Soit E un espace vectoriel topologique réel. L’hyperplan H = [f = Q]
est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f est continue alors clairement I'hyperplan H = [f = «a] est fermé,
puisque les singletons de R sont fermés et H = f~({a}).

Montrons I'implication réciproque. Comme les translations sont des homéomorphismes
on peut supposer que a = 0. On rappelle que I'espace quotient Ep est séparé si et seulement
si H est fermé. En outre comme H est un hyperplan, £, est de dimension 1. On définit
I"application linéaire f passée au quotient

f:Epy—R
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et en notant 7 : E — E/y la projection canonique (continue) on a f = f o donc il suffit

de montrer que f est continue, en O par linéarité. Notons que I'application f est définie de
la maniére suivante : on fixe dorénavant x € £, non nul, et I'on a

Vy =Xx € Epy,  Fly)=Af(x).

Soit € > 0. Comme E /4 est séparé, il existe un voisinage V¢ de 0 dans E,y ne contenant
pas £x. On pose
V= () M.
IA[>1

On a clairement V/ C V, montrons que V/ est un voisinage de 0. Par continuité de I'applica-
tion (X, y) = Ay, il existe n > 0 et un voisinage W de 0 dans E 4, tels que pour tout y € W,
pour tout A € R tel que |[A| < m, on ait Ay € V.. Alors nW est un voisinage de 0 contenu
dans V/ — puisque si y € W et |[A| > 1 alors |n/A| < m et donc ny € AV;. On en déduit
que V/ est un voisinage de 0. Notons en outre que par construction,

| <1=pV/ cV/.
Montrons a présent que
si y=Xxe€eV,/, alors |N\<e¢,

ce qui impliquera que f y = Ax — Af(x) est continue en 0. Supposons donc qu'il existe y =
Ax € V/ avec || > €. Alors en écrivant

€
EX = Xy
on constate que y € V/ et |[¢/A] < 1 donc ex € V/. On a donc une contradiction et le
résultat suit. O

A.2.3.2. Espaces localement convexes. Cette notion, utile pour la théorie de la dua-
lité (voir le paragraphe A.3.1) a été introduite dans les années trente, notamment par A.
Kolmogorov. On rappelle que A C E est convexe si

Vte[0,1], Vix,y)eAxXA, tx+(1—-t)yeA.
Définition A.2.7 (Espace vectoriel topologique localement convexe). Soit E un espace

vectoriel topologique réel. On dit que E est localement convexe si I'origine admet un systéme
fondamental de voisinages convexes.

Définition A.2.8 (Jauge d'un convexe). Soit E un espace vectoriel topologique réel
et C un voisinage convexe de I'origine. On appelle jauge de C (ou encore fonctionnelle de
Minkowski) I'application

E—R"

- lle 1
x&—)inf{t>0/?x€C}:inf{t>0/x€tC},

en convenant que inf(()) = co.

Lemme A.2.9. Soit E un espace vectoriel topologique réel et C un voisinage convexe
de l'origine. La jauge de C est bien définie et les propriétés suivantes sont vérifiées :

a) pour tout X\ > 0 et pour tout couple (x,y) de E,
[Ax[lc = Allxllc et lIx+yllc < lIxllc + llyllc:

b) si C est ouvert alors C = {x € E /||x||c <1},
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c) la jauge de C est une application continue.

Démonstration. Remarquons que || - ||c est bien définie : pour tout x € E et pour tout t
assez grand, comme C est un voisinage de 0 on a bien %x e C.

a) On note que ||0]|c = 0 (d’ailleurs ||x|][c = 0 pour tout x tel que R*x C C). Par
construction |[Ax||c = A||x|lc si A > 0. Montrons la sous-additivité : soient x,y € E

et s,t > 0 tels que —x et —y sont dans C. Soit 0 := =2 € [0, 1]. Alors
s t s+t

x y
—oc4+(1-0)lecC
S+t(x+y) US+( a)te

car C est convexe. Donc
Ix+yllc <s+t.
En prenant I'inf sur s et t on en déduit le résultat.

b) Supposons que C est ouvert. Alors pour tout x € C il existe € > 0 tel que (1 + €)x
appartient a C. On en déduit que
Ixlle € —— <1,
“1l+e¢
Inversement si x € E est tel que ||x|[c < 1, montrons que x € C. Comme ||x|c < 1, il
existe t € (0, 1) tel que %x € C, et doncon a

x:t(%x)—k(l—t)OeC
puisque C est convexe, d'ou le résultat.
c) On a par a)
[Ixlle = Iylle| < Ix = ylle
donc il suffit de montrer la continuité en 0. Celle-ci provient du fait que pour tout € > 0, Il

existe V; voisinage de 0 contenu dans €C. Pour tout x € V; on a [|x||c < €, et le résultat
suit. ]

Théoréme A.2.10. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si et seule-
ment si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

De méme un espace vectoriel topologique admet un systéeme fondamental dénombrable
de voisinages convexes de 'origine si et seulement si sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes.

Démonstration. <= Soit E un espace vectoriel topologique, et (py)aca Une famille de
semi-normes sur E. Alors les ensembles

{x € E/VB € B, ps(x) < e}

oll B est une partie finie de A et € un réel strictement positif, forment un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts (dénombrable si la famille A I'est, et € est rationnel) pour la
topologie définie par ces semi-normes. Comme ces ensembles sont convexes par |'inégalité
triangulaire, I'ensemble E muni de cette topologie est localement convexe.

= Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe. On remarque que pour
tout voisinage ouvert convexe C de 0 alors C N —C, qui est non vide, est aussi un voisinage
ouvert convexe de 0, et il est de plus symétrique et contenu dans C. Soit donc V un
systeme fondamental de voisinages ouverts de 0, convexes et symétriques, et montrons que
la topologie définie par (|| |lc)cey (qui est dénombrable si V I'est) coincide avec la topologie
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originelle 7 de E. Il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour I'une est voisinage de 0
pour l'autre et réciproquement.
- Si C € V alors par le lemme précedent

C={xeE/|xlc <1}

donc tout voisinage ouvert de 0 pour 7 est un voisinage ouvert de 0 pour la topologie définie

par (|| - [lc)cev-
-SoitCeVete>0,ona

{xe E/|xllc <e} =¢C.

Comme les homothéties sont des homéomorphismes fixant le vecteur nul, tout voisinage
ouvert de 0 pour (]| - |[c)cey est un voisinage ouvert de 0 pour 7. O

Lemme A.2.11. Soit E un espace vectoriel topologique réel et soit C un convexe ouvert
non vide de E. Pour tout xg € E \ C, il existe une forme linéaire continue £ sur E telle que

Vx e C, £(x)<4L(xg).

Démonstration. Par linéarité de £ on peut supposer que 0 € C. Soit F := Rxp et soit p
la jauge de C. Soit la forme linéaire
F—R
>\Xo — AL
On sait par le lemme A.2.9 que C = {x € E /p(x) < 1} donc comme xo ¢ C, p(xo) > 1.
On a donc
VAXER, f(Xxo) < p(hxo)

(notons que pour A < 0 c'est évident!)
Par le théoréeme de Hahn-Banach analytique il existe donc £ sur E prolongeant f, telle
que £ < p. Donc pour tout € > 0 et pour tout x € eC N (—eC)

16(x)| = £((signe £(x)) x) < p((signe£(x)) x) <€

car (signef(x)) x appartient a €C, donc £ est continue en O donc partout. De plus pour
tout x € Cona

L(x) <px)<1

et comme £(xp) = 1 le lemme suit. O
A.2.3.3. Enoncé et démonstration du théoréme.

Définition A.2.12. Soit E un espace vectoriel topologique réel, et A et B deux sous-
ensembles de E. On dit que I'hyperplan H = [f = a] sépare A et B si

VxeA, f(x)<a e VxeB, f(x)>a.
On dit que I'hyperplan H = [f = a] sépare strictement A et B s'il existe € > 0 tel que
Vxe A, f(x)<a—¢e et VxeB, f(x)>a+e¢.

Théoréme A.2.13 (Hahn-Banach - forme géométrique). Soit E un espace vectoriel
topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints de E.

a) Si A est ouvert alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B,

b) Si E est localement convexe, si A est compact et B est fermé, alors il existe un
hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.
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Démonstration. a) Soit C := {x —y, x € A,y € B}, convexe et non vide (car c'est le
cas pour A et B), et ouvert car
C=Un-y
yeB
et ne contenant pas 0 car AN B = (. Par le Lemme A.2.11 avec xg = 0, il existe une
forme linéaire continue £ sur E telle que £(c) < 0 pour tout ¢ € C. Alors £(x) < £(y) pour
tout x € Aet y € B. Soit o := supyeca £(x), alors

a < inf £(y)
yeB
et donc H = [£ = a] convient : il sépare A et B et est fermé car £ est continue (voir la
Proposition A.2.6).

b) Ona ANB = () et B est fermé donc pour tout x € A il existe un voisinage ouvert V4
de 0 dans E tel que

x+Vo)NnB=10. (A.6)
Par continuité de I'application (x,y) + x+y en (0,0), on peut trouver V; voisinage ouvert
de 0 dans E tel que V] + V] C V. Mais A est compact donc il existe xq, ..., X, dans A

tels que A C (xx + V) U---U(xp + V4 ). Comme V; N---NV, est un voisinage de 0
et E est localement convexe, il existe W voisinage ouvert convexe de 0 dans E tel que I'on
ait W+ (=W) C Vg n---n V] (par continuité de I'application (x,y) = x —y en (0, 0)).
Soient alors A" := A+ W et B’ := B + W, ouverts convexes non vides dans E. Montrons
que ANB' =0.Sia+w=b+w avecac A be Betw,w € W, alors on peut
écrire a = x; + v/ avec v/ € Vet alors b = x; + v/ +w — w’ qui appartient a BN (x; + Vi),
ce qui est en contradiction avec (A.6).
Donc A AN B’ = () et par a) il existe H := [£ = a] hyperplan affine fermé séparant A’
et B :ona
Vxe A, Ux)<a e VyeB, Ly >a. (A7)
On remarque que
ANH=10 (A.8)
puisque pour tout x € Aet w € W on a
o> lx+w)=~2x)+L(w).

Montrons qu'il existe o’ et € > 0 tel que H' := [£ = o’ — ¢'] sépare strictement A et B. |l
suffit de montrer qu'il existe € > 0 tel que

VxeA, Ux)<a-c¢ (A.9)

et de choisir ensuite o/ = oo —¢/2 et €’ = g/2. Supposons que (A.9) n'est pas vérifiée, alors
il existe une suite (x,) de A telle que

< <
1 <LU(xp) < a.

Comme A est compact il existe une valeur d’adhérence x € A a cette suite et par continuité
de £ on a 4(x) = a, ce qui contredit (A.8). On a donc bien (A.9), et le théoréme est
démontré.

(Autre preuve : (A.7) s'écrit aussi
Vix,y, w,w)EAXBxW xW, Lx+w)<a<l(y+w).

Il suffit alors de choisir w et w’ tels que £(w) < 0 et £(w’) > 0.) O
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Corollaire A.2.14. Soit E un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel de E tel
que F # E. Alors il existe f € E* non identiquement nulle telle que

(f.x)=0 VxeF.

Démonstration. Soit xg € E \ F. D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach (forme géomé-
trique) il existe f € E* non identiquement nulle et un réel a tels que I'hyperplan [f = a]
sépare strictement F et {xp}. On a ainsi

VxeF, (f,x)<a</(f x)
mais alors
VAER, VxeF, Mfx)<a
et donc (f, x) = 0 pour tout x € F.

Le corollaire est démontré. O

A.2.4. Application : théoréme de Krein-Milman.

Définition A.2.15 (Enveloppe convexe, Enveloppe convexe fermée). L 'enveloppe convexe
d’'un ensemble A est le plus petit convexe contenant A. C'est donc I'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires positives finies d'éléments de A, en d’autres termes

co(A) ::{Zejxj, Jfini, x; €A, 8, >0, 291:1}.

Jjed JjeJ

L 'enveloppe convexe fermée co(A) d’'un ensemble A est le plus petit convexe fermé
contenant A. De maniére équivalente, c’est I'adhérence de I'enveloppe convexe de A.

Si I'espace ambiant est un Banach, I'enveloppe convexe fermée d'un compact est un
compact.

Si A est convexe alors A = co(A). Par contre si A est fermé on n'a pas nécessaire-
ment co(A) = co(A). Par exemple
A={0,0}U{(x.y)eR?*/x>0, xy =1}
est fermé mais
co(A) ={(0,0)}U{(x,y) eR? /x>0,y >0}
est ouvert.

Si A est compact on n'a pas non plus nécessairement co(A) = co(A) (prendre par
exemple £2 et le compact formé de 0 et de (e,/n)p>1).

Définition A.2.16 (Partie extrémale, point extrémal). Soit K une partie d'un espace
vectoriel E. On dit qu’'un ensemble A est une partie extrémale de K si A est compacte, non
vide et

Vixy)eK2, (I0€(0,1), bx+(1-0)yeA) = (xy)eA.
On dit que xp est un point extrémal de K si {xo} est une partie extrémale.

En d’autres termes, un point extrémal n’est pas un point intérieur d'un segment en-
tierement inclus dans K. Par exemple les points extrémaux de la boule unité euclidienne
de RY forment la sphére euclidienne unité. Les points extrémaux d'un pavé de RY sont ses
sommets.
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Théoréme A.2.17 (Krein-Milman, 1940). Soit E un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe séparé, et K un convexe compact de E. Alors K coincide avec I'enveloppe
convexe fermée de ses points extrémausx.

Démonstration. Soit € := {points extrémaux de K}. On va commencer par montrer
que & est non vide, puis que K = co(€) ou co(€) est I'enveloppe convexe de .

- Soit P I'ensemble des parties extrémales de K. Alors P est non vide car il contient K.
On munit P de la relation d'ordre partielle A < B si B C A. Montrons que P est induc-
tif. Soit P C P totalement ordonné, alors ﬂ A est une partie extrémale non vide, comme

AcP

intersection de fermés embofités dans un compact, qui majore P, donc P est inductif. D’apres
le lemme de Zorn, P admet un élément maximal M. Montrons que M est réduit a un point :
s'il existe xp # x; dans M, alors d'apres le théoreme de Hahn-Banach (forme géométrique),
il existe une forme linéaire continue f € E* telle que f(xp) < f(x1). Soit

M::{xel\/l/f(x):i,r\]/lff}.

Alors M est non vide car M est compact (comme partie extrémale) et f est continue, et M
est compact car fermé dans un compact. Par ailleurs M C M et cette inclusion est stricte

car f(xp) < f(x1). Montrons que M est extrémal, ce qui aboutira a une contradicton :
supposons qu'il existe x,y € K et 6 € (0, 1) tels que

Ox +(1—6)y e M.
Alors 6x + (1 —0)y € M donc x,y € M. Par ailleurs
Of(x) +(1—0)f(y) = ilr\l/lff
ce qui implique que x,y € M. Mais M est extrémal et M #* M d'ou la contradiction.

Donc M est reduit a un point, qui est un point extrémal. Donc £ est non vide.

- On sait que co(€) C K, supposons qu'il existe xop € K \ co(£). On applique a nou-
veau le théoreme de Hahn-Banach géométrique, qui implique qu'il existe une forme linéaire
continue f € E* telle que

sup {f(x) /X € co(é’)} < f(x0) .
Soit alors

A::{XGK/f(X):s%pf}.

On peut reproduire I'argument précédent concernant M pour montrer que A est extrémal. De
méme en considérant I'ensemble P4 des parties extrémales de K incluses dans A on montre
comme ci-dessus qu'il admet un élément maximal réduit a un point, noté xy, qui appartient
donca £. Ona f(x1) =supk f et donc f(xp) < f(x1). Mais par ailleurs comme x; € £ on a

f(x1) < sup{f(x)/x € m}

d'oll une contradiction. Le théoréme est démontré. O
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A.3. Dualité et topologies faibles

A.3.1. Premiéres définitions. Soient £ et F deux espaces vectoriels réels et soit (-, -)
une forme bilinéaire de F x E dans R telle que

(VfeF, (fx)=0) = x=0. (A.10)

On peut définir une topologie d’'espace vectoriel localement convexe séparé sur £ en consi-
dérant pour toute partie finie B de F

E — R"
PB - x— sup |(f, x)|. (A.11)
feB
De méme si
(Vx€E, (fx)=0) — f=0, (A.12)

alors on peut définir une topologie d'espace vectoriel localement convexe séparé sur F en
considérant pour toute partie finie A de E,

F — R

A f — sup [{f, x)|.
XEA

(A.13)

Soit £ un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On considére I'ensemble E*
des formes linéaires continues sur E, et la forme bilinéaire

ExE" —R
(x, f) — (f,x) :=f(x).

Grace au théoréme de Hahn-Banach (géométrique), la relation (A.10) est vérifiée. En effet
pour tout x #£ 0 dans E, il existe f € E* et a € R tel que

(f,x) <a<0.
On peut donc comme ci-dessus définir une nouvelle topologie sur E, que I'on note o(E, E*).

De méme si f # 0 appartient & E* alors il existe x € E tel que (f, x) # 0 donc (A.12)
est vérifiee. On peut donc définir une nouvelle topologie sur E*, que I'on note o(E*, E) —
cette derniére ne nécessitant pas Hahn-Banach pour étre construite.

Théoréme A.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que |'on
suppose séparé, défini par ses ouverts T (E). La topologie o(E, E*) est moins fine que T (E).

Démonstration. D'apres le théoreme A.2.10 la topologie T (E) est définie par une famille
de semi-normes que I'on note P = (py)acA.

Soit A ouvert pour o(E, E*), montrons qu'il est ouvert pour T(E). Soit xg € A, |l
existe B partie finie de E* et r > 0 tels que avec la notation (A.11),

pe(x —x0) <r=x€A.

Chaque élément f de B est continu de (E,P) dans (R,|-|) et comme B est finie, ses
éléments forment une famille uniformément continue. |l existe donc une constante C > 0 et
un sous-ensemble fini A" C A tel que

VxeE VFeB, [f.x—x) <C Y palx—xo).
acA

Alors la boule ouverte By (xp, r/2C|A’|) est incluse dans A, donc A est ouvert pour la
topologie initiale. Le théoréme est démontré. O



18 A. ESPACES DE BANACH

A.3.2. Topologies faibles et espaces de Banach. Soit E un espace vectoriel normé,
on rappelle que E* est un espace vectoriel normé muni de la norme duale

1]

Ex = Sup
20 ||Ix|le

Définition A.3.2. Soit E un espace de Banach.
— La topologie associée a || - || g est dite topologie forte sur E
— La topologie o(E, E*) est dite topologie faible sur E.
— La topologie o(E*, E) est dite topologie faible  sur E.
Remarque. On rappelle que E C E** (et on verra plus bas des exemples ou I'inclusion

est stricte) donc o(E*, E) est moins fine que o(E*, E**) (et donc la topologie faible * sur £
est moins fine que la topologie faible sur E*).

Proposition A.3.3. Soit E un espace de Banach.

a) Si (xn) converge fortement vers x dans E (on écrit x, — x) alors (x,) converge
faiblement vers x dans E (on écrit x, — x).

b) Si (xp) converge faiblement vers x dans E alors (x,) est bornée dans E et

Ixlle < liminf [yl - (A.14)

c) Si(xn) converge faiblement vers x dans E et (f,) converge fortement vers f dans E*
alors

(fn, Xn) — (£, ).

Démonstration. a) résulte de la comparaison entre topologie forte et faible précédente,
ou encore de la continuité de f € E* : on a en effet
[(f xn = x)| < [[fllex[Ixn — X[ -
b) provient du Corollaire A.1.14 du Théoréme de Banach-Steinhaus A.1.12. Plus préci-
sément on associe a x, |'application linéaire
E* — R
T,
f—(f, xn),

et on sait que la suite réelle (T,f),en est bornée pour toute f € E*. Le théoreme de
Banach-Steinhaus assure donc qu'il existe une constante C > 0 telle que pour toute f € E*.

I Taf| < ClIflle- -
En rappelant le Corollaire A.2.5, on a donc

[xnlle = sup [Taf| < C.
[If]lex<1

Pour démontrer I'inégalité (A.14) on écrit

[(Foxa) | < I Flle<lIxnlle
donc
[(F,3)] < |- liminf [xalle
et finalement

Ixlle = sup [{f,x)] < liminf |[x,|£ .
Ifllgs <1 n—oo 1"



A.3. DUALITE ET TOPOLOGIES FAIBLES 19

c) découle de I'inégalité triangulaire et des résultats précédents, puisque
[(Fno Xn) = (£ )| < [{fa = £, xn) + (F X0 = X)| < |Ifp = Flleslxnlle + [(F X0 — )]
La proposition est démontrée. Il

Proposition A.3.4. Soit E est un espace de Banach de dimension finie. Alors la topo-
logie o(E, E*) coincide avec T (E). En particulier x, — x si et seulement si x, — Xx.

Démonstration. Il suffit de vérifier que tout ouvert pour la topologie forte est ouvert
pour la topologie faible. Soit x; € E et U un voisinage de xp pour la topologie forte.
Alors U contient la boule Bg(xp, r) pour un certain r > 0. Soit (e, ..., en) une base de E
et (f1,..., fn) sa base duale (c'est-a-dire vérifiant que (f;, e;) = 9;j := 1 si i = j, et 0 sinon).
Puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, il existe une constante C > 0
telle que

Wx€E, xlle < C max |(6,3)].
Alors |'ouvert

V= {XGE/|<f,‘,X—X0>|<é, Vie[l,n]}

est inclus dans Be(xp, r) et le résultat suit. O
Exercice. Soit £ un espace de Banach de dimension infinie et soit
S:= {XEE/HXHEzl}.
Alors la fermeture de S pour la topologie faible est
B:={xeE/|x|le <1}

Il existe donc toujours des fermés pour la topologie forte qui ne sont pas fermés pour la
topologie faible, et ces deux topologies sont donc bien distinctes.

Théoréme A.3.5. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que
I'on suppose séparé. Si C est un convexe fermé de E pour T(E), alors il est aussi fermé
pour o(E, E*), et réciproquement.

Démonstration. Montrons le seul sens non évident (d'aprés le théoreme A.3.1) : soit C
un convexe fermé de E pour T(E), montrons que le complémentaire de C dans E est
ouvert pour o(E, E*). Soit xp ¢ C. Par le théoréme de Hahn-Banach il existe un hyperplan
qui sépare strictement {xp} et C. Donc il existe f € E* et o € R tels que

<f, X0> <a< <f, y)

pour tout y € C. Soit
VZZ{XGE/(f,X><Ot}.

Alors xg € V, V est inclus dans le complémentaire de C et V' est ouvert pour o(E, E*), ce
qui démontre le théoréme. O

Corollaire A.3.6 (Lemme de Mazur, 1905-1981). Soit E un espace de Banach. Si (x,)
converge faiblement vers x dans E, alors pour tout n il existe y,, combinaison convexe
des x,, tel que la suite (y,) converge fortement vers x.

Démonstration. Soit C := co( U {xn}) I'enveloppe convexe des (x,). Comme x appar-
n>1

tient a la fermeture faible des (x,), il appartient a fortiori a la fermeture faible de C. Mais

alors par le théoreme A.3.5, x appartient a sa fermeture forte. O
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Proposition A.3.7. Soient E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire
de E dans F. L'application T est continue de (E, || - ||g) dans (F, || - ||F) si et seulement si
elle est continue de (E,c(E, E*)) dans (F,o(F, F*)).

Démonstration. = Soit T : E — F linéaire continue pour la topologie forte. Soit V
un ouvert de la topologie o(F, F*), montrons que T !(V) est ouvert dans E pour la to-
pologie o(E, E*). Soit donc xo € T 1(V), comme Txp € V, il existe / fini, des formes
linaires (f;)jc; sur F et des réels (rj)e; tels que V' contient les ensembles

{ye F/Ifiy —Txo)| <ri, Vi€ /}.
On remarque alors que I'ensemble
Ui={x€E/|fT(x—x) <r Yiel

vérifie U C Tfl(V). Comme T est continue pour la topologie forte, on a que fjo T est une
forme linéaire continue sur E est donc U est un voisinage ouvert de xp pour o(E, E*).

<= Par le théoreme du graphe fermé il suffit de montrer que le graphe de T est fermé
pour la topologie forte. Soit donc une suite (x,) telle que (x,, T(xn)) — (x,¥) € E X F
et montrons que y = Tx. On a x, — x donc x, — x, et Tx, — y donc Tx, — y. On a
donc en particulier Tx, — Tx, et la topologie faible étant séparée il y a unicité de la limite
donc y = Tx. O

On admet le théoréme suivant de Tychonov (qui repose sur le lemme de Zorn) : le produit
cartésien d'une famille quelconque d'ensembles compacts est compact pour la topologie
produit (i.e. la topologie qui rend continues toutes les projections sur I'une des composantes
du produit). Plus précisément on a le théoréme suivant.

Théoréme A.3.8 (Tychonov, 1930). Soit (X4)aea une famille d’espaces topologiques
et soit

X = H Xo = {(xa)aeA/Va €A, xq € Xa}.
acA

On munit X de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques
X — Xﬁ
P@ .
(Xa) — X3 .
Si pour tout o € A, X, est compact, alors X I'est aussi.

Théoréme A.3.9 (Banach-Alaoglu, 1938). Soit E un espace de Banach. La boule unité
fermée de E*

Be- = {f € E*/|F()| < |Ix|le vx€Ef
est compacte pour la topologie faible x.

Démonstration. Avec les notations du théoréme de Tychonov, on pose A = Eet X, =R

pour tout o € A. On a alors X = H R = RF, que I'on identifie a I'ensemble des fonctions

x€eE
de E dans R via I'application (bijective)

F(E,R) — RE
fr—{f(x)}xee
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Les éléments de RE sont notés w = (wx)xee. Les projections canoniques sont donc, pour
tout y € E,
RE — R
P, :
W Wy .
Soit W la bijection réciproque de &, restreinte a ®(E*) :
d(E*) c RE — F(E,R)

wr—f tq. f(y)=w, VyeE.

Montrons tout d'abord que W est continue de ®(E£*) (muni de la topologie produit de RE)
dans E* (muni de la topologie faible ) : il suffit de vérifier que pour tout y € E, I'application
d(E*) — R

. w — W(w)(y)
est continue. On a A (®(f)) = f(y) = P, (®(f)) pour tout f € E* donc
Ay = PyloE
et le résultat suit du fait que P, est continue.

Pour démontrer le théoréme, il suffit alors de montrer que la boule unité fermée de E*
est I'image par W d'un compact de RE. Soit

K = {wERE/VXEE,|Wx| < HXHE}

Alors

K=TI |- IIxlle. lixlle]

XEE
donc K est compact par le théoréme de Tychonov. Soit enfin

Fo={weRE /V(x,y) € Ex E Y\ 1) €R?, iy = Awx + ity |
Pour (x,y) € E x E et (A, 1) € R x R donnés, I'application
RE — R

W Waxqpy — AWy — Uy

AU
Agy

est continue. L'ensemble F est I'intersection de I'image réciproque de {0} par des fonctions
continues, donc K N F est compact. Comme

Be =V(KNF)
on a le résultat cherché. Le théoréme est démontré. O

A.3.3. Espaces réflexifs. Pour tout espace de Banach E on note son bidual par E**,
muni de la norme

€]

g = sup & f)|.

[fllex<1
Proposition A.3.10. Soit E un espace de Banach et E** son bidual. L'injection cano-
nique de E dans E** définie par
E— E™
E*¥ —R
fr— ((x), f):=(f x)

est une isométrie. En particulier j(Bg) est fermée dans Be« pour la topologie forte de E**.

x— j(x):
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Démonstration. Pour montrer que j est une isométrie, il suffit de remarquer que

eIl

g = sup [(f.x)] = [Ix]le
Ifllgx<1

grace au corollaire A.2.5. Le fait que j(Bg) soit fermée dans Bg« pour la topologie forte
de E** provient alors du fait que Bg est complet et que j est une isométrie. O

Définition A.3.11. Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif s'il est le dual
de son dual, i.e. si j est surjective (donc bijective).

Théoréme A.3.12 (Kakutani, 1941). Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif
si et seulement si sa boule unité fermée Bg est compacte pour o(E, E*).

Démonstration. = On sait que Bg« est compacte pour la topologie de o(E*™*, E*)
grace au théoréme de Banach-Alaoglu A.3.9. Comme j(Bg) = Bpg«, il suffit de mon-
trer que j~! est continue de (E**,o(E**, E*)) dans (E,o(E, E*)). Si U est un ouvert
pour o(E, E*), montrons que j(U) est un ouvert de E** pour o(E**, E*). Soit xp € U. Alors
il existee >0et f,..., f, € E* telles que

V= {XEE/ sup |<ﬂ,x—xo>|<5}CU.

1<i<n
Alors
jvy={eec /e =j(x) et sup [(fx—x0)l <&}
1<i<n
et comme
(€ 1)y =(fix) s &=jx)
alors

JV)={ee B/ sup |t —j(x0). f)l <e},
1<i<n
ce qui démontre le résultat.

<= On utilise le lemme suivant, que I'on démontrera plus bas.

Lemme A.3.13 (Goldstine ~ 1930). Soit E un espace de Banach, alors j(Bg) est dense
dans Be« pour la topologie o(E**, E*) (et donc j(E) est dense dans E** pour cette méme
topologie).

Retournons a la démonstration du théoréme. Supposons donc que Bg est faiblement
compacte, et montrons que j(E) = E**. Comme j est une isométrie de E sur E**, elle
est continue de I'espace (E,o(E, E*)) dans I'espace (E**, o(E**, E***)) d'aprés la Propo-
sition A.3.7, mais alors aussi dans (E**, o(E**, E*)) puisque cette derniére topologie est
moins fine que o(E**, E***). Comme Bg est faiblement compacte, alors j(Bg) est com-
pacte pour o(E**, E*). Par le lemme de Goldstine A.3.13 on a donc j(Bg) = Bg« puisqu'il
est dense, et fermé dans E**. On en déduit que j(E) = E** et le résultat est démontré. [

Démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Cette démonstration nécessite le lemme
suivant, admis pour l'instant.

Lemme A.3.14 (Helly ~ 1920). Soit E un espace de Banach, soient fi, . . ., f, dans E*
et aq, ..., o, des réels. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout € > 0, il existe x; € Bg tel que pour tout i € [1, n],

filxe) — il <e;
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b) Pour tous (1, .. ., B, réels,
n n

’ZBIQI < HZﬁ/f/ c
i=1 i=1

Retournons a la démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Soit £ € Be« et V un
voisinage de £ pour la topologie o(E**, E*). Il s'agit de montrer que V Nj(Bg) # 0. On
peut toujours supposer qu'il existe € > 0 et f1, ..., f, dans E* tels que V contient

V' = {neE**/|<n—E,f,>| <e, Vie [1,n]}.

Donc on cherche x € Bg tel que j(x) € V' donc (en rappelant que (j(x), ;) = (fi, x)) tel
que

(f,x) — (&, f)<e, Vie[ln].
On pose a; := (£, f;), alors par le lemme de Helly A.3.14 il suffit de montrer que

VBL.. B | 2G| < || B

ce qui est évident puisque
> Biaj = (£,>_Bify)
i i
et ||€]|g= < 1. Le lemme A.3.13 est donc démontré. O

Démonstration du lemme de Helly A.3.14. = Soit € > 0 fixé. Alors

’iﬁ’a’ '26’ f(Xs) “i"iﬁ/f/(xe)

donc

]iﬁ,a, = Ei 81l +| iﬁifi(XS)

<€i|ﬁi|+Hi:5/i

et on conclut en faisant tendre € vers zéro (en utilisant ||x:||g < 1).

L xlle

<= On pose a :=(ay, ..., ap) et I'on consideére
E—TR"

L'assertion a) signifie que a € @(Bg), donc par contraposition supposons que o ¢ ¢(Bg).
Comme @(Bg) est un convexe fermé de R”, on déduit du théoréme de Hahn-Banach (forme
géométrique) qu'il existe B8 = (B1, ..., Bn) € R" et v € R tels que

B-ox)<y<pB-a, VxE€Bg.
Mais
sup Zﬁ, (f.x)= sup B-p(x)

lIx[le< ||XHE§1

HZ@

donc

}’iﬁ/ i

contradiction. Le lemme est donc démontré. O

n
e <Y<Y Bia,
li
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Exercice. Les espaces ¢ des suites nulles a I'infini, £ des suites sommables et £ des
suites bornées ne sont pas réflexifs.

Proposition A.3.15. Soit E un espace de Banach réflexif, et M un sous-espace fermé
de E. Alors M (muni de la norme induite de E ) est réflexif.

Démonstration. D'apres le théoréme de Kakutani A.3.12 il s’agit de vérifier que la boule
unité fermée By, est compacte pour la topologie o(M, M*), dont on vérifie sans peine
qu’elle est la trace sur M de la topologie o(E, E*). Mais Bg est compacte pour la topolo-
gie o(E, E*) et M est fermée pour la topologie o(E, E*) par le théoreme A.3.5, donc By,
est compacte pour la topologie o(E, E*) et donc pour la topologie o(M, M*). La proposition
est démontrée. O

Proposition A.3.16. Soit E un espace de Banach, on a
E réflexif < E* réflexif.
Démonstration. = On sait par le théoréme de Banach-Alaoglu A.3.9 que Bg+ est
compacte pour la topologie o(E*, E). Comme E est réflexif on a o(E*, E) = o(E*, E*)

donc Bg+ est compacte pour la topologie o( E*, E**) et donc E* est réflexif par le théoréme
de Kakutani A.3.12.

<= Supposons que E* est réflexif, alors par I'étape précédente on sait que E** est ré-
flexif, et donc j( E) est réflexif comme sous-espace fermé de £** d’aprés la Proposition A.3.15
et donc E est réflexif puisque j~! est un isomorphisme isométrique entre j(E) et E. O

A.3.4. Uniforme convexité.

Définition A.3.17. Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si pour tout
réel € > 0 il existe un réel 6 > 0 tel que pour tous x,y dans Bg,

H%(Xer)HE >1-6 — |x—yle<e.

Exemples. a) L'espace R? muni de la norme ||x||2 := 1/xZ 4+ x3 est uniformé-
ment convexe mais pas s'il est muni des normes ||x||, et ||x]|g.

b) On verra au paragraphe A.3.6 que LP muni de sa norme naturelle est uniformément
convexe si 1 < p < o0.

Théoréme A.3.18 (Milman-Pettis 1938). Tout espace de Banach uniformément convexe
est réflexif.

Démonstration. Soit £ un espace de Banach uniformément convexe, il s'agit de démon-
trer que j(E) = E**, ou encore que j(Bg) = Bgw. On rappelle (voir la Proposition A.3.10)
que j(Bg) est fermée dans Bg«+ pour la topologie forte, il suffit donc de montrer qu’elle est
dense dans Bg« pour cette méme topologie. Par homogénéité on peut se ramener a

Sg={¢ € E™/|¢lle =1}

Soit donc £ € Sg«+ et soit € > 0 auquel on associe le paramétre § de la Définition A.3.17.
Montrons qu'il existe x € Bg tel que

(x) = &lle= < €. (A.15)
Comme ||€||g=» = 1, il existe f € E* tel que ||f||gx =1 et
<6ﬂ21—§- (A.16)

2
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On sait par le lemme de Goldstine A.3.13 que j(Bg) est dense dans Bg« pour la topolo-
gie o(E™*, E*), donc il existe x € Bg tel que

N| o

6.h) = (x| <

(en écrivant ‘(j(x) -, f)‘ < 0/2). Montrons par contradiction que [[j(x) — &||g~ < €, ce
qui démontrera le résultat (A.15) souhaité.

Supposons que [|j(x) —&||g= > €, alors £ € W := ©(j(x) +€Bg) et W est un voisinage
de € pour la topologie o(E**, E*) (puisque Bg« est fermé pour cette topologie). Par le
lemme de Goldstine A.3.13 a nouveau, il existe y € Bg tel que j(y) € W et

6.f) —(rp| < 3

Notons que par construction puisque j(y) € W on a

x=y)lle=>¢. (A.17)
Par I'inégalité triangulaire on conclut que

26, ) <{(f.x+y)+0 < |Ix+ylle +9.

Mais alors par (A.16) il vient

Slxylle> 14
et donc || x — y||g < € par uniforme convexité, ce qui contredit (A.17). D'ou le résultat. O

Remarque. Les espaces vectoriels de dimension finie sont réflexifs.

Proposition A.3.19. Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit (xp)
une suite de E convergeant faiblement pour o(E, E*) vers x. Si

limsup [[xq[e < [Ix][e .
n—o0
alors (x,) converge fortement vers x.

Démonstration. On peut toujours supposer que x # 0, sinon le résultat est évident.
Soit A := max(||x|l e, [[xall £), s0it ¥n := Ayixn et y = ||x||g*x. Alors Ay — ||x||g et y, — ¥
faiblement o(E, E*). Par la Proposition A.3.3 on a puisque %(yn +y)—vy,

o1
lylle < timinf S llys +ylle -

Mais ||ly|le = 1 et ||ynlle < 1 donc on déduit que nécessairement

1
EHYn +ylle = 1.
Par uniforme convexité on a donc

lyn —ylle =0,

d'ou la proposition. O
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A.3.5. Espaces séparables.

Définition A.3.20. On dit qu’'un espace métrique X est séparable s'il existe un sous-
ensemble dénombrable dense dans X.

Proposition A.3.21. Soit E un espace de Banach. Si E* est séparable alors E est
séparable.

Démonstration. Soit (f,)nen une suite dense dans E* et soit (x,)pen Une suite de E
telle que

alle =1 et (o) > 5lfle-
Soit F I'ensemble des combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels des x,. Alors F
est dénombrable, montrons qu'il est dense dans E. Par le corollaire A.2.14 du théoréme de
Hahn-Banach il suffit de montrer que toute forme linéaire f € E* qui s'annule sur F est
identiquement nulle. Soit donc f une telle forme linéaire, et soit € > 0. Il existe n € N tel
que
If = folles < €.

On écrit alors, puisque f s'annule sur F,

1
§||fn| e < <fnxXn> = <fn - fon> <eg,

et donc
[flles <N = falles + |Ifnlles < 3

et donc f est identiquement nulle. La proposition est démontrée. O

Corollaire A.3.22. Soit E un espace de Banach. On a
E réflexif et séparable <= E* réflexif et séparable.
Démonstration. <= provient des Propositions A.3.16 et A.3.21.

= est di au fait que si E est réflexif et séparable alors E** = j(E) I'est aussi, et
donc E* aussi. O

Exercice. Soit £ un espace de Banach de dimension infinie, alors E n'est jamais métri-
sable pour la topologie o(E, E*), et E* n'est jamais métrisable pour la topologie o(E*, E).

Théoreme A.3.23. Soit E un espace de Banach. Alors E est séparable si et seulement
si Be« est métrisable pour la topologie o(E*, E).

Démonstration. = Soit (x,),>1 un sous-ensemble dénombrable dense dans Bg, on
définit la métrique suivante sur Bgx :

o0
V(f.g) € Bes X Bew,  d(f,g) ==Y 27"[(f — g,%n)|.
n=1
Montrons que la topologie associée a d coincide avec o(E*, E) sur Bgs.
- soit f € Be+, soit r > 0 et soit

V::{QEBE*/|(f—g,y,-)|<r, V/E{l,...,p}}

un voisinage de f pour o(E*, E), avec (sans perte de généralité) y; € Bg pour tout /
dans {1, ..., p}. Montrons qu'il existe r’ > 0 tel que

U:= {geBE*/d(f,g)<r’}CV.
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Pour tout 7 € {1, ..., p} on peut trouver n; tel que
,
10, — yille < 7
. . . r
Alors en choisissant r’ tel que pour tout / € {1,...,p}onait 2" < 5 on a pour toutg e U

r v
(= gyl < [(F = 9.y = xa)| + [{F = g xn)| <2- 5+ 2" <r
donc g € V.
- soit f € Bgx, soit r > 0 et soit

U = {g € Be-/d(f,g) < r}.
Montrons qu'il existe r' > 0 et p tels que

\/’;:{geBE*/|<f—g,xn>|<r’, VnE{l,...,p}}CU’.

. r r
On choisit r' < 5 et p assez grand pour que 2P < 5 et on a alors pour tout g € V/

p
d(f,.g)=> 27"{F —g.xa)|+ > 27"[f — g.xn)]|
n=1 n>p+1
<r+2 Z 27N < r,
nzp+1
donc f e U'.

<= Supposons que Bg« est métrisable pour o(E*, E) (avec une distance d) et montrons
que E est séparable. On définit pour tout entier n > 1

UM:{fGBB/dUﬂ)<%}

et I'on considére un voisinage V;, de 0 pour o(E*, E), inclus dans U, que I'on écrit sous la

forme
Vo= {f € Be- [ [{F. )] < 1., x € Ay}

ou r, — 0 et A, est un sous-ensemble fini de E. L'ensemble A := | J,>1 A, est dénombrable.
Montrons que |'espace vectoriel A engendré par A est dense dans E. |l suffit de remarquer

que ﬂ V,, = {0} donc
n>1

(f,.x)=0 Vxe A= =0
et donc par le corollaire A.2.14, A est dense dans E. D'ol le résultat. O

Remarque. Un argument analogue permet de démontrer que si E* est séparable alors Bg
est métrisable. La réciproque est vraie mais est plus délicate a démontrer (voir [2]).

Montrons enfin les deux corollaires suivants sur les suites bornées de E* et E.

Corollaire A.3.24. Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,)nen une suite bornée
de E*. Alors il existe une sous-suite extraite de (f,) qui converge pour la topologie o(E*, E).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que f, € Bgs, et le résultat
est un corollaire immédiat des théorémes A.3.9 (Banach-Alaoglu) et A.3.23 (métrisabilité
de BE*). [l

Corollaire A.3.25. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xp)nen Une suite bornée
de E. Alors il existe une sous-suite extraite de (x,) qui converge pour la topologie o(E, E*).
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Démonstration. Soit X I'espace vectoriel engendré par les x,. Alors F := X est sépa-
rable, et réflexif comme sous-espace fermé d'un espace réflexif (Proposition A.3.15). Par
le Corollaire A.3.22, F* est séparable, donc la boule unité fermée Bg« de F** est métri-
sable pour o(F**, F*) grace au théoréeme A.3.23. Par ailleurs grace au Théoréeme A.3.9 de
Banach-Alaoglu on sait que B« est compacte pour o(F**, F*). Donc B« est compacte
métrisable pour o(F**, F*), et donc Bf, qui coincide avec Bg« puisque F est réflexif, est
compacte métrisable pour o(F, F*). Le résultat est démontré. 0

A.3.6. Application aux espaces de Lebesgue.

Rappels. Pour tout ouvert © de RY, I'espace LP(Q), pour 1 < p < oo, est I'ensemble
des fonctions f telles que |f|P est intégrable sur 2, quotienté par la relation d'équivalence
d’'égalité presque partout, et muni de la norme

1
Pl = ([ 17700 ax)” (A18)
On définit de méme
|1l (q) := supessgq |f].

Sil<p< oo, l'espace LP(S2) est complet.
Sil<p< oo, l'espace D(2) des fonctions C* a support compact sur Q2 (a fortiori C.(R2))
est dense dans LP(S2).

Théoréme A.3.26. Si1 < p < oo, I'espace LP(S2) est séparable.

n
Démonstration. Le résultat se démontre en pavant Q2 par des ensembles H]ak, bi[ de

1
cOtés rationnels et en considérant les fonctions caractéristiques de ces domaines. Les détails
sont laissés en exercice. O

Théoréme A.3.27. Si 1 < p < oo, I'espace LP(S2) est uniformément convexe, donc
réflexif.

Démonstration. Soit la fonction h définie sur Rt par
h(r) = (1+rp)P +[1—rs|°.
Alors
/ _1 -1 _1 p—2 _1
W(ry=Q+r »)P +|1—r»|" (1—r"»)
et
p—1 _;_1 _1p2 _lip_n
W(ry==—=r""p(|1=r"» —(1+r»)P
(=" (I 72— %)

donc h est convexe sur RT si p < 2, concave si p > 2. Rappellons I'inégalité de Jensen :
si H est concave alors
%
/UPH((f)p) dx /vp dx
d <H

/updx ; /updx

et I'inégalité est inversée si H est convexe.
- Dans le cas p > 2 on a donc

p p
I+ VI + 1t = V2o < (lulle@y + IVlie@) + |lullie@) = IVIise)| (A-19)
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donc si [[ull @) = IVIle() = 1 et [|u — v||1p(q) > 2¢ il vient

1
< —eP)r
Loy = (1—€P)r

1
—(u+v
|5+v)
et le résultat est démontré.

- Dans le cas p < 2 on a la méme inégalité (A.19) inversée et on 'applique a i = u+v,
v=u—vet il = [IVl]irg) =1 Alors

1 . . 1 . . 1, . .
(HE(LH_ v) LP(Q) + Hi(u_ v) LP(Q) LP(Q) B HE(U_ v) LP(Q)

et le théoréme est démontré. O

)+ [l +9) !p

Théoréme A.3.28 (Représentation de Riesz). Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP(Q))*.
Soit p' défini par
1 1

poP
Alors il existe u € LP'(Q) unique tel que

VFe Q) (o f>—/Quf(x) dx.

De plus on a
lull oy = llell(Le(a))-
Démonstration. Soit T I'opérateur défini par
LP(Q) — (LP(Q))"
T- LP(Q) — R
ur— Tu:

fr—(Tu,f) ::/Quf(x) dx.

Montrons que
ITulle@)y = lull vy - (A.20)
L'inégalité de Holder implique que
ITulle@y < lull vy -
Pour montrer I'inégalité inverse posons
v(x) = |u(x)|P 2u(x), v(x):=0siu(x)=0.
Alors v € LP(Q2) et

IWlliogey = Ul
Par ailleurs /
(Tu,v) = 1617y
donc T >
u,v
Tu > = lull, o,
H ”(L"(Q)) = HVHLP(Q) || ||LP ()

ce qui démontre (A.20).

Montrons maintenant que T est surjectif, ce qui achévera la démonstration. L'es-
pace £ := T(LP()) est un sous-espace fermé de (LP(Q))* donc il s’agit de démontrer
qu'il est dense dans (LP(€2))*. Soit donc h € (LP(£2)), tel que

(Tu,hy =0 VYue L”(Q).

Alors en posant u(x) := |h(x)|P~?h(x) on en déduit que h =0, d'ou le résultat. O



30 A. ESPACES DE BANACH

Si 1< p < oo on a les identifications (LP)* = LP'.

Exercice. Soit ¢ € (L1(Q))*. Il existe u € L>°(2) unique tel que

Ve LY(Q), ((p,f>:/Quf.

De plus on a
[ull Loy = l@ll (1))
L’espace L1 n'est pas réflexif (et L® non plus). L'espace L™ n'est pas séparable.



