La p-construction plus
Ou comment faire compliqué quand on ne peut pas
faire simple.

Emmanuel Chemla
sous la direction de Bob Oliver

1 Introduction

La ligne d’horizon de cet exposé est la caractérisation des morphismes de
groupes discrets finis induisant des isomorphismes en homologie (entiere ou mod-
ulo p). Le résultat s’exprime de fagon trés naturelle et peut donc sembler d’un
abord tres simple. Cependant il résiste aux méthodes usuelles d’algebre ”pure”.

Je vais essayer de donner une idée de démonstration en mettant en lumiere
différents outils nécessaires et désormais classiques.

Par convention, dans tout I’exposé, "espace” (X, Y...) désigne par défaut
un espace muni d’une topologie (et méme d’une structure de CW-complexe).
De méme, les applications sont implicitement supposées continues. Les groupes
(G, H...) sont eux aussi implicitement supposés finis et munis de la topologie
discrete. Enfin, p désigne un nombre premier.

2 Préliminaires de topologie algébrique

L’objectif est de transposer un probleme topologique en un probleme algébrique.
C’est le role de la théorie de 'homotopie :

2.1 Homotopie
Définition 1. Soient deux espaces topologiques X et 'Y .

1. Deux applications continues fo et fi de X wvers Y sont dites homotopes
sl existe une application continue H (appelée homotopie) de X x [0,1]
vers Y telle que : Vx € X, H(x,1) = f;, pour i =0 ou 1.

2. On dit que X et Y ont méme type d’homotopie s’il existe une application
f de X versY et une application g de Y vers X telles que les composées
dans les deuz sens soient homotopes aux identités de X et de Y. On dira
que f et g réalisent des équivalences d’homotopies entre X et Y.

Intuitivement, sont homotopes deux applications (et par extension deux es-
paces) que 'on peut déformer contintiment 'un(e) sur l'autre.
2.2 Groupes d’homotopie

Le passage de la topologie a ’algebre se fait alors en définissant les groupes
d’homotopie d’un espace :

Définition 2. FEtant donné un espace X, pour tout n € N on définit "na-
turellement” 7, (X) le n-ietme groupe d’homotopie de X comme l’ensemble des



applications de S™ la sphere de dimension n dans X a homotopie prés. Ces en-
sembles sont munis d’une structure de groupe “naturel” pour n non nul, abélien
pour n > 1. Le groupe m1(X) est aussi appelé groupe fondamental de X.

Le mot naturel qui apparait dans cette définition n’est pas anodin, il précise
que toute application entre deux espaces X et Y induit un morphisme de groupes
entre les groupes d’homotopie de ces espaces. De plus, les homotopies induisent
des isomorphismes. Ainsi, les groupes d’homotopies permettent une premiere
comparaison entre deux espaces : ils ne pourront avoir méme type d’homotopie
que si leurs groupes d’homotopie sont isomorphes. Le probléme réciproque est
plus ardu, mais souvent vrai.

3 Algebre homologique

Dans leur livre de 1956, Henry Cartan et Samuel Eilenberg développent les
outils d’algebre homologique désormais tres courants. Exprimés dans un cadre
trés général, ils permettent des calculs pertinents pour des applications variées.

3.1 Préliminaires d’homologie

Un complexe est une suite de morphismes entre des modules ou des groupes
telle que les composées deux par deux soient nulles (noté A, en oubliant les
morphismes) :

Un+1 Un
T A7L+1 I— An I An—l — ..
avec u, o up+1 = 0. Le complexe sera dit exact lorsque l'inclusion réciproque
sera aussi vérifiée (i.e. Im(u,y1) = ker(u,)) et ’homologie du complexe peut
donc étre comprise comme une mesure d’inexactitude :

H,(A,) = ker(u,)/Im(tsq1).

A partir de ce cadre tres général, on définit les groupes d’homologie H.(G; L)
d’un groupe G & coefficients dans un Z[G]-module £ comme I’homologie de tout
complexe (on vérifie qu’il n’y a pas ambiguité) de la forme :

Up+1@id

. — Cpg1 ®Z[G] L Ch ®Z[G] L— ...

ou C est un complexe tel que :

Co = Z|G)
C,=0 sin<0
C,, est un Z[G]-module projectif  sin >0

Le procédé est tres général et en associant a un espace X et a un systeme
de ceefficients sur X (tout Z[mri(X)]-module) un certain type de complexe, on
définit aussi ’homologie H,(X; L).

3.2 Position du probleme

L’objectif ici est de comprendre mieux les morphismes de groupes induisant
des isomorphismes en homologie & ceefficients dans Z ou dans Z/pZ.



3.3 La catégorie de fusion et le foncteur F),
Il est intéressant maintenant d’introduire ’espace de travail suivant :

Définition 3. Soit G un groupe et p un nombre premier. On note Q,(G) la
catégorie de fusion de G : ses objets sont les p-sous-groupes finis de G et ses
morphismes sont les morphismes de groupes de la forme :

C[Plin] ZP1 —— P2

T g:ﬂgfl
pour g € G. Nommément, il s’agit de la conjugaison par g qui est une injection
d’image gPig™1t.

Soit alors H un sous-groupe d’un groupe G et g € G. Nous allons voir
comment ¢, passe & I’homologie. On remarque tout d’abord que pour tout ZG-
module A, I'application qui provient de ¢, est :

pg: A—— A

a —— g.a,
elle permet de passer de la structure de H-module sur A & celle de gHg -

module :

Vh e H Va € A, pg(h.a) = g.(h.a)
= (gh).a
(ghg™"g)-a
cg(h).pg(a)
Soit alors C, une résolution Z[G|-projective de Z. Par abus de notation, C,

est aussi une résolution Z[K]-projective pour tout sous-groupe K de G. Soit
encore £ un systéme de coefficients sur gHg~!. Pour tout ¢ entier, ¢, induit :

Cq.i :C; x L — C Qz[gHg—1] L
(a,b) ——— g.a ® g.b.

Soit encore, puisque l'action de G sur C, est a gauche : ¢4 ;(a,b) = ag™! @ gb.
On vérifie alors que cette application est Z[H]-bilinéaire :

cgila,hb) = ag™' @ ghb
= ag' @ (ghg™")gb
= ag”'(ghg™!) @ gb
ahg™' @ gb
= c¢g,(ah,b).
Pour passer au quotient il reste a vérifier que le carré suivant est commutatif :
Civ1 @z L — Civ1 Qzlgng-—1 L
oo
C; ®Z[H] L — C, ®Z[gHg*1] L.

On peut alors poser :



Définition 4. Soit G un groupe, H un sous-groupe et g un élément de G. Alors,
pour tout systeme de cefficients L, g et la conjugaison associée Cif_gpg-1]
induisent une application en homologie :

Cy:H.(H; L) — H*(gHg_l;L').

Le passage & ’homologie est achevé et on peut maintenant définir pour tout
nombre premier p, pour tout groupe G et tout systéme de coefficients £ un
foncteur qui relie cette catégorie a ’homologie des p-sous-groupes :

Fp:Qp(G) —— Ab
P+—— H.(P;L).

A un p-sous-groupe de G correspond son homologie et & la conjugaison ¢4
correspond C,.

3.4 Les applications restriction et transfert, les éléments
stables

Nous allons définir deux autres applications en homologie. L’application qui
sert de point de départ ici est I'inclusion d’un sous-groupe H dans un groupe
G. Je rappelle que G est supposé fini, on peut donc parler de sous-groupes de
Sylow et 'indice de H dans G est fini.

Soit alors comme précédemment C, une résolution Z[G]-projective de Z. Soit
aussi £ un systeme de ceefficients sur G (et donc sur H par abus de notation).
Soit encore G un systéme de représentants de G/H : G =[] geg 9H. Pour tout
i entier, on considere les applications :

res; :C; x L — C; Qziq) L try :Cy x L —— C; Qg L
et
(a,b) ——a®b (a,b)HZag@g_lb
geg

Apres des vérifications similaires a celles qui meénent a la définition de Cg,
on obtient des applications en homologie :

Définition 5. Soient G un groupe, H un sous-groupe, L un systeme de ceeffi-
cients sur G. On définit les applications restriction et transfert par passage en
homologie des applications précédentes :

I‘es[H—>G] H*(H"C) - H*(Ga‘c)
trig—m) : H«(G; L) — H.(H; L)

Enfin, j’ai besoin de définir un certain type d’éléments de ’homologie défini
par ces applications :

Définition 6. Soit H un sous-groupe de G. Un élément a € H,.(H; L) est dit
stable sz

Vg € G, tr[HHHﬂgHgfl](a) =tryHg-1—HNgHg-1] © Cy(a)



i.e. a fait commuter le diagramme suivant :

H.(H; L) %, H*(gHg_l;E)

N
H.(HngHg % L).
On note H,(H;L)s 'ensemble des éléments stables de H,.(H;L). Evidem-

ment, pour H = G, H.(G; L)s = H.(G; L).
Je regroupe dans la proposition suivante les calculs utiles pour la suite :

Proposition 7. Soit la chaine de sous-groupes : K C H C G. Alors

1. res|g_.q| O TeS[K . H] = T€S[K Q]

2. tr g K] ° g H) = tTjg—K]

3. res;g_.q)otria—m) est la multiplication par [G : H], lindice de H dans G.
4. Ya € Hi(H; L), trig—m) oresig—g)(a) =[G : H]|a
5

. VgeG,C, otr g k] = WgHg-1 gKg—1] 0Cqy

Pour obtenir ces résultats, il faut reprendre les définitions de la restriction
et du transfert a partir des applications C; x L — C; x L.
3.5 Applications

Les groupes considérés sont supposés finis. Cela permet de parler de restric-
tion, de transfert mais aussi d’indices et de sous-groupes de Sylow. On peut
alors démontrer le résultat suivant :

Proposition 8. Soit H un sous-groupe d’un groupe (fini) G. Alors limage de
trig—p) est incluse dans H.(H;L)s.

Preuve. Soit b € H,(G; L), et a = trig_p)(b). Pour g € G :

Cg(a) =C40 trig—m (b) = trig—gmg-1] © Cg(b) = tI'[G*)gHgfl](b)

D’ou :
tI'[gHLt]*1—>Hﬁ‘t;Hg*1] © Cg(a) = tr[GHHﬂgHgfl](b)
= tr[H~>Hr‘|gHg*1] o tr[G—»H] (b)
= tr[H—»HﬁgHg*l](a’)
Et a est effectivement stable. O

Théoréme 9. Soient p un nombre premier et S un p-sous-groupe de Sylow d’un
groupe G. Alors le transfert induit une bijection :

trig_s) Ho (G Z/pT) — H.(S;Z/pZ),

Preuve. On note p® l'ordre de S et g son indice dans G. Par hypothese, les
deux sont premiers entre eux et on a donc [ tel que g/ =1 mod p®. Autrement
dit, ¢ est inversible dans Z/pZ. On en déduit que le trjg_,5 est injectif car
res;s_q) © trig—gs est la multiplication par q qui est bijective.



La proposition 8 assure que le transfert est bien & valeurs dans H, (S;Z/pZ)s.
Il reste & voir la surjectivité or si a € H.(S;Z/pZ)s :
trig—g)(lres;s—gj(a)) = l(qa) = a
O

En reprenant le foncteur Fj, défini a la fin du paragraphe 3.3 sur la catégorie
de fusion, on obtient comme corollaire important le fait que H,(G;Z/pZ) peut-
étre obtenue a partir de celles de ses p-sous-groupes :

Théoréme 10. Si G est un groupe fini, le transfert induit un isomorphisme :
fr: H,(G;Z/pZ) — lim F,

En effet, par définition, la limite indirecte permet de compléter le diagramme
suivant de fagon commutative pour tout X :

lim F, X

NS /7

H.(H;Z/pZ)

.

H.(gHg ';Z/pZ)

4 7 Algebre topologique”

La transposition des problemes algébriques en topologie peut sembler moins
pertinente. Elle est pourtant incontournable ici.

4.1 Espaces classifiants et espaces d’applications

Pour un groupe G (discret fini), on définit de fagon non ambigiie son espace
classifiant noté BG a partir de ses groupes d’homotopie : tous triviaux sauf
celui d’indice 1 égal & G. Le revétement universel (noté EG) d’un tel espace est
contractile.

Etant donné le probléeme présent, il est important d’étudier les espaces d’ap-
plications pointées Map.(BG, BH) ou non Map(BG, BH) entre espaces clas-
sifiants :

Théoréme 11. Soient G et H deux groupes (finis et discrets). Alors :

Hom(G,H) sin=0

mn(Map, (BG,BH)) = { 0 sinon

Rep(G,H) sin=0
mn(Map(BG, BH)) = finis sin=1
0 stn>1
ot Rep(G, H) désigne I’ensemble des morphismes de groupes d conjugaison pres.

Cette proposition affirme notamment que Map(BG, BH) a le type d’homo-
topie d’une union disjointe finie d’espaces classifiants de groupes finis et on peut
donc lui appliquer des résultats obtenus pour ces derniers.



4.2 Un exemple simple de modification d’espace

Etant donné un espace, on peut vouloir en modifier certaines caractéristiques
pour n’en garder que les informations pertinentes pour le probleme posé et le
manipuler plus simplement. Je donne ici un exemple ol une telle construction
peut étre faite explicitement :

Proposition 12. Soit (X, x) un espace pointé connexe par arcs. Soit A un sous-
groupe de (X, ) et A sa fermeture normale. Pour tout o € A, on choisit un
représentant e, et on note X1 lespace X auquel on a ajouté des 2-cellules €2,
rattachées le long de chaque o : X1 = X UJ,cy e2.

Avec i Uinclusion de X dans X1, on a une suite exacte :

0 —— A — m(X,2) R m1(X1,2) — 0.

4.3 La p-construction plus

Par des manipulations similaires (d’ajout de cellules), on obtient le résultat
suivant, pivot pour le probleme posé :

Définition 13. Soit (X, ) un espace pointé connezxe dont le groupe fondamental
est fini et I’homologie rationnelle du revétement universel triviale. Soit encore p
un nombre premier, N le sous-groupe distingué p-parfait (i.e. Hy(N;Z/pZ) est
trivial) mazimal de m (X, ).

Alors il existe un espace pointé (X]j, x;) appelé p-construction plus de (X, x)
et une fonction continue f: (X, z) — (X}, z}) tels que :

1. On a une suite exacte :
0—N—m(X,z) > m(X,),2}) =0

2. Pour tout systeme de p-ceefficients L sur X;‘, f induit un isomorphisme
en homologie :

o Ho(X, f*L) —— H.(X[,L)

3. On a encore H*(X;‘,",Q) triviale.

4. Pour tout q premier a p, H*()N(;‘; Zg) est triviale aussi.

Pourquoi ce nom 7 Cette construction est en réalité une version simplifiée de
la p-complétion. Le cheminement est ici directement inspiré de la construction
plus qui est son analogue (plus classique et plus simple) dans le cas de Z (au
lieu de Z/pZ ici).

Quel est le role de cette construction ? Elle s’applique aux espaces classifiants
de tout groupe fini discret : a partir de G et H, on obtient des espaces BG;‘
et BH;‘ tels que de plus les morphismes d’un groupe a l'autre induisent des
applications entre ces espaces associés tout en conservant certaines propriétés
d’homologie (I’équivalence entre les deux premiers points du théoréme 16).

Enfin, on est amené & étudier le rapport entre la p-construction plus in-
troduite ici et les espaces d’applications entre espaces classifiants (c’est ce qui
permettra l'implication entre le deuxiéme et le troisieme points de ce méme
théoréme 16) :



Théoréme 14. Soit ™ un p-groupe fini et G un groupe fini. La p-construction
plus de Map(Bm, BG) est alors donnée par la fonction naturelle :

Map(Bm, BG) —— Map(Bm, BG})

Pour démontrer ce théoreme, je signale qu’il faut faire appel a d’autres outils
qu’il serait trop longs de détailler ici : les espaces homotopiques qui se combinent
judicieusement avec la p-construction plus.

Je procede alors par récurrence (comme dans l'article de Broto et Levi en
2002 ou la premiére démonstration est écrite) mais je suis obligé d”admettre
le cas ou m = Z/pZ (la partie la plus compliquée, due & Lannes). En réalité,
seule une version faible est utilisée ici et j’avais bon espoir de démontrer celle-ci
completement mais pour I'instant je n’y suis pas parvenu :

Corollaire 15. Soit m un p-groupe fini et G un groupe fini. Alors la fonction
naturelle
Map(Bm, BG) —— Map(Bm, BG}})

induit une bijection entre les composantes connexes des deux espaces.

5 Résultats

La caractérisation voulue des morphismes induisant des isomorphismes est
alors contenue dans le théoreme suivant di a Mislin :

Théoréme 16. Soient p un nombre premier et p : G — H un morphisme de
groupes finis. Il y a équivalence entre :
1. H(p;Z/pZ) : H.(G;Z/pZ) — H.(H;Z/pZ) est un isomorphisme.
2. Bp} : BG} — BH,} est une équivalence d’homotopie.
3. Pour tout p-groupe 7, Rep(m, p) : Rep(w,G) — Rep(m, H) est une bijec-
tion.
4. Qp(p) : Qp(G) — Qp(H) est une équivalence de catégories.

Preuve. La démonstration se fait en enchainant circulairement les implications.
1= 2: C’est une des raisons d’étre de cette construction. Pour aboutir a ce
résultat, j'utilise de nombreux lemmes sur les fibrations obtenus a partir
d’un outil dont la puissance n’est plus & démontrer : les suites spectrales.
Malheureusement, il aurait été démesuré d’en faire une introduction ici
mais il était toutefois nécessaire de les citer.
2 = 3 : On suppose donc 2. et on choisit 7 un p-groupe. On a des bijections
naturelles en chaines qui menent & Rep(m, p) :

Rep(m,G) — mo(Map(Bw, BG)) d’apres le théoreme 11

\

mo(Map(Bm, BG;Y)) d’apres le théoreme 14

mo(Map(Bw, BH,[))  car on suppose 2.

Rep(w, H) méme parcours pour H



3= 4: Il y a une liste de vérifications simples a faire.
4=1: Clest le théoreme 10.
O

On peut citer un résultat antérieur partiel qui se redémontre désormais sans
difficulté :

Théoreme 17 (de Jackowski). Soient p un nombre premier et p : G —
H un morphisme de groupes finis qui induit un isomorphisme en homologie a
ceefficients dans Z/pZ. Alors :

1. ker(p) est d’ordre premier a p.
2. Im(p) est d’indice premier a p dans H.

Comme corollaire, on obtient le cas de ’homologie entiere. Le résultat qui
suit semble tres simple, c’est un analogue algébrique du théoreme de Whitehead
en topologie.

Théoréme 18. Soit p: G — H un morphisme de groupes finis. Alors p induit
un isomorphisme en homologie a ceefficients entiers si et seulement si p est un
isomorphisme de groupes.

Preuve. Le théoreme 17 de Jackowski suffit ici : si p induit un isomorphisme en
homologie & ceefficients entiers, p induit des isomophismes en homologie modulo
p pour tout p; 'ordre du noyau et 'indice de I'image sont donc premiers a tout
nombre premier. La réciproque est évidente. O

6 Conclusions

Tout d’abord, il me semble important de souligner a nouveau les détours
qui ont été nécessaires. Partant d’'une question proprement algébrique, il a fallu
transporter le probleme en topologie et utiliser de nombreux outils modernes :
I’homologie et les applications de restriction et transfert, les espaces classifiants
et la p-construction plus mais aussi, implicitement, les espaces homotopiques,
les fibrations et les suites spectrales. C’est cette démarche qui me semble partic-
ulierement intéressante car elle démontre I'importance d’un décloisonement des
différentes disciplines mathématiques usuelles par la nécessité et la puissance de
leur collaboration.

Plus anecdotiquement, il est amusant de remarquer que le résultat dans le
cas de Z, tres simple, n’a pu étre obtenu que grace au cas de Z/pZ qui semble
bien plus compliqué. Une démarche directe (a partir de la construction plus par
exemple) ne fournit aucun résultat.

Les objectifs fixés ont été atteints :

— Les morphismes de groupes induisant des isomorphismes en homologie
entiere sont les isomorphismes de groupes. Si I’homologie a pour raison
d’étre de contenir des informations sur le groupe, ’objectif est entiérement
atteint du moins vis-a-vis des isomorphismes possibles. Il ne faut évidemment
pas croire que cette information est compléte. Notamment, je n’ai nulle-
ment dit ici que deux groupes ayant des homologies entiéres isomorphes
sont isomorphes : c’est le cas si I'isomorphisme entre les homologies est
induit par un morphisme de groupes.



des

— Les morphismes de groupes induisant des isomorphismes en homologie a
ceefficients dans Z/pZ sont les morphismes induisant une équivalence de
catégorie entre les catégories constituées par les p-sous-groupes a conjugai-
son pres. Notamment, si un morphisme de groupes induit un isomorphisme
en homologie modulo p, les deux groupes ont nécessairement les mémes
sous-groupes de Sylow.

Cependant, ces résultats sont valables dans un cadre plus général que celui

groupes finis discrets : pour tout groupe de Lie compact. La p-construction

plus introduite ici, si elle est simple, ne permet pas d’atteindre cette généralité.
Pour démontrer ces résultats, il faut se résoudre a utiliser la p-complétion de
Bousfield et Kan.
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