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 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �����
 ����
��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� ����������� �	������� j � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� ��������� ����������� �

��� ����������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
���  	�!��	� ����"��#�� �� $����
���

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %
���  	�!��	� ζ �� $����
���

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� &����"��!���	� !	�"���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� ������	� ��������� ��

� ������� 
� �����	������ ��

��� ��!	�"	
���	� "������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� '����� ���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���  	���
 ����������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

� ���	����� 
����������� ��

��� ��)�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� *������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��� ��
 �+�	�,��
 �� -�.	�� )�	�����#�� �� ����+����#�� � � � � � � � � � � � � � �/
��� ��
���!� ���� "	��� 0 ��� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� 1+�	�,��
 �����#��
 �� -�.	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

 !�
����
��� �"�#����� 
� π, eπ, et Γ(1/4) ��

(�� 2���#��
 !	�	������
 �� �+�	�,�� �� 3�
�����4	 � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
(�� �� ��
��� ������"�����!� ��)�5��#�� �� 6+���5��� � � � � � � � � � � � � � � � �(
(�� 7�� ���	�
�����	� ����!�� �� ������"�����!� ��)�5��#�� � � � � � � � � � � � � ��

�



��	58�!��9 �� !�� ��"	
� �
� �� "��
����� ��� ���	�
�����	� �� ������"�����!� ��)�5��#��
��
 ��	�
 �	�5��
 π: eπ �� Γ(1/4): #�� ��!	��� ���� �+�	�,�� "��
 )������ #�� ;�� <� 3�
��=
���4	 � ���	���� �� �%%(� >���� "����� 9��� 
���� 0 ��� 
���� �� ��
�����
 �� ����
!�����!�
5�
�
 
�� ������� ��
 !	��5�
 ����"��#��
: �	�� �� ��
 "������
 9�� �� �+�	�,�� 
������ ���	�=
��� "�� �!+������ �� �%��: 	? j ��
�)�� ����������� �	������� @ 
	�� τ �� �	�5�� !	�"���� ��
"����� ���)������ > 0� �� τ �� j(τ) 
	�� 
������������ ��)�5��#��
: ��	�
 τ �
� #�������#���

6	�� !���: �	�
 ���	�
 !	����!�� "�� ��""���� #���#��
 ��
�����
 �� �� �+�	��� ��
 9	�!=
��	�
 �	�������
 �� ��
 !	��5�
 ����"��#��
 ���
 ��
 ���� "����,��
 "�����
: "��
 �	�
 �	�=
���	�
 !	��� �""��!���	� �� "������ ��
����� �� ����
!�����!� A���	���� "�� ��� �#��"�

��"+��	�
� �� �%%�B ���
 �� ��	�
�,�� "����� @ 
� α ∈ C �
� �� �	�5�� ��)�5��#�� ��������
0 < |α| < 1: ��	�
 J(α) �
� ����
!������ A	? J(e2iπτ ) = j(τ)B� 6��
 �	�
 ����	����	�
 ��
�+�	��� �� �����������	� �� 
	� �""��!���	� 0 ������� ��
 �������
: !� #�� �	�
 9	������ ��

	����
 9	���������� "	�� �� "������  ���������: ���
 �� �����,�� "�����: �	�
 ������	�

#���#��
 !	�	������
 �� �+�	�,�� �� 3�
�����4	: �	�� ������"�����!� ��)�5��#�� �� π: eπ ��
Γ(1/4): �� �	�
 �� �	����	�
 �)������� ��� "����� ����!���

 ����	
��� ������
���

��� �������	�


$������% �� ���� H = {x + iy | y > 0} ������	
�� ��� ��	
��� �	������ �� ������
�	�������� ������	��� ��������� ����� �� ����="��� �� 6	��!����

&�'������ �%�% �� ������� )�	�"� �	������� �� ������ � � SL2(Z)/ {± 1} �	��� �� ������
SL2(Z) ���� PSL2(R)�

�� g =
(

a b
c d

)
�
� �� ������� �� SL2(Z): 	� �	���� ��!	�� g 
	� ���)� ���
 �� )�	�"�

�	�������� �� )�	�"� �	������� �)�� �� 9�C	� ��������� 
�� H @


� z ∈ H: 	� "	
� g(z) =
az + b

cz + d
�

�� ����="��� H �
� 
��5�� "�� ���!��	� �� G: �� �� "��
 !���� �!��	� �
� ��,���

&�'������ �%�% ���� � �� ������� �� ������� 9	�!��	� 9��5������ �	������� �� "	��
 �4
����� ������� 	���	����� � ��� �� ��	������ H ��� ���� � �� ��������

f(z) = (cz + d)−2kf(
az + b

cz + d
)

���� �����

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) �� ���� z ∈ H�

D� � �� "����!����� "	�� �	�� z ∈ H: f(z + 1) = f(z)� D� "��� �	�! ��"����� f !	���
��� 9	�!��	� �� q = e2iπz: 9	�!��	� #�� ��	� �	���� f̃ E ���� �
� ���	�	�"+� ���
 �� ��
#��
{z ∈ C | |z| < 1} "���� �� ��	��)���� �� f̃ 
� "�	�	�)� �� ��� 9	�!��	� ���	�	�"+� A��
"�
+	�	�	�"+�B 0 ��	��)���: �	�
 ���	�
 #�� f �
� ���	�	�"+� A��
"� +	�	�	�"+�B 0 ��������

&�'������ �%�% !�� ������� ���
��	��� 	�������� ��� ���� �	������� �� ���� ��� 	����
	����� " ���� �� # �� ���� ����� f(∞) = f̃(0)�

&�'������ �%�% �� ������� 9	��� �	������� ����� ������� 	�������� ��� ��� ����	�����
������� $% �	���� " ���� ��& # �� ��� ����� ������� �������� " ���� ��' �� ��� ��� ���� ���
9	��� "���5	��#���

�



D� ����� ��
 "���!�"��� ����"��
 �� 9	�!��	�
 �	�������
 ��� 
�!��	�
 ��� �� ��� @ !� 
	��
��
 
����
 ����
��
����: �� 9	�!��	� Δ �� ����������� �	������� j�

(�	����% (�����	
�� ��� ���	�� 	��������� �� ����� k ���	� �� ����� �������� # ��
�������� �� ���� ���	�� 	��������� �� ����� k �� l ��� ��� ���	� 	�������� �� ����� k + l�

��� ��
���

&�'������ �%�% ���� V �� R������ �������� �� ��	������  ��� n� 7� ��
��� �� V ��� ��
����������� Ω �� V ��� ����� ������ ��� R�
��� $e1'� � � ' en& �� V ��� ���� ��� Z�
��� �� Ω
$���� Ω = Ze1 ⊕ . . . ⊕ Zen&�

�	�� R ����
��5�� ��
 ��
���� �� C: !	�
����� !	��� R=�
"�!� ��!�	����� �	�� M ����=

��5�� ��
 !	�"��
 Aω1: ω2B ���������
 �� C

∗ ���
 #�� ω1/ω2 ∈ H E 0 �� ��� !	�"��: 	� �

	!��
�� ��
���

Ω(ω1, ω2) = Zω1 ⊕ Zω2

�� 5�
� Aω1: ω2B� D� 	5����� ���
� ��� �""��!���	� 
��8�!���� M → R�

)���������� �% % )��� ��� ���� ���	���� �� * �� ������� �� 	+	� ������' �� ���� �� ��
��,� ������ ������ ������ 	����� SL2(Z)�

-�	����������� �	�� g =
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) �� 
	�� Aω1: ω2B∈&� 6	
	�
 @

ω′
1 = aω1 + bω2 �� ω′

2 = cω1 + dω2�

�� 9������ Aω′
1: ω′

2B �
� !��������� ��� 5�
� �� ΩAω1: ω2B� �� "��
: 
� 	� "	
� z = ω1/ω2 ��
z′ = ω′

1/ω′
2 	� �

z′ =
az + b

cz + d
= g(z)

D� �� !	�!��� #�� z′ ∈ H: �	�! #�� Aω′
1: ω′

2B �""������� 0 M @ �� !	�����	� �
� 
�F
�����
�!�"�	#������: 
� Aω1: ω2B �� Aω

′
1: ω′

2B 
	�� ���� �������
 �� M #�� �����

��� ��

�G�� ��
���: �� ���
�� ��� �����!� ����,�� g =
(

a b
c d

)
�� ����������� ±1 #�� ����
9	��� ��

"����,�� 5�
� �� �� 
�!	���� �� det(g) ����� ��)���9: �� 
�)�� �� '� (ω′
1/ω′

2) 
����� ��	""	
� ��
!���� �� '� (ω1/ω2): !� #�� ���
� "�
 �� !�
: �	�! det(g) = 1: �� �� !	�����	� �
� ��!�

�����

���
 �	��� �� 
����: 	� !	�
��,���� �� ��
��� Ω = Zω1⊕Zω2 �� C� D� 
�""	
��� �� "��

#�� τ = ω1/ω2 �
� ���
 H�

&�'������ �%�% �� ������� "�������	)����� 9	��������� �� ������ Zω1 ⊕ Zω2 �� ������
�������		� (a, a + ω1, a + ω1 + ω2, a + ω2)' ��� a ∈ C' ���� ������ �� .�� a + ω1' a + ω2

�� ��� .��� ��/����� " a + ω1 + ω2�

�
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���������
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����� ω1

ω2 ω1 + ω2
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��� ����
 ����
�
���

$������% �� ����
∑
ω∈Ω

′ =
∑

ω∈Ω\{0}

��		� �%�% �� s > 2 ��� �� ��	
�� ����' �� �����

∑
ω∈Ω

′ 1
| ω | s

��� �����������

-�	����������� D� �������� C 0 Rω1 ⊕ Rω2� >	��� 
�� C �� ������ �5
	��� �� �� �	���
������ 
	�� �#���������
: �� ���
�� ��� !	�
����� C ����� #��

∑
ω∈Ω

′ 1
| ω | s

≤ C
∑

(m,n)∈Z2

′ 1
[sup(|m|, |n|)]s

≤ C
(∑

m∈Z

m �=0

∑
n≤m

1
|m|s +

∑
m∈Z

∑
n>m
n �=0

1
|n|s

)

≤ 2 C
∑
n∈Z

∑
m≥n
m �=0

1
|m|s

#�� !	����)� �,
 #�� s > 2�

&�'������ �%*% �� Ω ��� �� ������ �� C' �� �� ���' ���� ���� ������ k ≥ 2'

G2k(Ω) =
∑
ω∈Ω

′ 1
ω2k

G2k ��� ������� �� 
���� ����
��
���� ������!� 2k �� ������ Ω��

>���� 
���� !	����)� �5
	������ "�� �� ����� ���� D� "��� �)������� !	�
������ G2k

!	��� ��� 9	�!��	� 
�� H �� "	
���: 
� Ω = Z⊕ Zτ ���! τ ∈ H:

G2k(τ) =
∑

(m,n)∈Z2

′ 1
(mτ + n)2k

��		� �%�+% ����� ������� ��� ����	����� �� τ ��� H� -� ����' G2k(τ) �� ω2 �����	�����
G2k(Ω)�

-�	����������� D� �
G2k(Ω) = G2k(Zω1 ⊕ Zω2)

= ω−2k
2 G2k(Z⊕ Zω1

ω2
)

= ω−2k
2 G2k(

ω1

ω2
)

!�� 	� � 
�""	
� τ =
ω1

ω2
∈ H�

)���������� �%��% ���� k �� ������ ≥ 2� (� ����� ��0��������� G2k ��� ��� ���	� 	��������
�� ����� 2k�

������	
� ������� ������
� � ���	� ���	��
���	
 ��	
�	�� k�

�



-�	����������� �	�� τ ∈ H ��

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)� D� � '� (

aτ + b

cτ + d
) =

'� (τ)
|cτ + d|2 > 0: �	�!:

���"�,
 �� 6�	"	
���	� ��(:

G2k(
aτ + b

cτ + d
) = G2k(Z⊕ aτ + b

cτ + d
Z)

= (cτ + d)2kG2k((cτ + d)Z⊕ (aτ + b)Z)
= (cτ + d)2kG2k(Z ⊕ τZ)
= (cτ + d)2kG2k(τ).

'� ��
�� 0 �	����� #�� G2k �
� +	�	�	�"+� 0 �������� >� 
��� 9��� ���
 �� "�	"	
���	� �����

&�'������ �%��% �� ����' ���� k ≥ 1 �� τ ∈ H' E2k = 1 +
4k(−1)k

B2k

+∞∑
n=1

n2k−1 qn

1 − qn
' ��

������ Bi �� �1	� ��	
�� �� 2���������

)���������� �%��% ���� k ≥ 2 �� τ ∈ H� �� � G2k(τ) = 2ζ(2k)E2k(τ)' �� ������ ζ ��
������� �� 3��	����

-�	����������� ���5��

	�
 �� ��
����� "������������ D� "��� �� �� 9	�����

π cot(z) =
1
z

+
+∞∑
m=1

( 1
z + m

+
1

z − m

)
6�� �������
: 	� �

π cot(z) = π
cos(πz)
sin πz

= iπ
q + 1
q − 1

= iπ − 2iπ
1 − q

= iπ − 2iπ
+∞∑
n=0

qn

�� !	�"�����: �� �����

1
z

+
+∞∑
m=1

( 1
z + m

+
1

z − m

)
= iπ − 2iπ

+∞∑
n=0

qn

�� �������� 
�!!�

������� !���� 9	�����: 	� 	5�����: "	�� k ≥ 2

∑
m∈Z

1
(z + m)k

=
−1

(k − 1)!
(2iπ)k

+∞∑
n=1

nk−1qn

&���������: �� 
�F� �� �����	""�� G2k �� ���""��#��� �� 9	����� #�� ��	� ����� �� �	������

G2k(τ) =
∑

(m,n)∈Z2

′ 1
(mτ + n)2k

= 2ζ(2k) + 2
+∞∑
n=1

∑
m∈Z

1
(mτ + n)2k

= 2ζ(2k) +
−2(2iπ)2k

(2k − 1)!

+∞∑
n=1

+∞∑
l=1

n2k−1qln

= 2ζ(2k) +
−2(2iπ)2k

(2k − 1)!

+∞∑
n=1

n2k−1 qn

1 − qn

= 2ζ(2k)
(
1 +

4k(−1)k

B2k

+∞∑
n=1

n2k−1 qn

1 − qn

)
.

�� "����!�����: G2k(∞) = 2ζ(2k): !� #�� ������� �� "����� �� �� "�	"	
���	� �����

(



(�	����% (� ��������� �� E2 ���� ���	�� �� ����� G2 = 2ζ(2)E2' � ��� ����� ��
�� ������ �� G2k " k ≥ 1�

$������% �� ���� g2 �� g3 ���������	��� 60 G4 �� 140 G6� -� ����' �� ������� ��� ���������
�� 3�	���/�� # ��� �������� P ' Q �� R ���� ��� ������ E2' E4 �� E6� -����1� �� �� ������
4�45' �� � ��� ���	����

P (z) = E2(z) = 1 − 24
∞∑

n=1

nzn

1 − zn

Q(z) = E4(z) = 1 + 240
∞∑

n=1

n3zn

1 − zn

R(z) = E6(z) = 1 − 504
∞∑

n=1

n5zn

1 − zn

D� � g2(∞) = 120ζ(4) �� g3(∞) = 280ζ(6)� �� �����
��� ��
 ������
 !	����
 �� ζ(4) ��
ζ(6): 	� ��	��� @

g2(∞) =
4
3
π4 et g3(∞) =

8
27

π6.

�� 	� "	
�

Δ =
g3
2 − 27g2

3

(2π)12

	� �� ������ #�� Δ(∞) = 0 E Δ �
� �	�! ��� 9	��� "���5	��#�� �� "	��
 ���
6	�� ��������: �	�
 �����
	�
 ��
 9	�����
 "��!������
 ��
 �����	""�����
 �� g2 �� g3

#�� �	�
 
��	�� �����
 ���
 �� 
�!��	� (� �� Ω �
� �� ��
��� ω1Z⊕ ω2Z:

g2(Ω) =
60
ω4

1

G4(
ω2

ω1
)

=
120
ω4

1

ζ(4)E4(
ω2

ω1
)

��	?: !	��� ζ(4) =
π4

90

1
(2iπ)4

g2(Ω)ω4
1 =

1
12

(
1 + 240

∞∑
n=1

n3qn

1 − qn

)

D� 	5����� �� �� �G�� ����,�� #��

1
(2iπ)6

g3(Ω)ω6
1 =

1
63

(
−1 + 504

∞∑
n=1

n5qn

1 − qn

)

��� ����������� �	������ j

&�'������ �%��% �� ����

j =
1728

(2π)12
· g3

2

Δ
= 1728

g3
2

g3
2 − 27g2

3

)���������� �%��% (� ������� j ��� ��� ������� 	�������� �� ����� 0� -� ����' ���� ���
����	����� ���� H �� ���� � �� �.�� ��	��� " ���� ���

-�	����������� �� "����,�� �

����	� "�	����� �� 9��� #�� �� 9	�!��	� g2 �
� �	������� ��
"	��
 4 �� Δ �� "	��
 12� 6	�� �� 
�!	���: 	� 
��� #�� Δ �� 
������� "�
 
�� H: �� #������ �
�� .��	 
��"�� 0 �������: �����
 #�� g2 �
� �	� ����� 0 ��������

�



7� ��
��� �
� !	�"�,������ !���!����
� "�� 
	� ���)� "�� j�

������	� �%� % ���� Γ �� Λ ���� ������� �� C� 6���� j(Γ) = j(Λ) ��' �� �����	��� ��' Γ
�� Λ ���� �����������

-�	����������� >�!� �
� ���	���� ���
 H�I: >+�"���� �: "���)��"+� ��

� ����	
��� ���
�	
����

��� ����������


�	�� Ω = ω1Z⊕ ω2Z �� ��
��� �� C�

&�'������ �%�% !�� 9	�!��	� ����"��#�� f $��������	��� " Ω& ��� ��� ������� 	���	�����
��� C ��� ��� Ω�����������' ����

∀z ∈ C ∀ω ∈ Ω f(z + ω) = f(z).

�� 9��� �� 
� "���	��!���: 	� "��� !	�
������ f !	��� ��� 9	�!��	� 
�� C/Ω�

(�	����% 7���� ������� ���������� �� ����	����� ��� ���������

-�	����������� 7�� 9	�!��	� ����"��#�� �� +	�	�	�"+� �
� 5	���� 
�� ����+����!� ���� "�=
������	)����� 9	���������: �� �	�! 
�� C "�� Ω="���	��!����

������	� �%�% ���� f ��� ������� ����������� �� ���� �����1�� �� ������������		� ����
��	����� P = (a, a + ω1, a + ω1 + ω2, a + ω2) ���� ��� 
���� �� ���������� �� �.��� �� 8����
�� f $� ��� ��� �����
�� �� �� �������� ���� ������&' �� ��	
�� �� 8���� �� f ���� P ���
���� �� ��	
�� �� �.��� �� f ���� P $�	���� ��� 	����������&�

-�	����������� D� �

>���{ρ | f(ρ) = 0} − >���{ρ | f(ρ) = ∞} =
∫

∂P

f ′

f
(z)

dz

2iπ

=
∫ a+ω1

a

f ′

f
(z)

dz

2iπ
+
∫ a+ω1+ω2

a+ω1

f ′

f
(z)

dz

2iπ

+
∫ a+ω2

a+ω1+ω2

f ′

f
(z)

dz

2iπ
+
∫ a

a+ω2

f ′

f
(z)

dz

2iπ

=
∫ a+ω1

a

(
f ′

f
(z) − f ′

f
(z + ω2)

)
dz

2iπ

+
∫ a

a+ω2

(
f ′

f
(z) − f ′

f
(z + ω1)

)
dz

2iπ

= 0.

&�'������ �%�% (� ��	
�� �� �.��� $�� �� 8����& ����� ������� ���������� f �� ������ Ω
��� ���� ������� ���� �� ������������		� �����	����� ��� ������ �� ����� �� f �

��		� �%�% ���� f ��� ������� ����������� �� ���� Ef ������	
�� ��� �.��� �� ��� 8����

�� f � 6����
∑

a∈Ef

va(f) a ∈ Ω�

�



-�	����������� �	�� P �� "�������	)����� 9	��������� (α0, α0 +ω1, α0 +ω1 +ω2, α0 +ω2)
�	�� �� 5	�� �� ���!	���� �� .��	 �� "J�� �� f � D� �

∑
a∈Ef

va(f) a =
∫

∂P

z
f ′

f
(z)

dz

2iπ

=
∫ α0+ω1

α0

(
z
f ′

f
(z) − (z + ω2)

f ′

f
(z)
) dz

2iπ

+
∫ α0+ω2

α0

(− z
f ′

f
(z) + (z + ω1)

f ′

f
(z)
) dz

2iπ

= −ω2

∫ α0+ω1

α0

f ′

f
(z)

dz

2iπ
+ ω1

∫ α0+ω2

α0

f ′

f
(z)

dz

2iπ

= ω2

(− log f(α0 + ω1) + log f(α0)
2iπ

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Z

+ω1

(
log f(α0 + ω2) − log f(α0)

2iπ

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Z

�	�!
∑

a∈Ef

va(f) a ∈ Ω�

��		� �%�% �� f ��� ���������� �� ����� ≤ 1' ����� f ��� ���������

-�	����������� �� f ���
� "�
 !	�
�����: ���� � �� ���#�� .��	 a ���
 C/Ω: #�� �
� 
��"��:
�� �	�! �� ���#�� "J�� b� ���"�,
 �� ����� ���: a− b ∈ Ω: �	�! a �� b 
	�� 0 �� 9	�
 "J��
 ��
.��	
 �� f : !� #�� �
� ��"	

�5���

��� �	����	� ������ � � !��
���



������	� �% % 9� ������ ��� ������ ������� ���������� $��������	��� " Ω& �� ����� ≤ 2'
�%��� �� �.�� ���
�� �� 8��� �� ��� �������� �.���' �� �� ���������	��� �� (������ �� 8���

���� "
1
z2

+ O (z)� �� ���� ���� ������� ℘Ω� 0��� ��� ������

-�	����������� 7��!��� �� f �� g 
	�� ���� 9	�!��	�
 ����"��#��
 �� ��)�� ≤ 2 �������� ��

�	�
���)� �� .��	 f ∼ g ∼ 1
z2
: �� 9	�!��	� f −g �
� !	�
������ �� �K��: ���� �
� ����"��#��: 
��


"J��
 �� ��+	�
 �� .��	 A!�� ���� �
� �� ��)�� ≤ 2 �� � �� "J�� ��	���� 2 �� .��	B: �� ������
f − g = O (z) �� �	�
���)� �� .��	� D� �� ������ #������ �
� �� ��)�� ≤ 1 �� �	�! !	�
�����
���"�,
 �� ����� ���� �� "��
: "�� +L"	�+,
�: �� ����� !	�
���� �� 
	� �����	""����� ��
������� �� .��	 �
� ���: !� #�� �����M�� �� ������� �� �� !	�
������
�� f ����"��#�� ������ ��
 !	�����	�
 �� �+�	�,��: �� 9	�!��	� z 
→ f(−z) ��

�: �	�!: "��
���!���: f �
� "�����
���
���!� D� ������: "	�� z ∈ C:

℘(z) =
1
z2

+
∑
ω∈Ω

′
(

1
(z − ω)2

− 1
ω2

)

�� z �
� ���
 �� !	�"�!� �� ω 
�F
������ )����: 	� �∣∣∣∣ 1
(z − ω)2

− 1
ω2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣−2ωz + z2

ω2(ω − z)2

∣∣∣∣ = O

(
1
ω3

)
�� ����� ��� �	��� ��	�
 �� !	����)��!� ���9	��� 
�� �	�� !	�"�!��
&	���	�
 #�� ℘ �
� ����"��#��� �	�� z ∈ C �� ω0 ∈ Ω� D� �

℘′(z) =
∑
ω∈Ω

−2
(z − ω)3

%



D� �� ������ ℘′(z + ω0) = ℘′(z) "��
 ℘(z + ω0) − ℘(z) = a0 ���! a0 !	�
����� ��"������
� "��	�� �� ω0� �� �G��: a0 = ℘((−z − ω0) + ω0) − ℘(−z − ω0) = ℘(z) − ℘(z + ω0) = −a0

"�� "�����: ��	? a0 = 0� �� "��
: 	� � (℘(z) − 1
z2

)z=0 = 0: �	�! �� �����	""����� �� ℘ ��

.��	 � 5��� �� 9	��� 
	�+������  ���������: ℘ �
� �� ��)�� 2 !�� ��
 "J��
 �� ℘ 
	�� ���
 Ω
�� .��	 �
� �� "J�� ��	���� 2�

&�'������ �%�% (� ������� ℘Ω $������� ����� ℘ ���� ��% � ��� ���	
������& ��� ������� ��
9	�!��	� �� $����
���

 �� ������ Ω�

������	� �%�% (� ���� ��� �������� ����������� $��� ������� �� ������ Ω& ��� ��������
��� ℘ �� ℘′�

-�	����������� �� f �
� ��� 9	�!��	� ����"��#��: 	� "��� ���!���� !	��� 
	��� ����� 9	�!=
��	� ����"��#�� "���� �� ����� 9	�!��	� ����"��#�� ��"���� @

f(z) =
f(z) + f(−z)

2
+

f(z) − f(−z)
2

�� f �
� ��"����: ��	�

f

℘′ �
� "����: �	�! �� 
�F� �� "�	���� #��: 
� f �
� "����: ��	�
 f �
�

��� 9	�!��	� ����	������ �� ℘�

��		� �%*% ���� f ��� ������� ���������� ������ 9� ������ Q ∈ C(X) ��� ��� f = Q(℘)�

-�	����������� D� !	�
��,�� ��
 .��	
 �� ��
 "J��
 �� f �	���	 Ω� >	��� f �
� "����: !�

��
��5��
 
	�� ���������
 "�� z 
→ −z �	���	 Ω� D� �	�� ω3 = ω1 + ω2� D� �����#�� #��

� f � �� .��	 	� �� "J�� �� 0 	� �� ωi: �� �
� ��	���� "���� �� �K��: f

′ �
� ����"��#�� ��"����:
�	�! f ′(

ωi

2
) = 0� �� �	���� a1, . . . , an, a−1, . . . , a−n ��
 .��	
 �� f : �� b1, . . . , bn, b−1, . . . , b−n


�
 "J��
: 	� "	
�

Q(℘) =
n

Π
i=1

℘ − ℘(ai)
℘ − ℘(bi)

>��
� ��� 9	�!��	� ����"��#�� �	�� ��
 "J��
 
	�� �� ��
 z ���
 #�� ℘(z) = ℘(bi): !��
�=0=����

�� ��
 ±bi� N��
�:
f

Q(℘)
�
� ��� 9	�!��	� ����"��#�� 
��
 "J��
: �	�! !	�
������

)���������� �%�+% �� � ℘(z) =
1
z2

+
+∞∑
n=1

(2n + 1)G2n+2 z2n' ���� ���� z ∈ C�

-�	����������� �""��	�
 #��: "	�� �	�� k ≥ 2: G2k =
∑
ω∈Ω

′ 1
ω2k

� �	�� z ∈ C �� ω ∈ Ω� D�

�

1
(z − ω)2

− 1
ω2

=
1
ω2

(
1

(1 − z/ω)2
− 1
)

=
1
ω2

(
2z

ω
+

3z2

ω2
. . .)

>	��� ℘ �
� "����: 	� � �	�! ℘(z) =
1
z2

+3G4z
2 +5G6z

4 + . . .+(2n+1)G2n+2z
2n + . . .

�� 9	�!��	� ℘ ������ ��� �#����	� ��K���������� �� "������ 	����� �� g2 �� g3 
	�� ��

���������
 �� ��
��� Ω �����
 0 �� 
�!��	� ���: 	� � �� "�	"	
���	� 
��������

)���������� �%��% �� � ℘′(z)2 = 4℘3 − g2℘ − g3' ���� ���� z ∈ C�

�/



-�	����������� �""��	�
 #�� g2 = 60G4 �� g3 = 140G6� D� �

℘(z) =
1
z2

+ 3G4z
2 + 5G6z

4 + 	
(
z4
)

℘3(z) =
1
z6

+ 9G4
1
z2

+ 15G6 + O
(
z2
)

℘′(z) =
−2
z3

+ 6G4z + 20G6z
3 + 	

(
z3
)

℘′2(z) =
4
z6

− 24G4
1
z2

− 80G6 + O
(
z2
)

�� �	�!

℘′2(z) − 4℘3(z) = −60G4
1
z2

− 140G6 + O
(
z2
)

= −60G4℘(z) − 140G6 + O
(
z2
)

D� �� ������ #�� �� 9	�!��	� ��K����!� �
� ����"��#�� �� +	�	�	�"+� A!�� O
(
z2
)
��
�)�� ���

9	�!��	� �	�� �� �����	""����� �� ������� !	����!� ���! ��
 �����
 �� z2 	� "��
B: �	�!
!	�
����� "��
 ����� A!�� O

(
z2
)
�� 0B�

)���������� �%��% �� ���� ω3 = ω1 + ω2' �� ei = ℘(
ωi

2
) ���� i = 1, 2, 3� 6����

℘′2(z) = 4(℘(z) − e1)(℘(z) − e2)(℘(z) − e3)

-�	����������� D� "	���� !	�
����� H�I A"� ��B�

D� �� ������ ��	�
 #�� e1: e2: e3 
	�� 
	�� ��
 ��!���
 �� 4x3 − g2x− g3� �� "��
: !+�!��

��
 ei �
� �� �����"��!��� 2 "	�� z 
→ ℘(z)−℘(
ωi

2
): �� ℘ ��� #���� "J�� ��	���� 2 �	���	 Ω:

�	�! !���� 9	�!��	� ��� #���� .��	 ��	���� 2 �� ��
 ei 
	�� ��
���!�
� 6�� 
����:

g3
2 − 27g2

3 �= 0

�	��	�
 ��� ��!�"�	#�� "�������� 0 !� ��
�����: ���	����� ���
 H�I A!	�	������ � "� �%B�

������	� �%��% ���� c2 �� c3 ��� ��	
��� �	������ ���� ��� c3
2 − 27c2

3 �= 0� 6���� �� ������
�� ������ Ω ��� ��� c2 = g2(Ω) �� c3 = g3(Ω)�

�� "��
: g2 �� g3 !���!����
��� �� ��
���� >�!� �
� ��� !	�
�#���!� �� �+�	�,�� ���( A�	��
H�I: "� �%B�

��� �	����	� ζ � !��
���



&�'������ �%��% �� �� ��� �� 9	�!��	� ζ �� $����
���

 ���

d ζ(z)
d z

= −℘(z)

��� lim
z→0

(ζ(z) − z−1) = 0�

�� "���	��!��� �� ℘ �	��� ��	�
 �����
���!� �� η1 �� η2 A��� �������������� �� ζB ���
 #��

ζ(z + ω1) = ζ(z) + η1

ζ(z + ω2) = ζ(z) + η2

D� � η1 =
1
2
ζ
(ω1

2
)
: �� η2 =

1
2
ζ
(ω2

2
)
�

�� �� 6�	"	
���	� ���/ 	� ������ �� �����	""����� �� ζ �� �	�
���)� �� ��	��)��� @

ζ(z) =
1
z

−
∞∑

n=1

G2n+2z
2n+1.

��



(�	����% (�� ��,����� �� ���������	��� �� ζ' ���� �		� ��� �� ���������	��� ��
℘' ���� ���� Q(g2, g3)� 0� �:��' ���� ���� k ≥ 4' G2k ������ �		� ��� ������� �����������
�� g2 �� g3 " ��,����� ���� Q� ��� �� ���� �����	��� �� ��	���;��� ��� ���������	����
�� ℘ �� �� ℘′ ���� ���������� ��:���������� ���� �� ��� ℘' �� �� ������ ����

������	� �%��% $(�������&� �� $ω1'ω2& ��� ��� 
��� �� ������ ������ " �� ������� ��
<���������� ℘' ������ ����� ��� τ = ω2/ω1 ∈ H' ����� �� � �� �������� �� (������� =

η1ω2 − η2ω1 = iπ

-�	����������� D� !+	�
�� �� "�������	)����� 9	��������� �� ��
��� ���! "	�� 
	����

N: -: >: � ��� #�� ��	��)��� 
	�� 
����� �� 
	� !������

�

�

� �

�
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�
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�
���

ω1

ω2

� �

��

���"�,
 �� �+�	�,�� ��
 ��
���
 �� >��!+L: 	� �

∫
ABCD

ζ(z)dz = 2iπ� ������� "���: "�� ��

�����#�� "��!������:∫
CD

ζ(z)dz =
∫

BA

ζ(z + ω2)dz =
∫

BA

ζ(z)dz +
∫

BA

2η2dz =
∫

BA

ζ(z)dz − 2η2ω1

��	? ∫
AB

ζ(z)dz +
∫

CD

ζ(z)dz = −2η2ω1

�� �� �G�� ∫
BC

ζ(z)dz +
∫

DA

ζ(z)dz = 2η1ω2

!� #�� "�	��� �� 9	����� �� ��)������

��� "�����������	� �	����

D� 
�������

� 0 ����
��5�� ��
 α ∈ C ���
 #�� αΩ ⊂ Ω E !�
 !	�"����
 α �����
��� ��

���	�	�"+�
��
 �� �	�� C/Ω� 7� ��� ���	�	�"+�
�� �
� ��� ������� 
��� �
� ������ "�� ��
�������

&�'������ �%� % �� ��� ��� �� ������ Ω � �����"��!���	� !	�"���� ���� ������ α ∈ C \Z ���
��� αΩ ⊂ Ω�

D� ���� ��	�
 #����� !	��5� ����"��#�� � 	������������ �	����� 
� �� ��
��� ��#��� ����
�
� ����!+�� � �����"��!���	� !	�"�����

��



�� Ω � �����"��!���	� !	�"����: �� ���
�� ��
 ������
 a: b: c: d ���
 #��

αω1 = aω1 + bω2

αω2 = cω1 + dω2

�� !	�"���� α �
� �	�! ��� ��!��� �� ���#����	� "	�L�J����� (x − a)(x − d) − bc = 0 �� �
�
���
� #�������#�� 
�� Q� �� ����
��� �� �����,�� �#����	� "�� ω2: 	� 	5�����

α = cτ + d

>	��� τ ∈ H: τ ���
� "�
 ���� E 
� 	� 
�""	
� #�� α ���
� "�
 ������ ��	�
 c �= 0 �� �	�!

Q(τ) = Q(α)

�
� ��� �����
�	� ���)������ #�������#�� �� Q�

� �� 	������� �	������
�

�� �+�	�,�� 
������ ��"	�� 0 ��� #��
��	� "	
�� "�� &�+���� '� � ��� ���5�� �� �%%� "��
��� �#��"� 
��"+��	�
� @ -����=�������: ���.: ������� �� 6+���5��� ���
 H�I�

������	� �%�% ���� α ∈ C �� ��	
�� ����
����� ���� ��� > ? |α| ? 4� 6���� �� ��	
��
J(α) ��� ������������

-�	����������� A�!+��� �� �� "�����B
���
 �� ���	�
�����	� 	��)����� ��
 ���"+��	�
: �� "	��� �� ��"��� �
� ��� �
������	�

�� �� !�	�

��!� ��
 !	�F!����
 �� ������� ��
 "��

��!�
 �� J � >���� �
������	� "���
!�"������ G��� ���"��!�� ������)��
����� "�� ��� �
������	�: "��
 
��"�� 0 	5����� A�	��
H��I: !+�"���� �: "���)��"+� �B: ��
 !	�F!����
 �� �����	""����� �� 1�L�	� 0 ��	��)��� ��
Δ2NJk� D� "�	!,�� �� � ���"�
 @

)��	�1�� ����� >	�
���!��	� ����� 9	�!��	� �����������
D� !	�
����� �� "	�L�J�� �	� ��� A ∈ Z[X, Y ] �� ��)�� ≤ N "�� ��""	�� 0 !+�#��

�����5��: ��� #�� �� 9	�!��	� ����L��#��

F (z) = Δ(z)2NA(z, J(z))

��� �� .��	 ��	���� �� �	��
 L = N2/2 0 ��	��)���: �� �����
��� �� ����� �� 1+�� �� ���)��
A����� (��/ ���
 �� 
�!��	� (��B #�� "����� �� 5	���� ��
 !	�F!����
 �� A �� 9	�!��	� �� 3�

D� "	
� A(z) =
∞∑

i,j=0

ai,jX
iY j : ���!

∞∑
i,j=0

|ai,j | ≤ N25N

-����1	� ����� &�8	����	� �� |F (z)|�
D� ��8	�� ��
 !	�F!����
 �� �����	""����� �� 
���� ����,�� �� F 
�� �� ��
#�� ������ ��

���"���� �� ���	�
�����	� ���� �+�	�,�� �� *�!4� �	���� ���
 H�(I: 	� 	5����� #��: "	��
�	�
 ������
 N �� k ���
 #�� N ≥ 0 �� 0 ≤ k ≤ N : �� 9	�!��	� Δ2NJk � �� �����	""�����
�� 1�L�	� 0 ��	��)���

Δ(z)2NJ(z)k =
∞∑

m=1

cN,k(m)zm

�	�� ��
 !	�F!����
 
	�� ��8	��
 "�� @ |cN,k(m)| ≤ CNm12N � �� �	���� M ��	���� �� / ��
F : !�!� "����� ��	5����� �� ��8	����	� 
������� @

|F (z)| ≤ |z|M M31N A�B

7�����1	� ����� >	�
���!��	� ���� �	�5�� ��)�5��#�� �	� ����

��



D� 
��� ���"�,
 H�I A!+�"���� �: "���)��"+� �: �+�	�,�� �B #�� "	�� �	�� ������ � ≥ �:
�� ���
�� �� "	�L�J�� ������!��5�� Φn ∈ Z[X, Y ] ��� #�� "	�� �	�� z: Φn(J(z), J(zn)) = 0�
�� 	� 
�""	
� �� !	�!��
�	� �� �+�	�,�� 9��

�: 	� �� ������ ��	�
 #�� "	�� �	�� ������ k:
J(αk) �
� ��)�5��#��� >	��� F �
� �	� �����: �� ���
�� �� "��
 "���� ������ S ��� #��

F (αS) �= 0

�� �""��#���� �� "���!�"� �� ������� 0 �� 9	�!��	�

H(z) =
F (z)
zM

S−1

Π
s=1

r2 − zqs

r(z − qs)
,

	� ������ 0 �� ��8	����	�: 	? ω = 63(log(1/ |q|))−1 @

S2 ≤ ωNlogM A�B

@�����1	� ����� &��	����	� ��
∣∣F (αS)

∣∣�
D� �����
� �� ��
����� �� &�+��� A�	�� H�IB 
�� �� �	�)���� �� Φn @ �� 
	��� ��
 �	����


��
 !	�F!����
 �� Φn �
� ��8	��� "�� n3/2� 7�� 
���� �� ��8	����	�
 �

�. ���
 �����
���
�� 9��� #�� α �� J(αS) 
	�� ��)�5��#��
 "��������� ��������� 0 �� ���	����	�: 	? C �
� ���
!	�
����� #�� "��� ��"����� �� α @∣∣F (αS)

∣∣ ≥ eCS3/2N(S+logM) A�B

���������
�� �����
��� �� ��8	����	� A�B �� S �	���� 0 �� ��	�
�,�� ���"�: 	� ������ #�� �� ���	��=

��	� A�B ���
� "�
 !	�"���5�� ���! �� ��8	����	� A�B ���5��� 0 �� �����,�� ���"�� ��+L"	�+,
�
J(α) ��)�5��#�� �
� �	�! !	���������

� �����
� �� ����
�
��	
��

���
 !���� 
�!��	�: �	�
 ���	�
 "��
����� #���#��
 ��
�����
 �����������	� +	�	),��: ��
)������ 
��
 ��
 ���	������ 3	�
 ��
 �""��#���	�
 ��
���� 0 �� �������	� ���� ��)��: �����
+������ �� ����� ��
���!� 
�� ��
 �������
 ���
 �� 
�!��	� 
�������� >�
 ��
�����
 
�����	�� 0
�� ���	�
�����	� �� !���,�� ������"�����!� ��)�5��#�� �� 6+���""	� ���
 �� "����� (���

3	�
 ���	�
 ���������� ���
 �������� K[X ] = K[X0, . . . , Xn]: 	? K �
� �� !	�"
 ��
�	�5��
� N �	�� ����� +	�	),�� I A!��
�=0=���� ��)����� "�� ��
 "	�L�J��
 +	�	),��
B
�� K[X ] 	� �

	!�� ��
 ������ ���������
 Ed(I) "��
: �	�
#�� !�
 ������ 
	�� "���!�"���:
��
 9	���
 ����������
: 
������ ��� !	�
���!��	� #�� ��	� �� ��������� !�=��

	�
�

��� ���	��	
���	� �������

D� !	����!� "�� �	���� #���#��
 ��
�����
 ����),5�� !	��������� !	�!������ �� ��=
!	�"	
���	� ���� ����� !	��� �����
�!��	� �������� "�������
: #�� 
��	�� �����
 "�� �� 
�����

&�'������ �%�% ���� B �� ������ �		������ �� ��������� !� ����� I �� A ��� ��� ���	����
�� I �= A �� �� ���� ���� a, b ∈ B'

ab ∈ I =⇒ a ∈ I ou ∃n ∈ N, bn ∈ I

&�'������ �%�% !� ����� I ��� ��� P ����	���� �� I ��� ���	���� �� P = rad I =
⋂

Qpremier
contenantI

Q�

(�	����% �� I ��� P ����	����' ����� P ��� ���	����

��



D� "��� ��	�
 ������ ��� ���	�������� ���	���� ���� ����� I ⊂ B !	��� �� �	����
���� ������ n �� �� n ������ "�������
 Q1, . . . , Qn ���
 #��

I = Q1 ∩ . . . ∩ Qn

7�� ����� ��!	�"	
���	� �
� ���� 	���	���: 	� ���	���: 
� ��!�� Qj ���
� ���	�����: �� 
�
Qi �
� Pi="������� ���! Pi �= Pj "	�� i �= j� ���
 �� ������ �	��+�����: �� L � �	�8	��

���
���!��

������	� �%�% �� B ��� �� ������ ����������' ���� ����� I ⊂ B � ��� ���	��������
���	���� ���	����

-�	����������� �� "����� �
� ����������� E 	� "	���� 
� ��"	���� 0 H��I A!+�"���� �: "���=
)��"+� ��B�

D� ������� "�� �� ��
����� "������ �����!���: #�� 
��� �

������ 0 �� ���	�
�����	� ��
�+�	�,�� �� -�.	�� )�	�����#���

������	� �%�% ���� B �� ������ ����������' I ⊂ B �� �����' �� I =
k⋂

i=1

Qi ��� ���	�

�������� ���	���� ���	��� �� I' �A Qi ��� Pi����	����� 6���� ������	
�� {P1, . . . , Pk} ���
�����	��� �� 	���1�� ������ ��� I�

-�	����������� D� "	���� "�� ����"�� !	�
����� H��I A!+�"���� �: "���)��"+� ��B�

��� #����� ���������


�	�� n ∈ N �� ������ ��� �� X0, . . . , Xn ��
 ������������
: �	�� 	� �	���� X �� !	���!��	��
�	�� B �� ������ �	��+������ D� ����	���� �������� A = B[X0, . . . , Xn] ��
 "	�L�J��
 ��
n + 1 �����5��
 0 !	�F!����
 ���
 -� 6	�� k ∈ N 	� �	�� Mk ����
��5�� ��
 �	�J��

��������
 �� ��)�� k @

Mk = {Xα0
0 . . . Xαn

n | α0 + . . . + αn = k}
 ��	�
 �� ������ h ≥ 0 �� �� h=�"��� d = (d1, . . . , dh) ∈ Nh� D� �	��B[u] A��
"A[u]B ��������
��
 "	�L�J��
 0 !	�F!����
 ���
 B A��
" AB �� ��
 ������������
 ul,dl = {ul,dl

m | m ∈ Mdl
}

	? 1 ≤ l ≤ h� D� ������: "	�� 1 ≤ l ≤ h:

Ul,dl
=

∑
m∈Mdl

ul,dl
m m ∈ A[u]

�	�
#�� I �
� �� ����� �� A: 	� ��
�)�� "�� I[u] ������� �� A[u] ��)����� "�� I �� ��
 �������

U1,d1, . . . , Uh,dh

�

&�'������ �%�% ���� I �� ����� �� A� �� �� ��� ������� ������������� ������� d �� I ���

Ud(I) = {f ∈ A[u] | ∃k ∈ N, fMk ⊂ I[u]}
�� ������� ���	����� ������� d �� I ���

Ed(I) = Ud(I) ∩ B[u]

D� 
�������

� �� !	�"	������� ��
 ������ ���������
 "�� ��""	�� 0 �� ��!	�"	
���	�
"������� E �� "�	"	
���	� #�� 
��� �	�
 
��� �� "����!����� ����� "	�� �� ���	�
�����	� ��
�+�	�,�� �� -�.	�� )�	�����#���

)���������� �% % ���� I �� ����� ��	��1�� �� A�

��



4� �� M1 ⊂ √
I ����� Ud(I) = A[u] �� Ed(I) = B[u],

B� �� I ��� ���	��� �� M1 �⊂ √
I ����� Ud(I) �� Ed(I) ���� ���	����'

5� �� I ��� ���	���� �� M1 �⊂ √
I ����� Ud(I) �� Ed(I) ���� ���	������

-� ����'
√

Ud(I) = Ud(
√

I) �� ���
√

Ed(I) = Ed(
√

I).

C� �� I =
h⋂

i=1

Ii ��� ��� ���	�������� ���	���� ���	��� �� I' ����� Ud(I) =
h⋂

i=1

Ud(Ii) ��

��� Ed(I) =
h⋂

i=1

Ed(Ii).

-�	����������� D� 
� ��"	����� 0 H��I A"�	"	
���	� '���B�

�� �+�	�,�� 
������ �	��� ��� �����"������	� �� ������� ��������� �� �����
 ���#����	�

"	�L�	�����
 E !��
� �� �+�	�,�� 9	��������� �� �� �+�	��� �� �����������	� �� 	� 
�L ��9�����
"�� A1�B ���
 �� 
���� @

������	� �%�% ���� ρ = B[u] → K �� 	������	� ��������� $ ���� B& ���� �� ���� K�
�� ���� ����� ρ ��� ��������	��� " A[u]' �
���� �� ������ ρ(Xi) = Xi ���� i = 0, . . . , n�
6����' ���� ���� ����� ��	��1�� I �� A' ��� ��������� ��������� ���� ������������ =

4� ρ(Ed(I)) = 0
B� 9� ������ ��� ��������� �� ���� L/K �� �� 8��� ��� ������� �� ρ(I[u]) ���� Ln+1'

�����"����� ����� ������ z ∈ Ln+1 \ {0} ��� ��� ���� ���� P ∈ I[u]' �� ��� ρ(P )(z) = 0
5� 9� ������ ��� ���������  ��� �� ���� L/K �� �� 8��� ��� ������� �� ρ(I[u]) ���� Ln

-�	����������� D� "	���� 
� ��9���� 0 H��I A"�	"	
���	� '���B�

��� �	��
 ���������


&�'������ �%�% �� �� ��� �� ������� $�� ��	������ �� D����& ���� ������ B' ����� ht(B)'
��� �� �����	�	 ��� ��������� ��� ��E��� �������� ���	���� ���� B' �A �� �������� �����
��E�� Pr � Pr−1 � . . . � P0 ��� ������ �		� ������ r� �� I ��� �� ����� ���	��� �� B'
�� �� ��� �� ������� ht(I) �		� ����� �� �����	�	 ��� ��������� ��� ��E��� ��������
���	���� Pr � Pr−1 � . . . � P0 = I�

������	� �%*% ���� K �� ���� �� ��' h �� ������' I �� ����� ���	��� ��	��1�� �� K[X ]
�� d �� ���	��� �� (N \ {0})h� �� � �����

4� Ed(I) = (0) ⇐⇒ ht(I) < n − h + 1
B� �� ht(I) = n − h + 1 ����� Ed(I) ��� ���������

-�	����������� D� 
� ��9,���� 0 H�I A�+�	�,�� ����: "�(�B�

�������G� �� ��
����� �� "���!�"����� �
� �� ���"��!�� �� ����"�����	� ���� ����� "�� !����
���� ������� �� ��������: 
	� )���������� >����=!� ������� ����� #��0 ��� !	�
����� "�,
:
�� �
� !	��	�� �� "������)��� ��5����������� �� )���������� 6	�� !��� 	� ��� �� ��
��5��
'��(K[u]) �� ��"��
������
 ��
 ������!��5��
 �� K[u] �	���	 ��
 �����
�5��
�

&�'������ �%�+% ���� I �� ����� ��	��1�� �� K[X ]' h ∈ N �� d ∈ Nh� �� ������� 9	���
���������� ������� d �� I ���� ������� ��� ���	���� �� ������� Ed(I)� �� ���� �� ����������
élimd(I) �������� ��� ������� ��� ������ �		� ������� �����	���� �� Irr(K[u])�

�������G� �� !���� �������	� �
� �

������������ ��
��� ���
 �� !	�
�#���!� 
������� ��
�+�	�,���

,�������� �%��% ���� ��� �%����1��� �� ��������� �� �����1	�' ���� �������� f = élimd(I)�
6����

4� f = 0 ⇐⇒ ht(I) < n − h + 1
B� �� ht(I) = n − h + 1 ����� f �������� Ed(I).

�(



� �����	�
� �
�����	
����

�	�� K �� !	�"
 ��)�5��#������ !�	
� D� "	
� A = K[X0, . . . , Xn]�
�� ' �
� �� ����� +	�	),�� A���� ��)����� "�� ��
 "	�L�J��
 +	�	),��
B �� K[X0, . . . , Xn]:
	� �	�� Z(I) ����
��5�� ��
 .��	
 �� I ���
 Pn(K)� �� ����,�� �����: 
� X �
� �� 
	�
=
��
��5�� �� Pn(K) 	� �	�� I(X) ������� +	�	),�� 9	��� ��
 "	�L�J��
 #�� 
��������� ��
�	�� "	��� �� X � D� ��""���� �� �+�	�,�� 
�������

������	� �%�% $F�������������8&� )��� ���� ����� J �� A' I(Z(J)) =
√

J �

&�'������ �%�% ���� n �� ������� �� ������� ������� ���/����� �� Pn(K) ���� ���������	
��
X �� Pn(K) ��� ����� ������ �� ����� ���	��� ��	��1�� I �� K[X0, . . . , Xn] ��� X = Z(I)�

D� �""���� +L"��
��9�!� �	��� ������� V #�� 
��!��� V = Z(I) ���! I �� ����� +	�	),��
"���!�"��� �� I = (F ): 	� �	���� �)������� X = Z(F )�

D� �� ������ �� �����
�	� ����� ������� �� ����,�� ����	)�� 0 �� �����
�	� �� O����
���� ������ N @

&�'������ �%�% ���� V ��� �������� �� �� ��� �� ��	������ �� V �		� �� ���� �����
������ n ��� ����� ������ ��� ��E�� Z0 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zn �� ���������	
��� ���	�� �� V
$���� �� ��������� �� G������& ��������
��� $���� ��� �� ��������� ��� �		� ����� �� ����
���������	
��� ���	�� �������& ���������

�� ���� ����� !���� �������	� �� �� +������ ���� ����� I �
� �	��� "�� �� "�	"	
���	�

������� @

)���������� �%�% )��� ���� ����� ���	��� I �� A' �� �

ht(I) + dimZ(I) = n.

-�	����������� D� ��	����� ��� "����� ���
 H(I: >+�"���� �: "���)��"+� ���

���
 �	��� �� 
����: 	� 
� ��� �� ������ h: �� h=�"��� ��������
 
���!������ "	
���9

d ∈ (N∗)h �� ��� ������� "�	8�!���� V �� �����
�	� h − 1� ������� I = I(V ) �
� �	�! ��
+������ n − h + 1: �� Ed(p) �
� "���!�"�� A1+�	�,�� ��%B�

$������% �� ����� ����� ��� ������� ����������' �� �� ���� �� ���� u = (u1,d1 , . . . , uh,dh)�
�� ������ fV,d �� ���	� ���	������ ������� � ������� " �� ������� H = fV,d = élimd(I(V ))�
�� d = 1= (1, . . . , 1)' �� ���� ��� fV,d ��� ��� ���	� �� ���I �� V �

6	�� i = 1, . . . , h 	� �	�� Ni �� !������� �� Mdi � D� ������ �� ������� !���!����
��#��
C(V ) �� V "�� @

C(V ) = {(x, u) ∈ Pn(K)×PN1(K)× . . .×PNh
(K) |x ∈ V �� U1,d1(x) = . . . = Uh,dh

(x) = 0}

D� � ��	�
 I(C(V )) = I(V ) A[u]PU1,d1 A[u]P. . . + Uh,dh
A[u]� �� ��"������ ��
 �	����	�


�� �� "����� "��!������: !��� �	�
 �	��� I(C(Z(J))) = J [u]: "	�� J ����� "������ +	�	),��
�� A�

�	��	�
 ���� ����"��
 �������
���	� �� �+�	�,�� �����������	� A1�B: ���! d = (1, . . . , 1)�
�� V = {x}: ��	�
 h = 1: �� U = U1,1 = u0X0 + . . . + unXn� fV,1 �
� �� "	�L�J��

�� K[u]QK[u0, . . . , un]� >	��� K �
� ��)�5��#������ !�	
: fV,1 � �	���
 
�
 ��!���
 ���

Kn+1�

N""��#�	�
 ���������� A1�B @ "	�� �	�� �	�"+�
�� �� K=��),5��
 ρ : K[u] → K: 	� �
���#�������!�

ρ(fV,1) = 0 ⇐⇒ ∃y ∈ Kn+1, ∀P ∈ ρ(I(C(V ))), P (y) = 0

��



D�: I(C(V )) = I(V ) ·K[X ][u]PU ·K[X ][u]� 6	�� #�� �	�� P ∈ ρ(I(C(V ))) 
������� �� y: ��
9��� �	�! #�� (ρ(U))(y) = 0: �� #�� �	�� P ∈ ρ(I(V )) 
������� �� y� >	��� I(V ) = (X−x):
	� � ��!�

�������� y = ρ(x) = x�

D� � �	�! �	���� #�� "	�� �	�� �	�"+�
�� ρ : K[u] → K: 	� ����� ρ(fV,1) = 0 
� ��

�������� 
� (ρ(U))(ρ(x)) = ρ(U(x)) = 0� �� "������ "	�� ρ �� �	�"+�
�� #�� ���	�� u 
��
��� ��!��� �� fV,1: 	� �	�� #�� U(x) �� fV,1 	�� ���!������ ��
 �G��
 ��!���
: �� 
	�� �	�!
"�	"	���	����
� 1	��� 9	��� �� >+	R �� V �
� �	�! "�	"	���	������ 0 U(x)�

�� V = Z(F ) �
� ��� +L"��
��9�!�: "�� �� �G�� ���
	������� 	� �	���� #�� ρ(u) �
�
��!��� �� fV,1 
�: �� 
�������� 
�: �� ���
�� x ���
 V ��� #�� ρ(u) 
	�� ��!��� �� �	�
 ��

Ui,1(x)�  ����� ρ: 	� � n �#����	�
 ��������
 �� n ��!	����
 A��
 !		��	����
 +	�	),��
 ��
xB� �� 
	����	� �� 
L
�,�� �
� �	���� "��

xi = Δi = det(uj,1
α ) j=1,..,n

0≤α≤n,α �=i

1	��� 9	��� �� >+	R �� V �
� �	�! "�	"	���	������ 0 �� 9	��� �����=+	�	),��

F (Δ0, . . . , Δn).

D� �� ������ ��K������
 #�������
 ����!+��
 0 ��� ������� "�	8�!���� 0 ������
 
� 9	���
����������: #�� ��	� � ������ �� "���)��"+� "��!������

$�� �%��

D� ������ �� ��)�� �� �� ������� V 0 "����� �� 
� 9	��� �� >+	R: �� "	
��� @

d(V ) = d◦ui,di fV,(1,...,1)

>	��� fV,1 �
� 
L�����#�� �� !+�#�� ��
��5�� �� �����5��
 ui,1: !���� �������	� �� "��
����
"�
 ����5�)�����

(�	����% ����� �� ������ �J���� ��� �� �� ������ ��
������� �� ����� ����� �������'
��� ��� �� ��	
�� �����	���� ������� ���� ������������� �� V ��� h �%���������� ���� ���
��������� ���� 
�F
������ )�������
� )��� ���� �� �������' �� �� ��������� " KLM' �������
N�

D� ���� ���������� !���!����
�� �� ��)�� �� V �� 9	�!��	� �� ��)�� ����� 9	��� �����=
����� ������!� d #���!	�#�� �� V �

6	
	�
 L = K(u1,d1, . . . , uh−1,dh−1): �� "	�� i = 1, . . . , h − 1: Hi = Z(Ui,di) A���
 LB� ��
I �
� ��� #�� V = Z(I): 	� �

Ed(I) = Edh
(I[d1, . . . , dh−1]) = Edh

(U(d1,...,dh−1))(I).

������� U(d1,...,dh−1)(I) �
� �� ����� "������ �� A[(d1, . . . , dh−1)] �

	!�� 0 ��� ������� W � 6��
A1�B �""��#�� 0 �������
�	� L �� K �� 0 �� "�	8�!��	� !��	��#��: fV,d = fW,dh


������� 
��

�� �G�� ��
��5�� #�� Π
x∈V ∩H1∩...∩Hh−1

Uh,dh
(x) E !	��� fV,d �
� ������!��5�� AEd(I(V )) �
�

"������B: ���� �
� "�	"	���	������ 0 !���� �����,�� 9	���: �� 9�!���� �� "�	"	���	������� �����
���
 L∗�

6	
	�
 u′= (u1,d1, . . . , uh−1,dh−1, uh,1): �� !	�
����	�
 �� �	�"+�
�� ���������

ρ′ : K[u]→ K[u′]

#�� ���	�� Uh,dh

�� (Uh,1)dh �

>� #�� "��!,�� �	���� #�� ρ(fV,d) �
� "�	"	���	���� 0 (fV,d′)dh : 	? d′ = (d1, . . . , dh−1, 1): ��
9�!���� �� "�	"	���	������� ����� � "��	�� ���
 L∗� ��S!� �� ����� 
������: #�� ��!	��� ��
A1�B: 	� ������ #�� �� 9�!���� �� "�	"	���	������� �
� �� 9��� ���
 K∗ @

��



��		� �%�% �� P ��� �� ���	��� �� K[u1,d1, . . . , uh−1,dh−1] ��� ������ fV,d ����� P ∈ K∗�

-�	����������� D� !	�
��,�� �� �	�"+�
�� ρ′ : k[u] → k: 	? k �
� ��� �����
�	� �� K ���

��#����� P � ��� ��!���: #�� ���	�� ��
 ui,di : 1 ≤ i ≤ h−1 
�� ��� ��!��� �� P : �� Uh,dh


�� 1�
N�	�
: ρ′(P ) = 0 �	�! ρ′(fV,d) = 0 E "�� A1�B �� ���
�� ��� �����
�	� K ′ �� k �� x ∈ (K ′)n+1

��� #�� x 
	�� �� .��	 �� ρ′(I(C(V ))): !� #�� ��"��#�� �� "����!����� #�� ρ′(Uh,dh
)(x) = 0: !�

#�� �
� �5
���� "��
#�� ρ′(Uh,dh
) = 1� �	�! P ��� "�
 �� ��!���
: !��
�=0=���� P ∈ K∗

�� ����� �	���� �� �G�� #����!�� ������� �� K[u1,d1, . . . , uh−1,dh−1] �� "��� ����
��
(fV,d′)dh E �	�! �� 9�!���� �� "�	"	���	������� �
� ���
 K∗� �� �������: 	� �	���� #�� ρ(fV,d)
�
� "�	"	���	���� 0 (fV,1)d1...dh : 	? ρ ���	�� �	�
 ��
 Ui,di 
�� (Ui,1)di � >	��� ρ "��
����
��+	�	)������ �� �
� �� ��)�� di �� ui,di : �� fV,1 �
� 
L�����#�� �� !+�#�� ��
��5�� ��
�����5��
 ui,1: 	� � �	���� @

do
ui,di

fV,d = d(V )
d1 . . . dh

di
.

$�� &�����

D� ���� ������ �� +������ h(V ) �� �	��� ������� V ������ 
�� �� !	�"
 �� �	�5��
�
���
 �� �G�� �	)�#�� #�� !� #�� "��!,��: 	� �� "	
�� h(V ) = h(fV,1) "	�� h ��� +������
!	�����5�� 
�� K[u]�

>	����C	�
 #���#��
 ��""��
 
�� ��
 ������
 �5
	���
 ���� !	�"
 �� �	�5��
� 6	�� ��
"��
 ��"��
 ������
: 	� "	���� 
� ��9���� 0 H��I�

&�'������ �% % ���� K �� ����� !�� ������ �
����� �� K ��� ��� ������� ��� ����� |.|
�� ��� ��� K �� " ������� ���� ��� ����� �������� ����� ���' ���� ���� (x, y) ∈ K2'

4� |x| = 0 ⇐⇒ x = 0
B� |xy| = |x| |y|
5� |x + y| ≤ |x| + |y|
7�� ������ �5
	��� �
� ���� ��������	������� 
� �� ��
���!� �

	!��� �
� ����������#��:

!��
�=0=���� 
� 	� �: "	�� �	�
 (x, y) ∈ K2: �����)�����

|x + y| ≤ max(|x|, |y|).
���� ������
 �5
	���
 
	�� ����
 ������������ 
� ����
 
� �����
��� ����� �� ������� "�� ���=
����	� 0 �� "��

��!� ���� �	�5�� ���� "	
���9� 7�� ������ �5
	��� �
� ���� ����	������� 
�
���� ���
� �#��������� 0 ��!��� ������ �5
	��� �	�=��!+����������

&�'������ �%�% �� ������� �������	� ��
!�,�� ���� ���� K ����� ������� �� K ����
Z ∪ {−∞} ����� ��� v ���� ���/�����' �� ����� ���' ���� ���� x, y ∈ K �� ��� =

v(xy) = v(x) + v(y) �� v(x + y) ≥ min(v(x), v(y))�

��� �	�� !	�"
K ���� ����� �������	� ��
!�,�� v: 	� !	�
����� ��� ������ �5
	��� �

	!���
!	��� 
���� D� !+	�
�� a ∈]0, 1[ E �� ������ �5
	��� �� x �
� |x|v = av(x)� >���� ������ �5
	���
�
� ����������#���

�� p �
� �� ������ "������: 	� ������ �� �������	� p=���#�� 
�� Q #�� 0 �	�� x �	� ���
�

	!�� �������� vp(x) ��� #�� x = pvp(x) a/b ���! a �� b �	� ����
�5��
 "�� p� >��
� ���
�������	� ��
!�,��� �� ������ �5
	��� �

	!��� �
� �	��� |.|p�
������	� �%�% 7���� ������ �
����� �����	������� �� K' ��������� �� ��������� " Q' ���
����������� " ��� ��������� p������� ���� �� ������ ��	
�� ���	��� p�

-�	����������� D� "	���� !	�
����� H��I: >+�"���� (: "���)��"+� %�

D� ��� ��	�
 #�� p �
� �� ��	
�� ���	��� ���� |.|v�

�%



&�'������ �%*% �� ������� ���� �� K ����� ����� ������������ �� ������� �
������ ���
K�

�� v �
� ��� "��!� �� K: 	� �	�� Kv �� !	�"���� �� K "	�� ��� ������ �5
	��� |.|v �

	!���
0 v�

6	�� !+�#�� "��!�: 	� ��� ��� ������ �5
	��� ��"��
������ v: ���
 �� !�
 ��!+�������
!��� ������� 0 ���� �� "�	�)����� σv : K → C ��� #�� �� ������ �5
	��� �	�����
�� 
	��

��"������ |σv(.)|: �� ���
 �� !�
 ����������#�� 	� ��"	
� |p|v = p−1 "	�� �� �	�5�� "������
p 
	�
 v� 6	�� x ∈ K l 	� "	
� | x | v =

√|x1|2 + . . . + |xl|2 
� v �
� ��!+��������� ��
| x | v = Max(|x1|v, . . . , |xl|v) 
� v �
� ����������#���  ���������: "	�� f ∈ K[u] 	� "	
� @

h(f) =
∑

v

[Kv : Qv]
[K : Q]

log(Mv(f))

	? v "��!	��� �	���
 ��
 "��!�
 �� K: Mv(f) �
� �� ������� ��
 ������
 �5
	���
 v=���#��

��
 !	�F!����
 �� f 
� v �
� ����������#�� ��: 
� σv : K → C �
� �� "�	�)����� �

	!�� 0 σ
���
 �� !�
 ��!+������� @

log(Mv(f)) =
∫

SN1+1×...×SNh+1

log |σv(f)| ηN1+1 ∧ . . . ∧ ηNh+1 +
h∑

i=1

d◦i,di
f

Ni∑
j=1

1
2j

	? SN+1 �
� �� 
"+,�� ����� �� SN+1 �� ηN+1 �� ��
��� �� *��� 
�� �� 
"+,�� SN+1 ��
��

� �	���� � A��""�� @ "	�� i = 1, . . . , h: Ni �
� �� !������� �� MdiB�

D� � h(λf) = h(f) "	�� �	�� λ ∈ K∗ �� h(f) ≥ 0 "	�� �	�� f ���
 K[u] AH�I: !+�"���� (:
"���)��"+� �B� 7� !��!�� �	���� #�� "	�� �	�� i = 1, . . . , h: log(Mv(Ui,di(x))) = di log ‖x‖v�
D� "��� ��	�
 �	�����: "�� ��
 �G��
 ��)�����
 #�� ���
 �� 
�!��	� "��!������: #��

h(fV,d) = d1 . . . dh h(V ).

$�� �
 �'�	�(�
 � )�*	�� %�	����� � � ����'���� �

D� �	������ !���!����
�� �� ��)�� �� �� +������ ����� �����
�!��	� V ∩ W �� �������
�
6	�� 
��"�����: 	� �� 
�""	
�� ���
 �� 
���� #�� W = Z(F ) �
� ��� +L"��
��9�!��

&�'������ �%�+% �� ������� %�� ��� �	
������� �������� ���	���� Z �� ��������' " ��

�,����� ���� N = Z =
s∑

j=1

mj Vj � �� ���� ����� %�� ��� ������	��������� �� ��	������

h − 1 �� ������ ��� �������� �������� ���� �� ��	������ h − 1�

�� )������: 
� ρ �
� �� �	�"+�
�� ��K[uh,dh] ���
K: �� ���
� "�
 ���� #�� ρ(fV,d) �
� ���
9	��� ���������� �� ρ(I[uh,dh])� >�"������: �� ����� 
������ �	�
 "����� �� !���!����
��
ρ(fV,d) !	��� ��� 9	��� d′=���������� �

	!��� 0 �� !L!�� Ad′ = (d1, . . . , dh−1)B @

��		� �%��% ���� ρ : K[uh,dh] → K �� 	������	� ��� ��� ρ(fV,d) �= 0 $�����"�����
ρ(Uh,dh

) /∈ I(V ) ��� $70&&� 6������� f1, . . . , ft ��� ���	�� ���	������� ������� (d1, . . . , dh−1)
��� ������ ���	���� 	���	��� ������� " ������� ρ(I(C(V )))� 9� ������ ����� ��� ������� ���
������ ��� ���� l1, . . . , lt �� �� ���	��� λ ∈ K ���� ���

ρ(fV,d) = λ
t

Π
h=1

f lh
h .

D� ���� ��	�
 #�� ρ(fV,d) �
� ��� 9	��� ���������� ������!� (d1, . . . , dh−1) �

	!��� ��

!L!�� Z =
t∑

j=1

lj Vj : 	? Vj �
� �� ������� �

	!��� 0 fj �

�/



-�	����������� 6	�� �	�� +	�	�	�"+�
�� ρ′ : K[u] → K "�	�	�)���� ρ: "�� A1�B 	� � @

ρ′(f) = 0⇐⇒ρ′((I(V ))[u])) � �� .��	 �	� ������� ���
 Kn+1

⇐⇒ρ′((I(V ), ρ(Uh,dh
))[(u1,d1 , . . . , uh−1,dh−1)]) � �� .��	 �	� ������� ���
 Kn+1

⇐⇒∃i ∈ {1, . . . , t}��� #�� ρ′(fi) = 0,

!�� ��� 9	��� ���������� ������!� d ��
√

(I(V ), ρ(Uh,dh
)) �
� f1 . . . ft ���"�,
 �� "�	"	
���	�

��(� >�!� 
�)���� #�� ��+L"��
��9�!� Z(ρ(f)) � ��
 �G��
 "	���
 �����
 
�� K #�� �� �����	�

��
 +L"��
��9�!�


t⋃
h−1

Z(fh): ��	? �� ������

D� !	�
��,�� �������
�!��	� V ∩W !	��� ��� �����
�!��	� ��
��5��
��� �� )������: V ∩W
���
� "�
 ��� �������� D� "��� #���� �G�� ��� �

	!��� ��� 9	��� ���������� �� �� ����,��

������� @ 
� P1, . . . , Pt 
	�� ��
 ������ "������
 �������� �

	!��
 0 ��� ��!	�"	
���	�
"������� �	����� �� ������� I(V ∩ W ): 	� "	
� d′ = (d1, . . . , dh−1) : ��

fV ∩W,d′ =
t

Π
i=1

fi ���! fi = élimd′(Pi).

D� "��� ���
� ������ �� ��)�� �� V ∩W �� ����,�� ����	)�� 0 !���� �� V : !	��� 	� ���
9��� "��
 +����

������	� �%��% $2�8��� ���	�������&� �� V ∩ W �= ∅' �����
d(V ∩ W ) ≤ d(V ) d(W ) = d(V ) d◦F.

-�	����������� >	�
����	�
 ��+	�	�	�"+�
�� �� K=��),5��
 ρF : K[u] → K[u′] ����� "��
ρF (Uh,dh

) = F : 	? u′ = (u1,d1 , . . . , uh−1,dh−1)� 6�� �� ����� ����: 	� "��� �

	!��� �� !L!��

Z =
s∑

j=1

mj Vj 0 ρF (fV,d): �� ����� 
	��� #�� ρF (fV,d) = λ
s

Π
j=1

f
mj

Vj ,d′ � ���
 �	��� �� 
����: 	�

�	���� V.W !� !L!���
D�: ���"�,
 !� #�� "��!,�� �� �
� !���� #�� fV ∩W,d′ ����
� ρF (fV,d) A!�� ��
 mi 
	�� �	�

���
B� �� "������ d = (1, . . . , 1, doF ) 	� �: �� �����
��� �� !���!����
���	� �� ��)�� #�� ��	�
� �	���� "��
 +��� @

d(V ) d(W ) = d(V )doF = do
u1,1fV,d = do

u1,1ρF (fV,d) ≥ do
u1,1fV ∩W,d′ = d(V ∩ W ).

D� 
�������

� ��
���� �� !	�"	������� �� �� +������ #�� ��	� � ������ 0 �� 
�!��	�
"��!������ "�� ��""	�� 0 �������
�!��	��

�� α ∈ Nn+1 �
� �� �����=����!�: �� k �� ������: 	� �	�� Cα
k = Cα0!...αn!

k! �
D� ������ ��� +������ ��),������ �	����� h1 
�� ��
 "	�L�J��
 P ∈ K[X0, . . . , Xn] ��

"	
���

h1(P ) =
∑

v

[Kv : Qv]
[K : Q]

log |P |v,

	? |F |v �
� �� ������� ��
 ������
 �5
	���
 ��
 !	�F!����
 Pα �� P 
� v �
� ����������#��:

�� (
∑

|α|=d◦F

(Cα
d◦F )−1 |∑

v
(Fα)|2)1/2 
��	��

D� � ��	�
 �� �+�	�,�� 
������ @

������	� �%��% $2�8��� 6����	������&� 6�� ��� 	+	�� ��������� ��� ��������'
�� V ∩ W �= ∅ �����

h(V ∩ W ) ≤ h(V ) d◦F + h1(F ) d(V ).

-�	����������� D� "	���� 
� ��9���� 0 H�I: >+�"���� (: "����

��



$�� ��
���� ���� �	��� + �� �������

D� 
� ��
������ ���
 !���� 
�!��	� �� !�
 ����� ������� ������ 
�� K = C�
6	�� x = (x0, . . . , xn) ∈ P∗n(C): 	� �� ����	����� ��
 9	���
 )�������
 #�� 
��������� �� x�
>	�
����	�
 �� �	�"+�
�� �� K=��),5��
 @

dx : C[u] → C[s]

����� "�� dx(ui,di
m ) =

∑
m′∈Mdi

si,di

m,m′ m′(x): 	? ��
 si,di

m,m′ 
	�� ��
 �	������
 �����5��
 ����
 "�� ��



����
 ������	�
 si,di

m,m′ + si,di

m′,m = 0� ��S!� 0 !�
 ������	�
 ������
L������: ��
 9	���
 dx(Ui,di)

��������� �� x �� 	� ������ �� A1�B #�� x �
� ���
 V 
�: �� 
�������� 
�: dxf = 0 A	� �	��
f = fV,dB� �� ������ �� dx �� ��
���� �� ��
���!� �� x 0 V : �� �� ����,�� 
������� @

Distd(x, V ) =
M(dxf)

M(f)
h

Π
i=1

‖x‖did◦
ui,di

f

	? 
� P =
∑

ai1,...,inX i1 . . .X in : 	� � �	�� M(P ) = max{|ai1,...,in |}: �� | . | �
� �� �	���
��!��������� �� Z = ΣimiVi �
� �� !L!�� �#�������
�	���� �� �����
�	� h − 1: 	� ������

Distd(x, Z) = Π
i

Distd(x, Vi)mi .

3�	����� @ 
� V = Z(F ) �
� ��� +L"��
��9�!�: ��	�
 Dist(x, V ) =
|F (x)|

M(F ) | x | doF
: !� #��

��!	��� �� ����"��

�	� �� fV,d �� 9	�!��	� �� F #�� ��	� � �	���� �� ��5�� �� �� 
�!��	� ��

)���������� �%��% $)�������� �� ����� �� ���� �����&� 6�� ��� ��������� ��������' ��
d1 = . . . = dh = 1' ����� �� ������ y ∈ V ��� ���

Dist(x, y) ≤ Dist(x, V )1/d(V ) exp(
n∑

i=1

h

i
).

-�	����������� D� "	���� 
� ��"	���� 0 H�I: >+�"���� (: ""� �%=%/�

$�$ ,'�	�(�
 ����� �
 � )�*	��

��
 ���� �+�	�,��
 #�� 
������ �	�� 8	��� �� �J�� 9	��������� ���
 �� ���	�
�����	�
�� !���,�� ������"�����!� ��)�5��#�� �� 6+���""	�� 7�� ���	�
�����	� �� �
� �	���� ���

H�I: >+�"���� (: ""� %/=%��

������	� �%��% $)��	��� �����1	� �� 2�8��� 	�������&�
���� V ��� ������� ���/����� �� Pn(C) �� ��� ��� �� ���� �� ��	
��� K' F �� ���%�.	�

�� ����� d ���� K[X0, . . . , Xn]' x ∈ Pn(C) �� T ∈ N∗� O����� �� ������	��� K → C'
Δ = [K : Q] �� K ��� ���� �� [K : Q]/2 �� K ��� �	��������' �� ������ W = V.Z(F )� 6����

1
Δ

log Dist(x, W ) + h(W ) ≤ 1
Δ

log(Dist(x, V )T +
T−1∑
t=0

| F (t)(x) |
| F | Dist(x, V )t)

+d h(V ) + d(V ) (h1(F ) +
(T + 3d)h

Δ
log(n + 1)).

������	� �%� % $-����1	� �����1	� �� 2�8��� 	�������&�
���� σ ≤ 1 �� ����' V ��� ������� ���/����� �� Pn(C) �� ��� ��� �� ���� �� ��	
��� K'

F �� ���%�.	� �� ����� d ���� K[X0, . . . , Xn]' x ∈ Pn(C) �� T ∈ N∗� O����� �� ������	���

��



K → C' Δ = [K : Q] �� K ��� ���� �� [K : Q]/2 �� K ��� �	��������' �� ������ W = V.Z(F )�
0� ��������� ���

‖F (t)(x)‖
‖F‖ ≤ min

y∈V (C)
(Dist(x, y)(T−t)/σ)

���� ���� t = 0, . . . , T − 1' �� � �� 	�/������� =

1
Δ

log Dist(x, W )+h(W ) ≤ T

σΔ
log Dist(x, V )+d h(V )+d(V ) (h1(F )+(

Th

σ
+3d) log(n+1)).

�  ����������� ��!���
��� �� π, eπ, et Γ(1/4)

-�� .�� �
 �	�	�����
 �� �'�	�(� � /
���0	

3	�
 ���	�
 �	���� ��	�
 !	�	������
 �� �+�	�,�� 
������: �	���� "�� ;��<� 3�
�����4	
H�I �� �%%( @

������	�  %�% ���� q ∈ C ������������ 0 < |q| < 1� 6���� �� ����� �� ����������� ��� Q
�� ����

Q(q, P (q), Q(q), R(q))

��� ��������� �� ���� " 5�

�� ���	�
�����	� "�

� "�� �� "����� ���� ����� �� .��	
 A��8	����	� �� ��	���� �� .��	
����� 9	�!��	� ����������B ��F!����

$������% -��� ����� �� �����' �� �����1�� �� ������ Ω = ω1Z ⊕ ω2Z� �� ���� η1 �� η2

��� �������������� �� �� ������� ζ ������������ " ω1 �� ω2' �� �� ���� τ = ω2/ω1 ∈ H� ��
������ ������� ω = ω1' η = η1�

3	�
 �	����	�
 ��� "����� ����!�� �� !	�	������ (�� !�=��

	�
 ���
 �� 
�!��	� (��: #��
���� �������
� "�
 �� ����� �� .��	
 ���
 "�

� "�� ��� ��
��� ������"�����!� ��)�5��#��
�� ω/π �� η/π: ��� 0 6+���5��� H%I: #�� ��	� ��"	
��� �� (���

,��������  %�% ���� q �� ��	
�� �	����� ���� ��� 0 < |q| < 1 �� ��� ��� J(q) ����
����
������ 6���� ��� ����� ��	
��� q' P (q) �� Δ(q) ���� ����
�����	��� �������������

-�	����������� A0 "����� �� 1+�	�,�� (��B
��
 9	�!��	�
 J �� Δ 
	�� ����
 ��� 9	�!��	�
 P : Q: R "�� ��
 ������	�
 A!9 ��� �� ���B @

Δ =
1

1728
(Q3 − R2) et J =

Q3

Δ
.

�� 	� 
�""	
� J(q) ��)�5��#��: ��	�
 Q(q) �� R(q) 
	�� ��)�5��#������ ��"������
: �� �	�!
��
 � �	�5��
 ��)�5��#������ ����"������
 �	���
 "�� �� �+�	�,�� 
	�� 
	�� q: P (q): R(q):

	�� q: P (q): Q(q)� ���
 ��
 ���� !�
: 	� 	5����� ������"�����!� �� q: P (q) �� Δ(q)�

��
 ���� !	�	������
 
������
 
� �����
��� �� !	�	������ (�� @

,��������  %�% ���� ℘ �� ������� ���������� �� <���������� ������� �� ������ Ω' �������
������ g2 �� g3 ����
������� 6���� ��� ����� ��	
���

e2iπτ '
ω

π
��

η

π

���� ����
�����	��� �������������

��



-�	����������� D� �	�� q = e2iπτ �� 	� �����
� ��
 9	�����
 ���	�����
 0 �� 
�!��	� ��� @

1
(2iπ)4

g2 ω4
1 =

1
12

(
1 + 240

∞∑
n=1

n3qn

1 − qn

)
,

1
(2iπ)6

g3 ω6
1 =

1
63

(
−1 + 504

∞∑
n=1

n5qn

1 − qn

)
.

D� � 5�
	�� ����� 9	����� 
�������� "	�� η1: #�� �
� ���	����� ���
 H�I: A!+�"���� ��: "���%B @

1
(2iπ)2

ω1 η1 =
1
12

(
−1 + 24

∞∑
n=1

nqn

1 − qn

)
.

D� � ��	�


P (q) = −ω1 η1
12

(2iπ)2

= 3
ω1η1

π2
,

Q(q) =
12

(2iπ)4
ω4

1 g2

=
3
4

(ω1

π

)4

g2,

R(q) = − 63

(2iπ)6
ω6

1 g3

=
27
8

(ω1

π

)6

g3.

D� �� ������ 9�!�������

Δ(q) =
1

1728

(
Q(q)3 − R(q)2

)
=
(ω1

2π

)12 (
g2

3 − 27g3
2
)
.

>	��� ��
 �	�5��
 ��)�5��#��
 9	����� �� !	�"
: �� �+�	�,�� (�� �	���� ��	�
 #�� q:
ω

π
��

η

π

	�� ��)�5��#������ ����"������
�

,��������  %�% (�� ����� ��	
���

π' eπ' Γ(1/4) (����� π' eπ
√

3' Γ(1/3))

���� ����
�����	��� ������������� 0� ���������� ��� ���� ��	
��� π �� eπ ���� ����
������
	��� �������������

������"�����!� π �� �� eπ ������� "�
 !	����� 6�� !	����: !���� �� π �� �� Γ(1/4) � ���
�	����� �� �%�( "�� ��<� >+���	�
4L�
D� �����
� �� ����� 
������ AH�I: ����� ���B�

��		�  %�% �� �� ������� �� <���������� ℘ $������� �� ������ Ω& � 	������������ �	�
�����' ����� �� ������ k ∈ K(g2, g3) $�A K = Q(τ)& �� ��� ������� A �� C ���� ���

Aη1 − Cτη2 = kω2

��



-�	����������� >	��� ℘ � �����"��!���	� !	�"����: K �
� ��� �����
�	� #�������#�� ��
Q �� �	�! �� ���
�� ��
 ������
 A: B: C �	� �	�
 ���
 ���
 #�� A + Bτ + Cτ2 = 0.

�	�� f �� 9	�!��	� ���	�	�"+� 
�� C ������ "�� @

∀z ∈ C, f(z) = −Aζ(Cz) + Cτζ(Cτz) + Cτkz,

	? k �
� �� �	�5�� ����� "�� ����	�!� �� ����� A���� 	� "	
� k = (Aη1 − Cτη2)/ω2B� D�
���� �	����� #�� k �
� 5��� ���
 K(g2, g3)� 6	�� i = 1, 2, 	� � @ ζ(z +ωi) = ζ(z)+ ηi: ��	? @

f(z + ω1) − f(z) = −ACη1 + C2τη2 + Cτkω1 = 0

"�� �������	� �� k� �� �G��: �� Cτω2 = −Aω1 − Bω2 	� ����

f(z + ω2) − f(z) = −ACη2 + Cτ(−Aη1 − Bη2) + Cτkω2 = 0.

�	�! f � ��
 �G��
 "���	��
 #�� �� 9	�!��	� ℘ �� $����
���

 @ !��
� �	�! ��� 9	�!��	�
����	������ �� ℘ �� �� ℘′�

�	�� σ �� ���	�	�"+�
�� �� K(g2, g3, k) #�� ��� K(g2, g3): �� fσ �� 9	�!��	� 	5����� ��
�""��#���� σ �� �����	""����� �� ������� �� f 0 ��	��)���� σ ��� ��	�
 ℘ �� ℘′: !�� ����
�����	""����� �� ������� 0 ��	��)��� � 
�
 !	�F!����
 ���
 Q(g2, g3) A�����#�� "��!����� ��
�+�	�,�� ����B E �	�! fσ �
� ��!	�� ��� 9	�!��	� ����	������ �� ℘ �� �� ℘′� ζ ����� �)�������
���� "�� σ: 	� � @

f(z) − fσ(z) = Cτ(k − kσ)z.

D� f − fσ �
� ��� 9	�!��	� ����"��#��: ��	? f − fσQ/ �� k = kσ� >	��� σ �
� #���!	�#��:
k �
� ��� "�� �	�� ���	�	�"+�
�� �������
�	�
: �� �	�! k ∈ K(g2, g3)�

-�	����������� A�� >	�	������ (��B �� �����
��� �� ������	� �� ��)�����

η1ω2 − η2ω1 = iπ,

	� ������ ������������� #�� ��
 ��	�
 �	�5��
 ω/π: η/π �� 1/ω 
	�� ���
 "�� ��� ������	�
�������� 0 !	�F!����
 ��)�5��#��
 
�� Q�

6	�� ���� �� ���	�
�����	�: 	� !	�
��,�� �� !	��5� ����"��#�� ℘ �	���� "�� ���#����	�
y2 = 4x3−4x� D� � ��	�
 g2 = 4 �� g3 = 0: #�� 
	�� 5��� ��)�5��#��
� D� � �� ���
 �� 
�!��	� �
#�� ��
 ��!���
 �� ���#����	� 4℘(z)3− 4℘(z) = 0 ������� ℘(ω1/2): ℘(ω2/2) �� ℘((ω1 +ω2)/2)�
�� �""��#���� �������������� ��� ����
9	�����	� ����	�������: 	� 
� ���,�� �� !�
 	?
℘(ω/2) = 1� ℘ "���� ��
 ������
 ������
 
�� ]0, ω/2]: �� �
� �	�	�	�� ��!�	�

���� "	
�����
!�� ℘′ �� 
������� "�
: �� ℘(0) = +∞� �� "	
��� u = ℘−1(t): t = ℘(u) ��

dt

du
= −2

√
t(t + 1)(t − 1).

�� ����)���� !���� �#����	�: 	� 	5�����

u = ℘−1(t) =
1
2

∫ ∞

t

(s(s + 1)(s − 1))−1/2ds, t ≥ 1

�� t = 1: u = ω/2: ��	? @

ω = 2
∫ ∞

1

ds√
4s3 − 4s

.

6	�� !��!���� !���� ����)����: 	� �K�!��� �� !+��)����� �� �����5�� s = x−1/2: 	� 	5�����
��	�


ω =
1
2

∫ 1

0

x−3/4(1 − x)−1/2 dx =
1
2
B(

1
4
,
1
2
),

	?

B(a, b) =
∫ 1

0

ta−1(1 − t)b−1 dt =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

��



�
� ������)���� ������� �� "������ �L"�� D� !	�!��� �� �""��#���� �� 9	����� ��
 !	�"������


Γ(x)Γ(1 − x) =
π

sinπx

���! x = 1/4: �� 	� �� ������ ��������� ����"��

�	� �� ω

ω =
Γ(1/4)2

(8π)1/2
.

�� ��
��� iΩ � �G��
 ���������
 g2 �� g3 #�� Ω @ !��
� �	�8	��
 ���� "	�� g2: �� g3(iΩ) =
−g3(Ω) = 0� �	�! iΩ = Ω: !� #�� �	���� #�� �� �����"��!���	� "�� i �
� �� ���	�	�"+�
��
�� Ω: �� ℘ � �	�! �����"��!���	� !	�"����� �� "����!�����: �� ���
�� (a, b) ∈ Q2 ���
 #��
τ = a + ib�

D� "��� ��	�
 �""��#��� �� >	�	������ (��: �	�� 	� ������ ������"�����!� ��)�5��#�� ��

��	�
 �	�5��
 e2iπτ : ω/π �� η/π� >	��� 	� � �	���� "��
 +��� #�� ω/π: η/ω �� 1/ω �������
������������ ��"������
: 	� 	5����� ������"�����!� ��)�5��#�� �� e2iπτ : ω �� π: 
	�� �� e−2π:

Γ(1/4)2/2
√

2π �� π� 6	�� 	5����� ������"�����!� �� π: eπ
√

3 �� Γ(1/3): 	� "�	!,�� �� �G��
���! �� !	��5� ����"��#�� y2 = 4x3 − 4�

-�� �� �
�� ������������ ��%�1�� � � 2'���1��

3	�
 ����	���
	�
 ���
 !���� 
�!��	� ��� ��
��� ������"�����!� ��)�5��#�� ��
 ����
�	�5��
 ω/π �� η/π ���5��� "�� 6+���5��� H%I: !��
�=0=���� ��� ���	����	� �� �� ������ ��
�	�� "	�L�J�� P ∈ Z[X1, X2] �� x = (ω/π, η/π) �� 9	�!��	� �� �� ������ �� "	�L�J�� P :
#�� ��	� �� ��
���� �� �� ����,�� 
������� @

&�'������  % % �� ������� �	�)���� �� P ' �� �� ���� L(P )' �� ��		� ��� ������� �
������
��� ��,����� �� P �

�� �� ��� ����� �� ������ �� P ���

t(P ) = d◦P + log L(P ),

�A d◦P ������� �� ����� ����� �� P �

D� �	��� ���5	�� ����	�!� ���� !���,�� ������"�����!� ��)�5��#�� ���5�� "�� 6+���""	�
AH�I: >+�"���� �B� D� �""��#���� ��
���� !� !���,�� ��� ���� �	�5��
 ω/π �� η/π: 
������
��� ���	�
�����	� �� 6+���5��� H%I�

D� 
�""	
� ���
 �	��� �� 
���� #�� ��
 ���������
 g2 �� g3 �� ��
��� Ω 
	�� ��)�5��#��
�

D� ��""���� #�� "	�� �	�� "	�L�J�� Q ∈ Z[X0, . . . , Xn]: 	� �	�� ‖Q‖ =

√√√√(∑
α

|Qα|2
Cα

d◦Q

)
:

h1(Q) = log ‖Q‖ �� ‖Q(x)‖ =
|Q(x)|
‖x‖d◦Q

� >�
 �������	�
 	�� ��� �	����
 �� ����

D� 
�""	
� #��
A*B� �	�� x ∈ Pn(C): k ∈ {0, . . . , n} �� δ: τ : σ �� U ��
 ����
 ���
 #��

δ ≥ 1: σ ≥ 1 �� σk+1 < τ < U.

6	�� �	�� S 
���
9��
���
τ

σk+1
< S <

U

σk+1
: �� ���
�� ��� 9������ �� "	�L�J��
 Q1, . . . , Qm ∈

Z[X0, . . . , Xn] 
���
9��
��� "	�� i = 1, . . . , m

�� d◦Qi ≤ δ �� h1(Qi) ≤ τ

��
‖Qi(x)‖
‖Qi‖ ≤ exp(−Sσk+1)

�(



�� ��
 "	�L�J��
 Qi ��	�� "�
 �� .��	 !	���� ���
 �� 5	��� 9����� B(x, exp(−Sσk+2))

��		�  %�% $����1�� ������������� ����
�����& ���� ��� �%����1��� A*B' ���� V ��� �����
������� ���/����� �� Pn �� ��� ��� Q �� ��	������ d ����� ���

(δh(V ) + ((k + 1)τ + 3δ log(n + 1))d(V ))δk <
U

(k + 1)σk+1
(�)

6����' �� d ≤ k' log(��
�(x, V )) ≥ −U �

�� "����� �� !� ��
����� "�

� "�� �� ����� 
�������

��		�  %�% ���� ��� �%����1��� A*B' ���� V ��� ������� �� ��� ��� Q �� ��	������ d
������������ (�) �� log��
�(x, V ) < −U � 6���� ���� h = d+1, . . . , max(0, d−k)' �� ������ ���
������� ���/����� Zh �� ��� ��� Q �� �� ��	������ h − 1 ����� ���' �� h′ = h + k − d

4� d(Zh) ≤ δd−h+1d(V )
B� h(Zh) ≤ (δh(V ) + (d − h + 1)τd(V ))δd−h

5� log(��
�(x, Zh)) < −h′σh′
(δh(Zh) + (h′τ + 3δ log(n + 1))d(Zh))δh′−1

-�	����������� �� "����� 9��� ���������� ����
��5�� ��
 	����
 #�� �	�
 ��	�
 ��
 �� "	���
���
 �� 
�!��	� �: "	�� 	5����� �����
���!� �� Zh �� ��
 ��8	����	�
 ���	�!��
� ����� �	���
�� �	�5�� �� "����,���
 ������� �� 8��: �� ������ �� !�
 ��8	����	�
: �G�� 
� ����
 �� 
	��
"�
 !	�"��#���
: ���
� "�
 ��,
 �!�������� 3	�
 ���	�
 �	�! 
��"������ �	���� ��� ���� �� ��
"����� �� �	������ !	����� 
	�� �����
�
 ��
 �+�	�,��
 �� �� 
�!��	� �: �� �� ��!���� "	����

� ��9���� 0 H�I: ""����=��� "	�� ��
 ������
�

D� �� 9��� "�� ��!�����!� A��
!�������B 
�� h� 6	�� h = d + 1: Zd+1 = V !	������� D�

�""	
� �	�! #�� Zh �
� !	�
�����: �� ��	� ���� !	�
������ Zh−1�

6�� �� "�	"����� �� "	��� �� "��
 "�	!+�: �� ���
�� y ∈ Zh ��� #��

log Dist(x, y) ≤ −στ

μ
.

'� ���
�� �	�! τ/σk+1 < S′ < U/σk+1 ��� #�� y 
	�� ���
 �� 5	���

BS′ = B(x, exp(−S′σk+2)).

D� "���� "	�� S �� 5	��� 
�"������� ��
 S′ ���
 !�� ���������� ���
 #�� �������
�!��	� �� Zh

�� �� BS′ 
	�� �	� ����� 6�� A*�B: �� ��
 "	�L�J��
 Qi !	���
"	�����
 ���
� "�
 ��� 
�� Zh�
D� "��� ��	�
 !	�
������ �� !L!�� W = Zh.Z(Qi) #�� �
� �#�������
�	���� �� �����
�	� h−2:
�� )�S!� ��� �+�	�,��
 �� -�.	�� )�	�����#�� �� ����+����#��: 	� 	5����� ��
 ��8	����	�

!	�����5��
 �� 
	� ��)�� �� �� 
� +�������

'� ��
�� 0 ��8	��� Dist(x, W ): "	�� !��� 	� ��
���)�� ���� !�
 @
)��	��� �� @ S = U/σk+1� 6�� A*�B �� (�): 	� "��� �""��#��� �� "������ �+�	�,�� ��

-�.	�� �����#�� "	�� ��8	��� Dist(x, W )�
-����1	� �� @ S < U/σk+1� 6�� ���������� �� S:

Zh ∩ B(x, exp(−S′σk+2)) = ∅
"	�� �	�� S′ > S ��

1
σ
· min

y∈Zh

log Dist(x, y) ≥ −Sσk+1 ≥ log(
‖Qi(x)‖
‖Qi‖ ).

D� "��� �	�! �""��#��� �� �����,�� �+�	�,�� �� -�.	�� �����#�� "	�� ��8	��� Dist(x, W )�
���
 ��
 ���� !�
: 	� � ������ #�� W �������� ��
 �

����	�
 �� ������ >	��� ��


9	�!��	�
 ��)��: +������ �� log Dist 
	�� ��������
 
�� ��
 !L!��
: 	� �� ������ #���� �	��
 ���
��
 !	�"	
����
 ������!��5��
 �� W 
���
9��� !�
 �G��
 �

����	�
: �� 	� ������ Zh−1 !	���
����� �)��� 0 !���� !	�"	
����: !� #�� !	�!��� �� ��!�����!� �� �� "����� �� ������

��



-�	����������� A�� !���,�� ������"�����!� ��)�5��#��B �	�
#�� d ≤ k: �� !	�!��
�	� ��
����� (�� �
� 9��

�� �� �K��: Z0 �	�� G��� �� !L!�� ���� A�� �����
�	� −1B "	�� ��#���
��
�(x, Z0) = 1: �� �	�! �	)(��
�(x, Z0)) �� "��� G��� < 0� N��
�: ��
 +L"	�+,
�
 �� �����
(�� 
	�� !	������!�	���
 #���� d ≤ k ��: 
	�
 A*B: 	� �	�� �	�! ��	�� �	)(��
�(x, V )) ≤ −U
"	�� �	��� ������� V ������ 
�� Q: �� �����
�	� d ≤ k: 
���
9��
��� (�)�

������	�  %*% $*����� ������������� ����
����� �� )����
���&� )��� ���� ε > 0' �� ������
��� �������� c ��������� �� ω' Ω �� ε ����� ��� ���� ���� ���%�.	� P �� K[X, Y ] �� ��� =∣∣∣P (

ω

π
,
η

π
)
∣∣∣ ≥ exp(−(ct(P ))3+ε).

(�	����% �� �������� ������� �� ���������� ������������� ����
����� �� π �� �� Γ(1/4)�

-�	����������� �� "����� �
� �	���� ���
 H%I� �� 5�� �
� ���""��#��� �� !���,�� ������"��=
���!� ��)�5��#�� �� 6+���""	�� D� ���� �	�! !	������� ��� 9������ (Qi)i∈I �� "	�L�J��
 ��
K[X, Y ] �	�� 	� !	���J�� �� ��)��: �� ������: �� ������ �� x = (ω/π, η/π) �� #�� ��	�� "�
 ��
.��	
 ���
 ��� "����� 5	��� !������ �� x� 6	�� ��
���� �� ������ �� !�
 "	�L�J��
: 	� �����
�
�� +������ h ����	����� ���
 �� 
�!��	� ��� A	� "���� h = 2: N1 = N2 = 1 ���
 �� �������	�B�

D� �	���� ��	�
 �����
���!� �� !	�
�����
 A1: A2: A3: A4: A5 �����
 #�� "	�� �	�� N > 0:
�� ���
�� ��� 9������ �� "	�L�J��
 (Qi)i∈In ���
 #�� @

�� doQi ≤ A2N

�� h(Qi) ≤ A3Nlog(N)

�� Qi(x) ≤ exp(−A4N
3)

�� ��
 Qi ��	�� "�
 �� .��	 ���
 �� 5	��� �� !����� x �� �� ��L	� e−A5N3

�� !���,�� ������"�����!� ��)�5��#�� �� 6+���""	� A����� (��B "����� ��	�
 0 6+���5���
�� !	�!���� A�� ������� V �
� �� ���� ��
 .��	
 �� "	�L�J�� P E ���
 !� !�
 �� ��
���!� ��
"	��� x = (η/π, ω/π) 0 V 
���"���� 
��"������ �� 9	�!��	� �� �� ������ �� P �� �� 
� ������
�� x: !	��� 	� ��� �� ���
 �� 
�!��	� ���� '� 
�F� ��	�
 �� ������� ��
 +L"	�+,
�
 �� �����
"	�� �� 5	� !+	�� ��
 "����,���
�B�

-�� 3� ���	�
�����	� ����� � ������������ ��%�1�� �

&	���	�
 �	�� ���5	�� �� ��
����� "�����������: �	�� �	�
 �	�
 
	���
 ��80 
����
 "	��
���	����� �� �+�	�,�� ���"+��	�
: �� #�� �� �	�
 G��� ����� "	�� ���	����� �� 6�	"	
���	�
(����

��		�  %�+% $7����������&� ���� G = (gij) ��� 	����� " ��,����� ���� Z ��������� M

������ �� N �������' ��� N > M � 9� ������ X =

⎛
⎜⎝x1

���
xN

⎞
⎟⎠ ∈ ZN ��� ��� ��� ��� GX = 0 ��

max
1≤j≤N

|xj | ≤ (
M

Π
i=1

Gi)1/(N−M)

�A Gi = max{1,
N∑

j=1

|gij |}�

-�	����������� 6	
	�
 G = [(G1 . . . GM )1/(N−M)] A	? [.] ��
�)�� �� "����� ����,��B� '� L �
��	�
 (G + 1)N ��!����
 ��
���!�
 x = (x1, . . . , xN ) 0 !		��	����
 ����,��
 ��������

0 ≤ xj ≤ G (j = 1, 2, . . . , N).

��



N !+�#�� ��� ��!���� 	� �

	!�� �� �����,�� ��!���� 0 !		��	����
 ����,��
 y = (y1, . . . , yM )
����� "��

yi =
N∑

j=1

gijxj (i = 1, 2, . . . , M).

D� ������ �� "��
: "	�� �	�� i = 1, 2, . . . , M ���� ������
 "	
���9
 ni �� pi "��

ni =
N∑

j=1,gij<0

|gij |, pi =
N∑

j=1,gij>0

|gij |.

N�	�
 �� �
� !���� #�� "	�� �	�� i = 1, 2, . . . , M : �� "	�� �	�
 ��
 ��!����
 y: 	� � @

Gi = ni + pi �� − niG ≤ yi ≤ piG.

>�!� �	���� #�� !+�#�� !		��	���� yi "��� "������ �� "��
 niG+piG+1 = GiG+1 ������

��
���!��
: �� �	�! #���� L � �� "��
 (G1G + 1) . . . (GMG + 1) ��!����
 y ��
���!�
� &��


(G + 1)N = (G + 1)M (G + 1)N−M > (G + 1)MG1 . . . GM ≥ (G1G + 1) . . . (GMG + 1)

'� ���
�� �	�! ���� ��!����
 ��
���!�
 x �� x′ #�� 	�� �� �G�� ��!���� �

	!��� �� ��!����
x − x′ �
� ��	�
 �	� ���: �� ������ G(x − x′) = 0 E �� "��
 ��
 !		��	����
 x1, . . . , xN �� x

	�� !	�"��
�
 ����� −G �� G: �	�! x � ��
 "�	"�����
 �	����
�

3	�
 "	��	�
 ��
	����
 �	����� �� "�	"	
���	� 
��������

)����������  %��% ���� q ∈ C' ��� ��� 0 < |q| < 1� 9� ������ ���� ��������� ��������� c ��
κ $��������� �� |q|& �%��� �� ��������� �������� = ���� ���� ������ N ��,��		��� �����' ��
������ �� ������ M ≥ N4 �� �� ���%�.	� ��� ��� AN ∈ Z[z, X1, X2, X3] ��� ���

4� deg AN ≤ cN log M

B� log H(AN ) ≤ cN(log M)2

5� 0 < |AN (q, P (q), Q(q), R(q))| ≤ �−κM

-�	����������� �� "����� 
��� ��
 )�����
 ��)��
 �� "���)��"+� � �� H�I� �� 9���: �� ���	�
=
�����	� #�� 
��� "����� �

������������ 0 ;��<� 3�
�����4	 �� ������� �� 1+�	�,�� (�� 0 ��
����� �� .��	
 #�� !	�
����� �� "����� ��F!��� �� 
� "�����: �� #�� �	�
 �
#���	�
� >��
� &�
$���
!+����: ���
 H��I: #�� � ��"��
 !�
 ��)�����
 "	�� ���	����� ����!������ �� >	�	������
(���

D� !	����!� "�� �	����� ���� �����
 @

��		�  %��% ���� N ∈ N� 6���� �� ������ �� ���%�.	� ��� ��� A ∈ Z[z, X1, X2, X3]' ��
����� ≤ N ��� ������� " ����� ��� ������ �����
���' ��� ��� �� �������

F (z) = A(z, P (z), Q(z), R(z))

���' " ���������' �� 8��� �� 	���������� ≥ L = [(N + 1)4/2]' �� ���� �� �������� ���� 	�/����
��� = L(A) ≤ N85N �

-�	����������� 6	�� k ≥ 1 	� � @

σk(n) =
∑
d|n

dk ≤ nk
∑
d|n

1 ≤ nk+1.

�� "��
:

1 +
∞∑

n=1

nkzn �
∞∑

n=0

(n + 1) . . . (n + k)zn =
k!

(1 − z)k+1
: A�B

�%



	?
∑

anzn �∑
bnzn 
��)��� #�� #�� |ai| ≤ |bi| "	�� �	�� i E 	� � �	�! @

P (z) � 24.2!
(1 − z)3

, Q(z) � 240.4!
(1 − z)5

, R(z) � 504.6!
(1 − z)7

, z � 1
1 − z

.

�� �K��: P (z) = 1 − 24
∞∑

n=1
σ1(n)zn E ��"��

�	� #�� 
�	5����� 9�!������� 0 "����� �� !����

�	���� 0 �� 
�!��	� ���: �� �� L � ��
 ��"��

�	�
 
��������
 "	�� Q �� R�
6	�� �	�� ��!���� k = (k0, k1, k2, k3): ki ∈ Z: 0 ≤ ki ≤ N : i = 0, 1, 2, 3: 	� � @

zk0P (z)k1Q(z)k2R(z)k3 =
∞∑

n=0

d(k, n)zn � c3N
1

(1 − z)16N
, A�B

	? c1 = 504.6! �� d(k, n) ∈ Z� �� A�B �� A�B 	� ������ #��
|d(k, n)| ≤ c3N

1 (n + 16N)16N ≤ (c2nN)16N ≤ (nN)17N (n ≥ 1), A�B


� N �
� 
�F
������ )����: �� |d(k, 0)| ≥ 1�
6	
	�
 A =

∑
0≤ki≤N

a(k)zk0xk1
1 xk2

2 xk3
3 : 	? ��
 ������
 a(k) 
	�� !+	�
�
 !	��� ����� ���


	����	� �	� �������� �� 
L
�,�� ���#����	�
 ��������


∑
0≤ki≤N

d(k, n)a(k) = 0. (n = 0, 1, . . . , [
(N + 1)4

2
] − 1).

'!� �� �	�5�� �� �����5��
 �
� u = (N + 1)4 �� �� �	�5�� ���#����	�
 �
� v = [(N + 1)4/2]�
�� 	� �����
� A�B �� �� ����� �� 1+�� �� ���)��: 	� �	�� �	�! #�� �� 
L
�,�� � ��� 
	����	�
����,�� �	� �������� �������� �����)�����

max
k

|a(k)| ≤ (N + 1)4(
(N + 1)4

2
N)17N ≤ N85N .

�	�� N �� ������ �

�. )����� D� !	�
��,�� �� "	�L�J�� A �	��� "�� �� ����� "��!������
�	�� M = 	��0F ��	���� �� F �� 0� �� !	�
���!��	� �� A �	��� M ≥ L ≥ N4/2�

6	
	�
 r = min{ (1 + |q|)
2

, 2 |q|} A	� � ��	�
 |q| < r < 1B �� �	���	�
 �� �����,�� ����� @

��		�  %��% �� N ��� ��,��		��� ����� ��� ������� " |q|' ����� ���� ���� z ∈ C ��� ���
|z| ≤ r �� �

|F (z)| ≤ |z|MM48N .

-�	����������� �	��

F (z) =
∞∑

n=M

bnzn

�� �����	""����� �� 1�L�	� �� F 0 ��	��)���� N�	�
: bn =
∑

0≥ki≥N

d(k, n)a(k) ∈ Z ��: "�� A�B:

|bn| ≤
∑

0≤ki≤N

(nN)17NN85N ≤ n17NN103N (n ≥ M).

�/



6	�� |z| ≤ r 	� �

|F (z)| ≤
∞∑

n=M

|bn| |z|n =
∞∑

n=0
|bn+M | |z|n+M

≤ |z|MN103N
∞∑

n=0
(n + M)17N |z|n

≤ |z|MN103N (M + 1)17N (1 +
∞∑

n=1
n17N |z|n)

≤ |z|MN103N (M + 1)17N (17N)!
(1 − r)17N+1

≤ |z|MN103N (M + 1)17NN17N ≤ |z|MM48N


� N �
� �

�. )�����

�����"� 
������� !	�
�
�� 0 �	����� #�� 	��qF = T ≤ αN log M : ���! α =
(

log
r

|q|
)−1

�

D� �""��#�� "	�� !��� �� "���!�"� �� ������� 0 �� 9	�!��	�

H(z) =
F (z)
zM

(
r2 − q̄z

r(z − q)

)T

D� 	5����� ��	�
 |H(0)| ≤ |H |r A�B

D� �� �	�5�� G(0) =
1

M !
F (M)(0) �
� ������ �� �	� ���� D� ���	�� 
� ������ �5
	��� "�� 1

�� 	� ��	���

|H(0)| ≥
(

r

|q|
)T

A�B

 ���������: (
r

|q|
)T

≤ |H |r
≤ r−M |F |r
≤ M48N

D� �� ������ �� ��8	����	� �� T �
�� �%�( �����8�� H��I � ��� �� "������ 0 ������ ��
 9	�!��	�
 P : Q �� R A"�� ����

�����	""����� �� 
���� ����,��B: �� �� � �	���� �� "����!����� #������
 ���������� ��
 �#����	�

��K����������


θP =
1
12

(P 2 − Q), θQ =
1
3
(PQ − R), θR =

1
2
(PR − Q2),

	? θ = z
∂

∂z
�

D� ����	����: 
�� �������� C[z, X1, X2, X3] ��	"������� �� ��������	� !	���
"	����� 0 !�

L
�,�� ���#����	�
 ��K����������
 @

D = z
∂

∂z
+

1
12

(X2
1 − X2)

∂

∂X1
+

1
3
(X1X2 − X3)

∂

∂X2
+

1
2
(X1X3 − X2

2 )
∂

∂X3

�� 
	��� #�� "	�� �	�� "	�L�J�� B ∈ C[z, X1, X2, X3]: 	� ��� ���)����� @

z
d

dz
B(z, P (z), Q(z), R(z)) = (DB)(z, P (z), Q(z), R(z)). A�B

D� ������ �� "	�L�J�� AN A"	�� N 
�F
������ )����B �� "	
���

AN (z, X1, X2, X3) = (12z)T (z−1D)T A(z, X1, X2, X3),

��



	? A �
� �� "	�L�J�� !	�
����� 0 �� 6�	"	
���	� (��� �� T �
� �������� ����� !�=��

�
� D�
������ "�� ��� ��!�����!� ��������� 
�� T #��

(z−1D)T = z−T
T−1

Π
k=0

(D − k), A�B

!� #�� �	���� #�� AN ∈ Z[z, X1, X2, X3]� 6�� A�B: 	� �	�� #��

AN (z, P (z), Q(z), R(z)) = (12z)T F (T )(z)

6	�� 	5����� �� ��8	����	� ���	�!�� 	� �����
� �� 9	�����

F (T )(q) =
T !
2πi

∫
C2

F (z)
(z − q)T+1

dz,

	? C2 �
� �� !��!�� {z ∈ C | |z − q| = r − |q|}� �� �����
��� �����)����� |z| ≤ |z − q| + |q| = r:
��
� #�� �� ����� (��� �� �� ��8	����	� �� T #�� ��	� � ���5��� "��
 +���: 	� 	5�����

|AN (q, P (q), Q(q), R(q))| ≤ 12T · T ! · (r − |q|)−T rM · M48N ≤ e−κM

D� �� ���������� �	����� ��
 ��8	����	�
 
�� �� ��)�� �� �� �	�)����: �� �����
��� A�B�
�� B ∈ C[z, X1, X2, X3] �� B � G(1 + z + X1 + X2 + X3)S : ��	�
 "	�� �	�� ������ k 	� � @

(D + k)B � |k|G(1 + z + X1 + X2 + X3)S + GS(1 + z + X1 + X2 + X3)S−1

×(z + (X2
1 + X2) + (X1X2 + X3) + (X1X3 + X2

2))
� |k|G(1 + z + X1 + X2 + X3)S + GS(1 + z + X1 + X2 + X3)S+1

� G(S + |k|)(1 + z + X1 + X2 + X3)S+1.

��	?

12T
T−1

Π
k=0

(D − k)B(z, X1, X2, X3) � 12T G(S + 2T )T (1 + z + X1 + X2 + X3)S+T .

6�� �� ����� (��� 	� �

A � N85N (1 + z + X1 + X2 + X3)4N

��	?
AN (z, X1, X2, X3) � N85N (48N + 24T )T (1 + z + X1 + X2 + X3)4N+T .

>�!� ��"��#�� #��

deg AN ≤ 4N + T ≤ (α + 1)N log M,

L(AN ) ≤ N85N54N+T (48N + 24T )T ≤ exp(2αN(log M)2),

!� #�� �!+,�� �� ���	�
�����	��

D� "��� ��
	����
 �	����� �� >	�	������ (��: ��	�!� ���
 �� 
�!��	� (���

-�	����������� D� �� �� ������� �� 1+�	�,�� (�% �� �� �� 6�	"	
���	� (���� �	�� q ∈ C ���
#�� 0 < |q| < 1�

>	��� ���
 !� #�� "��!,��: 	� 
�""	
� g2 �� g3 ��)�5��#��
� D� ���
	��� "�� ���5
����:
�� 
�""	
��� #�� q = e2iπτ : ω/π �� η/π 
	�� ��)�5��#������ ���
� ��
 9	�����
 "	�� P (q):
Q(q) �� R(q) #�� 	�� ��� �	����
 ���
 �� ���	�
�����	� �� >	�	������ (�� �	������ #��

!+�!�� ��
 #����� �	�5��
 q: P (q): Q(q) �� R(q) �
� ��!��� ���� "	�L�J�� Ai(Xi,
ω

π
,
η

π
)

"	�� i = 0, 1, 2, 3 ���! Ai ∈ Z[Xi, Y1, Y2]� D� �� ��������: ���
 �������� ��
 "	�L�J��


��



�� 
�� �����5��
 Z[X0, X1, X2, X3, Y1, Y2] ��
 #����� �����5��
 X0, X1, X2, X3 ����� ��
 !��#
"	�L�J��
 A, A0, A1, A2, A3 A	? A �
� �� ��
 AN �	���
 "�� �� "�	"	
���	� (���: "	�� ��
N #�� 
��� !+	�
� ��������������B�

D� !	����!� "�� !��!���� �� ��
������ �� X0 �� A �� �� A0 @

ResX0(A0, A)(X1, X2, X3,
ω

π
,
η

π
) = Π

α,A0(α,ω/π,η/π)=0
A(α, X1, X2, X3).

D� ��!	����!� �� "������ �� ��
������ �� "	�L�J�� 	5���� ���! A1: "��
 A2 �� A3� D�
	5����� ���
� �� "	�L�J�� P ∈ Z(Y1, Y2) ��� #��: �� �	����

Z = {(α0, α1, α2, α3) | Ai(αi, ω/π, η/π) = 0 (i = 0, 1, 2, 3)}

P (ω/π, η/π) = Π
(α0,α1,α2,α3)∈Z

A(α0, α1, α2, α3)

= A(q, P (q), Q(q), R(q)) Π
(α0,α1,α2,α3)

∈Z−{(q,P (q),R(q),Q(q))}

A(α0, α1, α2, α3)

��	?: 
� C �
� ��� !	�
����� A"��
 )����� #�� 1B #�� ��8	�� �� �	���� �� �	���
 ��
 ��!���

��
 Ai(Xi, ω/π, η/π) A���
 ��� !�J���� ��)�5��#��B @

|P (ω/π, η/π)| ≤ e−κM (Cd◦A L(A))
3�

i=0
d◦Ai

≤ e−κM (CcN log M ecN(log M)2)
3�

i=0
d◦Ai

≤ e−κM+C′N(log M)2

≤ e−κ′N4

"	�� 3 �

�. )����� D�: "�� �� �+�	�,�� (�%: 	� � �� ���	����	�

|P (ω/π, η/π)| ≥ exp(−c′(d◦P + log L(P ))3+ε),

"	�� �	�� ε > 0 �� 	? c′ �
� ��� !	�
����� ��"������ �� ε� 6�� �������
: �� �!������ ��
��
������ !	��� �� �����������: 	� �	�� #���� ���
�� ��	�
 !	�
�����
 B: B′ �� B′′ �����

#�� @

d◦(P ) ≤ Bd◦(A)

L(P ) ≤ B′d◦(A)
L(A)B′′

.

��	? @
|P (ω/π, η/π)| ≥ e−c′′(N log M+N(log M)2)3+ε

.

>���� ���	����	� �
� ��!	�"���5�� ���! �� ��8	����	� ���5��� "��
 +��� @ ��
 �
������	�

�	����
 "�� �� 1+�	�,�� (�% �� �� 6�	"	
���	� (��� �� 
	�� "�
 !	�"���5��
� ��+L"	�+,
�
9���� A0 
��	��: e2iπτ : ω/π �� η/π ��)�5��#������ ���
B �
� �	�! !	��������: !� #�� ������� ��
"������

D� "��� �����#���: �� !	�!��
�	�: #�� �� "����� �� �� 6�	"	
���	� (��� #�� �	�
 ��	�

�	���� ��

��5�� 5���!	�" 0 �� "����� �� �+�	�,�� ���"+��	�
 �
#��

�� 0 �� 
�!��	� �� ���

��
 ���� !�
: 	� !	�
��,�� ��� 9	�!��	� ���������� F �L��� �� 	���� �� �����"��!��� �� �	��
 L
�� ��	��)���: "��
 	� �

��� ����!����� 
	�� �� ������ �� F �� �� "	��� αS : 
	�� �� ������ �����
������� T =�,�� �� F �� �� "	��� q� >� �L"� �� ���	�
�����	� �
� �

������������ �� 
��� �	��
	� ��
"	
� �!���������� "	�� ��
 "�����
 ������"�����!� ��)�5��#��� >��
� *������ #�� �
����	���� !� �L"� ����)����� �� "������: ���! �� ���	�
�����	� �� �� ����
!�����!� �� e ��
�����

��
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