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Résumé

La reconstruction de variétés concerne l’estimation des caractéristiques géométriques de la loi d’un
échantillon aléatoire a valeur dans RP, lorsque celle-ci est supportée par une sous-variété de RP.
L’objectif est multiple : il s’agit & la fois de mieux comprendre la loi sous-jacente (dimension, régularité,
courbure, homologie, etc.) mais aussi de fournir aux statisticiens des descripteurs pertinants pour
I’étude de données en haute dimension.
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1 Introduction

Lorsque la dimension ambiante D d’un jeu de données X, c RP devient trés grande devant le nombre
de mesures n, le bon fonctionnement des algorithmes d’apprentissage n’est plus garanti (Friedman [1997],
Giraud [2014]). Ces derniéres années ont pourtant vu exploser a la fois la dimensionnalité des données
récoltées et lefficacité des méthodes algorithmiques d’inférence et d’apprentissage. Face & cette contradic-
tion apparente, certains ont été tentés de supposer qu'une grande partie des jeux de données en grande
dimension vivent en réalité sur des structures de faible dimension intrinséque (Fefferman et al. [2016]). La
reconstruction de variété (manifold learning en anglais) part de ’hypothése que les données sont effective-
ment supportées par des sous-variétés de R, et essaie de développer les outils nécessaires a 1’estimation
de quantités interessantes liées & ces derniéres.

Ces problémes d’estimation dépendent intimement de I’echelle a laquelle on s’autorise a se placer pour
regarder les données. Ce paramétre de résolution, que 'on appellera reach, et initialement introduit par
Federer [1959], apparaitra dans tous les modeéles que l'on considerera, et controlera a la fois les vitesses
d’estimation ainsi que le niveau de bruit admissible dans nos données (pour lequel une estimation précise
est encore possible). Puisque c¢’est un coefficient important, il semble indispensable de pouvoir Iestimer
(Aamari et al. [2017]).

L’homologie apparait également comme un descripteur pertinant du support du jeu de données. Deter-
miner I’homologie d’ordre zero par exemple, qui correspond au nombre de composantes connexes, est a la
base des techniques de clustering (Filippone et al. [2008]). Il peut-étre également intéressant de regarder
I’homologie d’ordre supérieur (comme par exemple en astrophysique, voir Van de Weygaert et al. [2011]).
Le caractére naturellement instable de I’homologie et le bruit naturel observé au sein de jeux de données
ont amené les statisticiens a utiliser la notion d’homologie persistante (Edelsbrunner and Harer [2008])
dont les principaux outils (diagramme, paysage de persistance) sont autant de représentations dont les
statisticiens peuvent se servir dans leurs algorithmes (Chazal et al. [2013], Li et al. [2014]).

Le support & d’une loi de probabilité P est naturellement muni d’une distance dgs dite intrinséque (ou
encore riemanienne lorsque S est une sous-variété de RY). L’estimation de cette distance est au coeur
de la technique de dimension de réduction ISOMAP (Tenenbaum et al. [2000]). La determination de cette
distance va de paire avec celle des plus courts chemins de S (Arias-Castro and Le Gouic [2017]) et a des
applications importantes en planification de trajectoires (Karaman and Frazzoli [2011]).



Nous nous intéresserons enfin & ’estimation du support S lorsque celui-ci est une sous-variété de de
RP (Genovese et al. [2012a], Genovese et al. [2012b]) ainsi qu’aux approximations d’ordre supérieur (plan
tangent, seconde forme fondamentale,etc.) de ce support (Aamari and Levrard [2017]).

2 Cadre et notation

On fixe D > 1 et on note |-|| et (-,-) la norme et le produit scalaire euclidiens usuels sur R”. On notera
d(-,-) la distance associée. Les symboles A et v désignent respectivement le minimum et le maximum entre
deux quantités. L'introduction d’une constante est toujours suivi des paramétres dont elle dépend entre
parenthéses.

2.1 Sous-variétés et courbure

Une sous-variété M de RP de dimension d et de classe C* est un sous-ensemble de R veérifiant qu’en
tout point = € M, il existe un voisinage V de 0 dans R? et un voisinage U de z dans R” ainsi qu’une
immersion propre ¢ : V — RP de classe C* telle que ¢(V) =M nU. On appellera une telle application
une paramétrisation de M en z. A tout point = d’une telle sous-variété, on peut associer un plan tangent
T, M défini par

T, M ={%(0) | 7v:]-¢€e[= R est de classe C* avec (0) = z}.

C’est un sous-espace vectoriel de RP. La fibre normale de M en x est I'orthogonal dans RP de T, M,
notée T, M. La seconde forme fondamentale de M en z (Gallot et al. [1990], p.185) est une application
bilinéaire symmeétrique

L, : T, M xT,M - T, M"

qui encode la maniére dont se courbe la sous-variété M en x. Pour tout vecteur normal unitaire n € T, M T,
I'application (I;,n) est une forme symmétrique sur T, M. L’endomorphisme associé A, : Tp M — T, M
est appelé endomorphisme de forme de M en z dans la direction 7). Ses valeurs propres sont appelées
courbures principales de M en x dans la direction 1. On notera

Rloc(M) = inf {

—— |xeMetneT,M" unitaire} :
| Az lop

C’est l'inverse de la plus grande courbure principale (en valeur absolue) de M.

2.2 Géodésiques et distance intrinséque

Une géodésique de M est une courbe «: [a,b] - M de classe C? paramétrée & vitesse constante telle
que en tout point ¥(¢) est normal & M en ~(¢) (Gallot et al. [1990], exemple 2.80). On peut montrer
que pour tout x € M et tout v € T, M, il existe une unique géodésique maximale 7, , définie sur un
voisinage de 0 vérifiant v, ,(0) = « et 4;,(0) = v. Les géodésiques sont en effet solution de ’équation
différentielle 4 = (%, 4) et un argument de type Cauchy-Lipschitz permet de conclure. On obtient par la
méme occasion que |[§] < ||¥]?/ Rioc (M) pour toute géodésique de M. Pour un chemin C*-par morceaux
v :[a,b] = M, on définit sa longueur par

Lo = [ I3l

Pour z,y dans M, on définit la distance riemanienne de = & y comme 'infimum des longueurs de tout
les chemins C! par morceaux a valeur dans M joignant x & y. On note cette quantité dys(x,y). On peut
montrer que, lorsque M est connexe, cette quantité est atteinte (Burago et al. [2001], théoréme 2.5.23)
et que les chemins minimisant la longueur sont automatiquement des géodésiques (Lee [2006], théoréme
6.6). En particulier, tous les résultats de régularité des géodésiques se transferent aux plus courts chemins.
Réciproquement, une géodésique est toujours localement un plus court chemin. (Lee [2006], théoréme
6.12).



2.3 Fonction distance et reach

Pour un compact K ¢ RP, on définit la fonction distance & K par

RP 5 R,
dKI X
z = minger |z - y||

et, pour tout = € R, on note ' () Pensemble des points y € K tel que ||z —y| = di (). Cest également
un compact de R”. On note By l'unique boule fermée de R” qui contient K et de rayon minimal. On
designera par rad K son rayon et center K son centre. On définit alors le gradient généralisé de la fonction
distance par

L~ PThull Tk () ()
di (z)

ot hull désigne I’enveloppe convexe. Ce gradient coincide avec le gradient usuel & ol di est différentiable
(pour les points & qui admette une unique projection sur K).

Un point critique pour la fonction dg est un point x tel que Vdg (z) = 0. La valeur di (x) est alors
appelée valeur critique. Le weak feature size de K, noté Rgion (/) est alors défini comme la plus petite
valeur critique de dg

veeRP\K, Vdg(z)=

Rgiob(K) = inf{dg () | * e RP N K et Vdg(x) = 0}.
Enfin, le reach de K, noté R(K), est défini de la maniére suivante
R(K) =sup{r>0|Vz e RP\ K, dg(z)<r = ||Vdg(z)]|=1}.

On voit en particulier que R(K') < Rgion(K). Pour un réel 7 > 0, on note K @ le r-voisinage fermé de K,
c’est-a-dire

Ker={z+y|zeK et |y|<r}={zeR”|dg(z)<r}.
On dispose des différentes caractérisations suivantes pour le reach d’'un compact.

Lemme 2.1. Pour tout r >0, on a équivalence entre
i. R(K)>r
i. di est de classe C' sur dz2(]0,7])

iti. Pour tout x € K @ r, les ensembles T' i (x) sont réduits a des singletons.
En particulier, 'application projection orthogonale sur K
prg:re K@r—y tel que I'g(z)={y}

est bien définie si et seulement si 7 < R(K). Lorsque K est une sous-variété compact sans bord de R?,
Federer a montré la formule suivante

Théoreme 2.2. (Federer [1959], théoréme 4.18) Pour toute sous-variété compacte sans-bord M c RY | on
a

2
R(M) = inf —dy=2l"
z,yeM 2d(y - SU,TIM)

En tirant parti de cette formulation du reach, les auteurs de Aamari et al. [2017] ont pu montrer que

Théoreme 2.3. (Aamari et al. [2017], théoréme 3.4) Pour toute sous-variété compacte sans bord M c RP,
on a

R(M) = Rloc(M) N Rglob(M)'

Le reach peut donc étre compris comme la contribution de deux phénoménes : un reach local R (M)
qui dépend de la courbure locale de M, et un reach global Rgion (M) qui va mesurer & quel point la
sous-variété M est proche de s’auto-intersecter.



2.4 Distance de Hausdorfl

On note K(RP) I’ensemble des compacts de R”. Pour Ky, Ko € IC(RP), on définit la distance de
Hausdorff asymétrique par

H(K1|K2) = sup dg, () =inf{r>0 | Ky c Ks®r}

xEKl
puis la distance de Hausdorff comme le symétrisé de H(:|-)
H(Kl, KQ) = H(KllKg) \% H(K2|K1)

On peut montrer que H est effectivement une distance sur K(RP), et que (KX(RP),H) est un espace
métrique complet, séparable et localement compact.

3 Modéles et risque minimax

3.1 Risque minimax

Soit C une classe de lois de probabilité sur R”. Pour toute loi P € C, on cherche a estimer un paramétre
O(P) € O, ou O est un espace métrique muni d’une distance dg. On se donne un estimateur 6, c’est-a-dire
une collection d’applications mesurables

0, (RP)", B(RP)®") — (©,B(0)).
Le risque dans le pire des cas sur C de 6 est défini par
Ru(8,C) = sup Epen [de (8, 0(P))].
PeC

Le risque minimax sur C correspond au meilleur risque dans le pire des cas que ’on peut atteindre avec
des estimateurs mesurables :

R, (C) = inf R,,(6,C) = inf sup Epen [de (O, 0(P))].
6 g PeC
On dira qu’un estimateur 8 est (asymptotiquement) minimax g’il vérifie que

lim sup EQL?\&(;) < +00.

Pour une collection de classes C) dépendant d’un parameétre A € A, on dira qu’un estimateur est adaptatif
par rapport a A 8'il est simultanément minimax sur tous les modéles de la collection, avec une performance
majorée indépendemment de A :

sup lim sup M < 400

AeA n—oo  Rn(Ch)

Pour majorer le risque minimax R,,(C), il suffira de trouver un bon estimateur 6. La plupart des techniques
de minorations repose sur le lemme de Le Cam.

Lemme 3.1. (Le Cam) Pour tout couple de lois P1, P, €C, on a
1
R.(C) > Ed@(G(Pl),G(Pg))(l -TV(Py, P2))".

Il s’agira donc de trouver a chaque fois deux lois P et P, statistiquement peu discernables (faible
distance en variation totale) et dont les parameétres d’intérét sont suffisamment éloignés les uns des autres.



3.2 Modéles de variétés

On fixe un reach minimal Ry, > 0 (qui correspond & la résolution avec laquelle on regarde les don-
nées). Pour L = (L., Ls,..., L) un (k- 2)-uplet de réels strictement positifs, on définit le sous-ensemble
ME(Rumin, L) € K(RP) (introduit par Aamari and Levrard [2017]) de toutes les sous-variétés M c RP
compactes et sans bord vérifiant

i. M est de dimension d, de classe C* et R(M) > Ruin,
ii. pour tout z € M il existe une paramétrisation ®, de classe C* de la forme

o, :T,MnB(z,r) > M
v x4+ v+ Ng(v)

our>1/4L, et on N, vérifie

N, (0) =0
dN,(0) =0
VveTyM nB(x,1/AL,), |d*Ng(v)|op < L,
et V3<i<k |d'Ng(v)|op < Li.

Comme noté par les auteurs Aamari and Levrard [2017], si M est une sous-variété compacte de R? de
classe C*, une telle collection de parameétrisations existe toujours pourvu que L soit assez grand. On note
alors

MZ(Rmin’ OO) = LLJMZ(Rmina L)

I’ensemble de toutes les sous-variétés compactes de R de dimension d et de classe C* dont le reach est
plus grand que Ruyin-

3.3 DModeéles statististiques

Modéle sans bruit Pour M € MS(Rmin, 00), on note pys la mesure volume sur M, définie pour tout
A borélien de RP par :

pa(A) = HY (A M)

ou H? est la mesure de Hausdorff d-dimensionelle. On définit alors P(’i“(Rmin, L, fimin, fmax) ’ensemble des
lois de probabilités P sur RP vérifiant

1. il existe M € MZ(Rmin,L) telle que P << upy,

ii. la densité dP/dups est pas-p-p. encadrée par fuin €t fmax-
Pour une loi P € P(’j(Rmin, L, fimin, fmax ), on note Mp la sous-variété qui en est le support. Ces deux objets
respectent automatiquement un certain nombre de contraintes.
Lemme 3.2. (Aamari [2017], lemmes I11.23, I11.24, proposition 111.25)

Soit P e Ps(Rmin,L,fmin, fmax)- 1l existe des constantes C;(d) tels que

i. Yo e Mp, Vr <R /4,

C1 fminr® < P(B(2,7)) < Co fmaxr?,

Cs
Rdil(MP)fmin ’
iii. RY(Mp) < £+
En choisissant la probabilité uniforme sur M, on voit qu’en particulier

Hd(Mp) > Csy Rd_l(Mp) diam Mp > 2C5 Rd(Mp).

7. diam Mp <

Enfin, le premier point du lemme précedent permet de contréler la densité d’un échantillon de points
X, = {Xla ceey Xn} de loi P e PC]?(RmimL> fmina fmax)

P (H(Mp|X,) >7) < 7 C.Y6rd exp{~C1 fminnr®}.

La quantité H(Mp|X,,) mesure & quel point X, recouvre bien toute la sous-variété Mp.



Modéles bruités On se propose de lister les quelques modeéles d’intérét de la littérature faisant inter-
venir du bruit.

Bruit désordonné : Soit ® une loi de probabilité sur RP. Pour « € [0,1], on note
Dg(Rmin; L7 fminv fmax)[(I)v a] = {aP + (1 - a)(I) ’ Pe Pg(Rminy L, fmina fmax)}-

Ceci correspond & la situation ou une fraction 1 — a des données est tirée selon la loi ®. Un cas fréquent
est celui ol ® est la loi uniforme sur un compact de R”.

Bruit normal : Le bruit associé & une observation est astreint a rester dans la fibre normale du
support au dessus du point. Pour ¢ > 0, on introduit Ek(Rmin,L,fmin, fmax)[o] Vensemble des lois des
variables aléatoire Y + Z ot la loi P de Y est dans Pﬁ(Rmin, L, fimin, fmax) et ou Z verifie que

ZeTyM} ps., |Z|<ops. et E[Z]Y]=0.

Bruit additif : Soit ® une loi de probabilité sur R”. On note

As(RminvLafminvfmax)[(I)] = {P * O | Pe ,Pg(RminaLafminvfmax)}-

Le cas le plus fréquent correspond & choisir un bruit additif gaussien.

On pourra parfois demander a ce que les supports des lois de 735 (Rmins Ly fmin, fmax) restent dans
un certain compact K c RL. On notera dans ce cas Pg(Rmin,L,fmin,fmaX,K) et on définit de la
méme maniére les modéles bruités associés. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix des parameétres
(Rmins Ly fuin, fmax, ), on pourra tout simplement noter les modeéles par 735, DS[CD,OC], 7;’“[0], A’j[fb].

Pour toute loi () dans un des modeles précedemment introduits, on notera de méme Mg la sous-variété
associée a cette loi.

4 Quelques résultats
4.1 Homologie

Pour une sous-variété M c RP, on note H(M) e NN la suite de ses nombres de Betty (les dimensions
de ses groupes d’homologie). En combinant les travaux de Niyogi et al. [2008] et Balakrishnan et al. [2012],
on obtient les bornes suivantes pour le risque minimax.

Proposition 4.1. Pour le jeu de paramétres (Rumin, 00, fumin, fmax, [0,1]7), il existe des constantes C;
dépendant de (fmin, fmax,d), telles que, si Rumin < Co, on a

1 — C
§exp{—C1nRgﬁn} <inf sup P®"[H + H(Mp)] < d2

H Pep? min

exp{-Csn anin}.

L’estimateur minimax proposé par Niyogi et al. [2008] se calcule en regardant I’homologie d’une union
de boules centrées en les points de &,, pour un rayon bien choisi. Balakrishnan et al. [2012]| obtiennent
des bornes minimax similaires pour les autres modéles bruités, avec a chaque fois des conditions sur le
niveau de bruit relatives a la résolution Ruin.

4.2 Distance riemanienne et plus courts chemins

La distance riemanienne d’une sous-variété M c RP est une application dy; : M x M — R. Un
estimateur de cette distance sera donc une application d: K xK - R avec M c K et mesurable en les
données pour la topologie de la norme infini. On mesurera la performance par |d—djs e 0l la supremum
est pris sur M x M. En regroupant les résultats de Bernstein et al. [2000] et Arias-Castro and Le Gouic
[2017] et en les adaptant un peu, on obtient facilement

Théoreme 4.2. Pour un jeu de paramétres (Rumin, %0, fmin, fmax, K ), il ezistes des constantes Cy,Cy
dépendant des parameélres et de d telles que pour tout n > Cy

inf sup Epen[|d-das]e] < Ch

<logn )l/d
d Ppep? '



L’estimateur réalisant cette performance s’obtient en regardant la longueur des plus courts chemins
dans un graphe géométrique construit sur les données. En s’inspirant des sous-variétés construites pas
Genovese et al. [2012a] (démonstration du théoréme 2.), on peut montrer une inégalité réciproque : il
existe existe de méme C9 et Cs dépendant de d et des paramétres tels que, pour n > Co

1\1/d -
Cs (‘) <inf sup Epen[||d—dp e ]-
n d pep?

L’estimateur proposé est donc minimax, au terme en log prés. En regardant cette fois des estimateurs
F:KxK - ([0,1] - RP) qui & z,y € M associe une estimé 7 d’un plus court chemin entre z et g, on
peut montrer le résultat suivant

Proposition 4.3. On se place, ici seulement, dans le cas o D = 2. On note B = Bg(Rmin, 00, fmins fmax, /)
lensemble des mesures a densité contre la mesure volume d’une sous-variété M c K & bord, compact et
conneze de R? telle que R(M) > Ruin. Il existe des constantes Cy, C1,Cy dépendant des paramétres telles
que pour tout n > Cy, on a

1 1/2
C (—) <infsupEpen | sup infH (’y\(x,y),'y*)] < Co (
n Y PeB z,yeMp V*

10gn)1/4

ot Uinfimum est pris sur toute les plus courts chemins v* de M liant x & y. La distance de Hausdorff est
a comprendre comme la distance de Hausdorff entre les images des courbes.

La borne supérieure parait extrémement peu optimale en 1’état. Le défaut d’optimalité semble moins
venir de l'estimateur (les chemins polygonaux issus des graphes mentionnés ci-dessus) que des techniques
employées pour controler le risque.

4.3 Support

L’idée astucieuse introduite par Aamari and Levrard [2017] consiste a faire des regression polynomiales

locale autour des points du nuage X,,. Soit t,h >0 des réels. Pour tout j € {1,...,n}, on regarde
_ _ . k-1 ‘
(T, Tj2, - Tjp-1) € argl%liﬂprgj) [ z—m(x) =Y Ti(w(x)®) IlB(o,h)(ﬂf)]
T i=2

ol ?éj) =2 0x,-x;- I’application 7 est prise parmi toute les projection orthogonale de RP de rang d. Les
applications T} sont prises parmi les applications multilinéaires symmétriques de (R”)? vers RP vérifiant
|T;]lop < t. On note alors, pour v € RP

k-1 )
\I/j(’l)) = Xj +7T\j(1‘) + 2 7}7¢(7r\j(x)®’).
=2

En considérant estimateur M = Uiy T;(B(0,7h/8)) pour t et h bien choisi, Aamari and Levrard [2017]
(théoréme 6. et 7.) ont pu obtenir la performance suivante

Théoreme 4.4. Pour un jeu de paramétres (Rmin,L,fmin,fmaX,RD), il existe des constantes Cy, Cy et
02(d7kaRminaLafminafmax); 03(da k) et 04(dak7Rmin) telles que, s1

logn)l/d
n—-1

et min{RminLL,...,Rk_lLk,(Rd fmin)_l,Rd fmax} > Cs

min min min

USC()(

alors, pour tout n > C

k _k_ k
Cy (l)d \% (z)km < sup EQ@n[H(H, MQ)] <Oy (logn)d Vog.
n n QeTH[o] n-1




Les deux bornes sont du méme ordres de grandeurs quand o <« n %4 En particulier, 'estimateur

M introduit ci-dessus est minimax sur Ps(Rmin, L, fmin, fmax), avec une vitesse en (log n/n)k/ 4 Pour les
deux autres modéles de bruit désordonné DS et additif A%, on dispose des résultats de Genovese et al.
[2012a], qui n’ont malheureusement pas fait I’étude en considérant la régularité k£ du support. On fixe
K = B(0,p) avec p > Ruin-

Théoreme 4.5. Pour un jeu de parameétres (Rmin, 0, fmin, fmax, K ), i existe des constantes Co(Rmin,
fminv fmaXa K) et C1, 02(Rminv fmim fma)ﬁ K, a) tel que, pour tout n > Co

1 2/d . 1 2/d
Cg(—) <inf sup EQW[H(M,MQ)]gCl(Og")

an M QeD3[®,0]
ot @ est la loi uniforme sur K.

La borne supérieur est obtenue en exhibant un estimateur hautement non constructif. On obtient de
méme des bornes pour le risque additif gaussien, en utilisant cette fois des outils de déconvolution pour
estimer Mg.

Théoreme 4.6. Pour un jeu de parameétres (Rumin, 00, fmin, fmax,]RD), et pour tout 0 < § < 1/2 il existe
des constantes Cy,C1,Co dépendant de tous les paramétres et de K (et de § pour Cy et Cy) telles que,
pour n > Co

1-6

— 1 2

0 cinf sup Egen[H(ITn K, Mo n K)] gcl( ) ’
logn = 1 QeA[®] logn

o, ® est la loi gaussienne standard N (0,Ip).

4.4 Quantités d’ordre supérieure

Les estimateurs définis en 4.3 capturent par essence les approximations polynomiales locales du support
jusqu’a l'ordre k — 1. En particulier, T; = Im7; semble étre un bon candidat pour estimer le plan tangent
de Mp en pry,, X;. On mesure I’écart entre deux sous-espaces vectoriels F, G de RP par leur angle défini
par

<(F,G) =|prp-prg lop
oll prp et prg sont les projections orthogonales sur F' et G.

Théoreme 4.7. En reprenant les notations du théoréeme 4.4, et les constantes Cy,...,Cy avec les mémes
dépendances, on a, sous les méme conditions

k=1 k-1
(7)) = et e
QeT (o]

_1 k
S02(10gn) d {(logn)d va},
n-1 n-1

ot Tx, Mq est le plan tangent a Mg en pry, Xi.

De la méme maniére, Tjg est un bon candidat pour estimer la seconde forme fondamentale de M en
prys, Xj, et Aamari and Levrard [2017] montrent en effet que 'on obtient un estimateur avec la bonne
vitesse minimax en (logn/n)*=2)/4,

En utilisant le théoréeme (2.2) de Federer, Aamari et al. [2017] ont pu exhiber un estimateur du
reach. Celui n’était pas minimax, parce qu’il ne prenait pas en compte la régularité du support. Avec
lestimateur de la seconde forme fondamentale qu’il exhibe et grace a la décomposition (théoréme 2.3),
E. Aamari est capable de construire un estimateur du reach minimax sur chaque modéle 735 . On voit

cependant apparaitre deux régimes de convergence, selon que R(M) = Rioc(M) ou R(M) = Rgion(M).



5 Perspectives
5.1 Questions ouvertes

Les récents modeéles M¥(Rupin, L) introduits par Aamari and Levrard [2017] permettent d’étudier
finement Deffet de la régularité sur 'estimation de grandeurs géométriques. Puisque d et k sont les seuls
parameétres qui gouvernent la vitesse de convergence, on peut se demander s’il est possible de proposer des
estimateurs qui s’adaptent a la régularité du support, ou encore qui s’adaptent a sa dimension (travaux
en cours de V. Divol).

Presque tous les résultats présentés ci-dessus sont valables pour des lois & support sur une variétés sans
bord. Il serait bon de pouvoir les généraliser & des variétés a bord - surtout lorsque les données presentent
naturellement des bords - mais aussi de pouvoir detecter et estimer ces derniers lorsqu’ils existent. Les
resultats les plus développés en la matiére semblent étre ceux de Cuevas and Rodriguez-Casal [2004], et
se restreignent au bord topologique d’un compact de R”. De méme, certaine quantité semble échapper
a Destimation. C'est le cas par exemple du volume H%(M) d’une sous-variété. Les résultats existants
(Arias-Castro et al. [2016]) concernent seulement 'estimation du volume d’un compact d’interieur non
vide de RP.

Il resterait enfin toute une théorie asymptotique a développer autour de chacun des estimateurs exis-
tant dans la littérature, dans la veine de ce qu’ont pu faire Chen et al. [2015].

5.2 Mesure du defaut de convexité

Soit M c RP une sous-variété. Le défaut de convexité de M, introduit par Attali et al. [2013], est la
fonction hj; définie de R* dans R* par

ha(t) = H(M|hull(M,¢)) on hull(M,t)= |J hullo.
cM
rgdast
Les Prs. Marc Hoffmann, John Harvey et Krishnan Shankar ont remarqué que, lorsque M était suffi-
semment réguliere, hys était deux fois dérivable en 0 et que h};(0) = 1/Rjoc(M), et qu'elle présentait
un point de discontinuité en Rgion (M) lorsque Rgioh(M) < Rioe(M). Les techniques d’estimation qui
peuvent découler de cette observation, bien différentes de celles proposées par Aamari et al. [2017], offrent
de nouvelles perspectives interessantes pour ’étude du reach. La fonction hjs semble encoder beaucoup
d’informations sur M.

5.3 Systéme dynamique et inférence géométrique

Etant donné un systéme dynamique (®!); sur R”, on peut s’interesser a I'évolution de ®*(A) ou A
est une certaine partie de R, On observe un nuage de points qui évolue selon la dynamique ®!, c’est a
dire que I'on dispose de D, = {(t;, ®'(X,)) | i=0,...,T} oi1 tg < --- < t7 sont des réels et ou X, c A est
un certain échantillon de A. On peut alors se poser un certain nombre de questions sur ’évolution de la
géomeétrie de t — ®'(A) (évolution de I'homologie, de la courbure, detection de rupture...), sur ce que cela
nous apporte comme connaissance de ®' et enfin sur la maniére de tirer parti de la dépendance de nos
données. Il semblerait aussi interessant d’étudier la réunion des images des flots

M = J{t} x ®'(A) c R x R”
tel

d’un point de vue géométrique, lorsque cela a du sens, en particulier lorsque M est une sous-variété de
R xRP.
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