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Introduction

Les modeles usuels de théorie de 1’évolution mettent en jeu principalement
deux phénomenes : la sélection et la mutation. La sélection repose sur I’hérédité :
les individus les plus aptes a la reproduction engendrent un plus grand nombre
de descendants, auxquels ils transmettent leur génotype (donc, en particulier,
leur aptitude & la reproduction). La proportion de ces génotypes s’accroit donc
dans la population. Par ailleurs, des mutations du génome se produisent lors
de la transmission des caracteres génotypiques : elles entravent ’hérédité en
produisant des individus aux caractéres nouveaux. Dans la plupart des modeles,
on suppose que les caracteres d’'un individu muté dépendent de ceux de son ou
ses parent(s), et en sont proches.

Nous étudions dans ce mémoire le modele proposé par J.F.C. Kingman dans
[1]. Dans ce modele, les individus ne sont décrits que par un unique caractére :
leur aptitude a la reproduction, appelée la "fitness”. Ici, la fitness est un réel
positif proportionnel au nombre d’enfants de U'individu considéré (la popula-
tion étudiée étant supposée suffisamment grande pour qu’il s’agisse exactement
du nombre effectif d’enfants). De plus, tous les individus possédent la méme
probabilité de muter, et cette mutation s’effectue selon une méme loi de pro-
babilité. Enfin, chaque individu possede exactement un parent, et au passage
de la génération n a la génération n + 1, tous les individus de la génération n
disparaissent en donnant naissance a leurs enfants.
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1 Modélisation du probleme

Nous décrivons I’évolution d’une population biologique par la donnée d’une
suite (pp)n>0 de distributions de probabilité correspondant aux distributions
de fitness a chaque génération. La viabilité moyenne de la population a la
génération n est w, = fooo xpp(da), c’est-a-dire Pespérance de la fitness par rap-
port & p,. A chaque génération, une fraction 5 de la population est constituée
d’individus mutants, dont les fitness sont distribuées selon le profil g, et une
fraction 1 — 3 de la population reflete la distribution de fitness de la génération
précédente, apres action de la sélection : les individus de fitness  ont un nombre
de descendants dans cette fraction de la population proportionnel a x. Dans
notre modele, la suite (py)n>0 vérifie donc la relation de récurrence :

xpp(dx)

Pnt1(dz) = (1 - B) + Bq(dx),

n

ol g est une distribution de probabilité, et § un réel dans ]0,1][.
Remarquons que pour tout n > 1, le support de p, est inclus dans la réunion

des supports de pg et de g. Nous faisons 'hypothése que ces supports sont inclus
dans [0, +oo[, la fitness étant positive.

Le but de ce mémoire est d’étudier I’évolution et la limite de la distribution
de fitness p,, en fonction des choix de ¢, 5 et pg.

2 Normalisation des distributions de fitness

Remarquons que le probleme étudié est invariant par renormalisation des
distributions étudiées. Plus précisement, soit A un réel strictement positif; pour
toute mesure de probabilité p sur R, notons A.p la mesure image de p par
Papplication = +— Az, qui est encore une mesure de probabilité. Soient py =
AP0, § = Aiq, €t (Pn)n>1 la suite définie & partir de Py et ¢ par la relation de
récurrence :

~ (o)
() = (1 - 8 P2 4 5gaa), o, = /O whn(da).
n
Alors, une récurrence montre que pour tout n > 0, P, = App.
Nous supposerons que les distributions de fitness sont a support borné. Avec ce
qui précede, il est alors possible d’imposer :

max(supp(po) Usupp(q)) = 1.

Cette égalité sera supposée vérifiée dans la suite. Les supports de py et de g,
ainsi que ceux des p,, sont donc inclus dans I = [0, 1].



3 Convergences de mesures

Soit X un espace métrique compact, et B la tribu de Borel sur X. Notons
C(X,R) 'ensemble des fonctions continues de X dans R, M (X) I’ ensemble des
mesures de probabilité sur (X, B).

3.1 Convergence faible

Définition 1. Soit () une suite dans M(X) et p € M(X). La suite (i)

converge faiblement vers p si pour tout f € C(X,R), / fdu, —— / fdu.
X n—oo X

Cette notion de convergence définit une topologie sur M (X), appelée topologie
faible.

Rappelons un résultat important, démontré, par exemple, dans [2] :

Lemme 1. Si X est un espace métrique compact, M (X) muni de la topologie
faible est un espace topologique compact.

3.2 Convergence en variation totale

Une autre topologie sur M (X) est définie par la distance variation totale :

Définition 2. Soient u,v deux mesures de probabilité sur (X,B), la distance
variation totale entre pu et v est

_ — du — d
[l —vl[vr Sl}p{/f,u /f V},

ot f parcourt l’ensemble des fonctions mesurables de X dans [—1,1].
Si la suite () converge vers p pour la distance variation totale, nous disons
que (pn,) converge fortement vers p.

Cas usuel. Dauns le cas ol p; et ps sont des mesures de probabilité sur (X, B),
absolument continues par rapport a v, une troisieme mesure de probabilité sur
(X, B), alors

|1 — pollvr = / |f1 = falv(dz),
o fi (resp. f2) est la dérivée de Radon-Nikodym de p; (resp. po) par rapport

av.
Lemme 2. La convergence forte implique la convergence faible.

Démonstration. Soit (u,) une suite de mesures convergeant fortement vers g,
et soit f € C(X,R).

Comme X est compact, f est bornée. Quitte a multiplier par une constante,
nous pouvons supposer que 'image de f est contenue dans [—1, 1]. Donc :

‘/fdun—/fdu‘ <l = pllvr —= 0.

Ainsi, (u,) converge faiblement vers pu. O



4 Résultats préliminaires

4.1 Expression explicite de p,,

Exprimons dans un premier temps p, en fonction de pg, g, 8 et des w,.
Pour simplifier, notons W,, = wows ...w,_1. Nous pouvons alors montrer par
récurrence que pour n > 1 :

n—1

Wopn(dx) Z Wh—r(1 = B)"Bz"q(dz) + (1 — 8)"z"po(dx). (1)
r=0

Pour obtenir une expression explicite de p,, & partir de cette formule, c’est-a-dire
une expression de p,, ne dépendant que de pg, ¢ et 8, nous allons exprimer W,
en fonction de ces trois mémes parametres. Dans ce but, notons

1 1
iy = / 2" q(dx), m, = / 2" po(dx)
0 0

les n'®™s moments de g et py respectivement, et intégrons la relation précédente.
Nous obtenons :

n—1

W, = Z Wn—r(l - ﬂ)rﬂ,ufr + (1 - ﬁ)nmna

r=0
ou, de fagon équivalente,

n—1

Wn = Z anr(l - ﬂ)r_lﬁlu/r + (1 - ﬂ)n_lmn' (2)

r=1

Nous disposons ainsi d’une relation de récurrence sur W,,. Or notre objectif était
d’obtenir une expression explicite de W,,. Nous allons pour ce faire étudier la
série entiere de coefficients W,,.

4.2 Série génératrice des W,

Le résultat suivant en donne une expression explicite. Pour tout z € D(0, 1),

“+oo +00 -1
ZW 2= (1= 8" maz" (1 -y —B)“‘%mz”) NE)

n=1 n=1

Démonstration. Comme w,, < 1, nous avons W,, < 1 donc la série entiére est
bien définie et son rayon de convergence vaut au moins 1. D’apres (2), pour tout
z € D(0,1),

+oo +oon—1
ZWZ = (- B rm 2" +—ZZWn 2T (1= B)2]” o
n=1 n=1r=1



Donc, par produit de Cauchy,

+oo +o00 B +00 +oo
Z W, 2" = Z(l —B)"tmy, 2" + T <Z an"> (Z(l - 5)”/%2'”) )
n=1 n=1

n=1 n=1
d’ou
+oo +oo o0
Z W, 2" (1 — Z B(1 — ﬁ)”l,unz”> = Z(l — B)" tmy, 2"
n=1 n=1 n=1
Le résultat en découle. O

Notons D le disque de centre 0 et de rayon (1—/3)~!. Le membre de droite de (3)
est le quotient de deux fonctions holomorphes sur D (les moments sont majorés
par 1), avec un dénominateur non identiquement nul, donc Z:ﬁ Wpz" est
prolongeable en une fonction méromorphe sur D, que nous noterons dorénavant
g. L’étude des poles de cette fonction va nous donner des informations cruciales
sur I’évolution asymptotique de W,,.

4.3 Poles de g, prolongement méromorphe de anl W,z2"

Réécrivons d’abord (3) en y explicitant m,, et uy, :

+o0 1 +oo
> Waet =[-8 Y (1 8)es)" poda)
n=1 0 n=1

1 +oo -1
(1 */0 (1 fﬂ)’i;ﬁ[(l — B)wz]" q(dfv)> ;

ce qui donne :

EW,LM _ /01 ﬁpo(dx) <1 _ /01 h(f%quo .4

Les poles de g sont donc les z € D qui vérifient :

J, s e = g

Lemme 3. 5%

1—2x

[ (©
0

alors g a exactement un péle simple dans D, qui de plus est dans [1, (1 — B)7[.
Sinon, g n’a pas de péle dans D.



Démonstration. Soit z € D vérifiant (5). En passant & la partie imaginaire :
ﬂ—ﬁﬁ@
dz) =0

ﬁIm(z)/O m q(dz) = 0.

d’ou

o Si fol m q(dx) = 0, alors ¢ est un dirac en 0. En particulier,

(6) est faux, et (5) n’est vérifié pour aucun z, ce qui montre le lemme dans
ce cas.
e Sinon, comme § > 0, z est dans RN D.

Remarquons alors que, pour tout = €]0, 1],

Bzx
1—(1-p8)zx

est strictement croissante, donc comme ¢ n’est pas un dirac en 0,

zeRND—

1

est également strictement croissante. Ainsi, I’équation (5) a au plus une solution.
De plus, comme f(1) < 1, cette potentielle solution est dans [1, (1—3)~![. Enfin,
par le théoreme des valeurs intermédiaires, la solution existe si et seulement si
lirr}g) f(2) > 1, Cest-a-dire

q(dz)

z—(1—
' Bx 5$—1—’X1—@
/0 T=pa-= ) g(dz) >1 < / 50 -2 q(dz) >0
& / i 11__ml) (dz) >0

l—ﬁ/‘l—x B’
qui équivaut a (6).

11 reste & voir que, lorsque (6) est vérifiée, 'unique zéro, noté zo est simple. Or
cela découle du fait que

/ _ ! 62012 x
o0 = [ Gy @) >0

(inégalité est stricte car q n’est pas un dirac en 0). O

Nous allons étudier séparément les deux cas distingués par le lemme 3.



5 Démocratie

Nous nous intéressons dans cette section au premier cas envisagé dans le
lemme 3, c’est-a-dire que nous supposons (6) vérifiée. Nous appelons ce cas
démocratie.

Théoréme 1. S

1—2x

/1 q(dx) > /871,
0

et si nous notons s~ l'unique péle de g dans D, alors (p,) converge vers la
distribution de probabilité p définie par

p(d) = —22(d2)

s—(1—pB)x’

au sens ou la variation totale de p, — p est o([(1 — 6)3’19]n) pour tout § > 1.

En particulier, p ne dépend pas de py et est absolument continue par rapport a

q.

Pour montrer le théoreme, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 4. Sous les hypotheses du théoréme 1, il existe a > 0 tel que pour tout

0>1, W, =as"+o([(1-5)0").

Lemme 5. Sous les mémes hypothéses, pour tout 6 > 1, w,, = s+ o(d"0"), ou
1-p

0= .

S

Remarque. Comme s~ € D, nous avons 1 — 3 < s donc § < 1, si bien que 0

peut étre choisi tel que 60 < 1. Par conséquent, w, — S.
n— oo

Preuve du lemme 4. La fonction g admet un unique péle dans D, s~!, qui est

simple, donc en notant a = Zli)rsrll(s_l —2)g(2) :
a
h(z) = g(2) —
() = g(2) — =i

est holomorphe sur D. De plus, pour tout z € D(0,1),
+oo
h(z) = —as + Z(Wn —as" )",
n=1

Or h est holomorphe sur D donc ’égalité reste vraie pour z € D. Nous pouvons
donc appliquer la formule de Cauchy : pour tout n > 0, pour tout 6y > 1,

MO (1-5)""

[Wr, — (as)s"| < [961(1 — A1 ’
ot pour tout 7 €]0, (1 — B)~L[, M(r) = sup |h(z)|. Ainsi,
|z|=r

(Wh = (as)s"™| = O([0o(1 = B)]").

D’ou le résultat pour tout 6 > 1, en considérant un g tel que 1 < 6y < 6. [



Preuve du lemme 5. Soit § > 1. D’apres le lemme 4 :

w, =
o557
= S n
o[
s
I T
s
ce qui donne le résultat voulu. O

Preuve du théoréme 1. Pour montrer le théoréme, commengons par remarquer

o plde) =38 (1 =7 x)"q<dx>.

n>0

Soit 8 > 1. Nous allons montrer que
[lpn = pllvr = 0o(670").

En reprenant la formule (1), nous avons :

o) — plda) = 3 S

r=0

— Z sT"(1 = pB) Bz q(de),

r>n

(1-p5)"Bx"q(dz) + Wi(l — B)*z"po(dx)

n

et par inégalité triangulaire :

n—1
1 . r Wh—r —r
1pn = pllvr < 37 (1= B)"mn + > 6 Bue+ Y (1= B) B W TS
n r>n r=0 n
Par le lemme 4,
1 (1-p)" (1-p)"
- n " < _ = o(5™O™).
T a5 o= pyrem ~ 207"
De plus,
S8 B < = o5™) = o570,
r>n o
n—1
11 reste & montrer que 4, := ;(1 — )" Br MT;;T — 57" est o(6™0™).




Soit € > 0. Notons d’abord que, par le lemme 5, on dispose de N tel que pour
tout n > N,

s—ed"0" <w, <s+e"0". (7)
Ensuite,
n—1 n—1
A< Y QBB Y (-8 s
r=n—N+1 n r=n—N+1
Wir _

+oo
+ Z(l - B)TBMT
r=0

r
- S ]lr<n7N-
Wi, ’ =

Montrons que chacun des termes est o(6™6™).
Pour le premier terme, nous avons :

n—1 n—1
1 Wi — 1 Wi —
— Z (1 _ ﬂyﬂﬂr n—r < — Z (1 _ 6)7 n—r
5 0 r=n—N+1 Wn 5 9 r=n—N-+1 Wn
N-1
1 W,
_ 1 _ n—r T
o ;1( A W,
Soit r € [1, N — 1], notons y,, = (;gzn EVV; Nous avons :
yn-i-l:(l_ﬁ) W, 1_B871=971<1
Yn 00 Wyyq n—ooo 60
De la, y, — 0.
Pour le deuxiéme terme :
n—l too gn—N+1
S =B BusT S Y < e = 03"
r=n—N+1 r=n—N+1

Pour le troisieme terme, procédons par convergence dominée. Posons

_ (1 B ﬁ)r Wn—r
An,r = 5non /6/'[/7‘ Wn

-r

— S

Itrgan-

Pour r > 0, nous avons déja par le lemme 5 que :

an r
W

—s " =o0(0"0"),

donc
ap.r — 0.
7 n—oo

Il reste a dominer les a,, . Soit donc n,r > 0 tels que n — r > N. Remarquons
d’abord que par (7),
Wi

nn—”’<
(s+edm0™)™" < W

<(s—edm0™)7".

10



T

Puis, par 'inégalité des accroissements finis appliquée a  — z~", nous obte-

nons :

naogn\—r —-T r nogn
|(s+65 M) — s ‘S sr+1€6 0
d’une part, et :
(s —ed™™) ™" —s7"| < B —

= (s — eonr) 1

d’autre part. En combinant avec ce qui précéde, et en supposant 6 assez petit
pour que 66 < 1,

Wh_r _r r nan
’ W, | SGogme?
Ainsi, il vient :
(1-8)"
|an,r| < TEW = O

Comme s > 1 — 3, nous pouvons supposer € assez petit pour que s—e > 1—f et
la série de terme général . est bien convergente. Nous avons finalement montré
que A,, = 0(6™0™), ce qui acheéve la démonstration. O

Contrairement au cas démocratique, nous allons voir que lorsque (6) n’est pas
vérifiée, la distribution limite peut ne pas étre absolument continue par rapport

aq.
6 Meéritocratie

Nous nous intéressons désormais au deuxieme cas du lemme 3, c’est-a-dire
celui o

Nous en déduisons :

1
g1 > /0 1+ g(d)

I I
— —
+ o+
NN
FoSs— "
N aH
3
Q
g

Donc,

11



Posons f, = B(1 — B)"tuy, ; la suite (f,) satisfait :
o0
fn>0, Y fa<l.
n=1
Définissons (u, ), la suite de renouvellement de (f,), par :
n
up =1, u, = Z frntn—p.
r=1

D’apres le lemme 10 démontré en appendice, on dispose de p* une mesure de
probabilité sur [0,1] telle que u,, = fol 2" p*(dx) pour tout n > 0.

Lemme 6. 1. La suite (u,) est décroissante.

Un—1

u
2. La suite ( n ) est croissante.

Preuve du lemme 6. 1. Cela provient du fait que (2™),>¢ est décroissante si
x € 1[0,1].
2. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2

1 1 1
Up—1Un41 :/ m”_lp*(dx)/ "yt (dx) > (/ x"u*(d@) =2,
0 0 0

Donc < ) est croissante et majorée par 1. Si
Up—1

un

lim
Nn—00 Up_1

=1, (8)

nous disons que nous somme dans le cas méritocratique.

/1 Q(dx) S B_la
0

1—2x

Théoréme 2. 57

et si la suite (u,,) définie ci-dessus vérifie

. Unp
lim =1,
n—oo U/n—l

alors (py) converge faiblement vers la mesure
Bq(dz) / ' By(dy)
der) = ———= 1— ——= ] 41(d
p(an) = 0 ¢ (1= [ HER )y a),

ou 01 désigne la masse de Dirac en 1.
Comme précédemment, la mesure limite p ne dépend pas de pg. Cependant, elle
n’est plus nécessairement absolument continue par rapport a q.

12



Afin de démontrer ce théoréme, nous allons relier (W,,) & (u,). Nous avons la
formule suivante :

Lemme 7. Pour (u,) définie comme ci-dessus, W,, s’écrit :

W, =(1- ﬂ)”*l Zmrun,r.
r=1

Preuve du lemme 7. Ce lemme se prouve par récurrence a partir de la formule
(2). O

Posons dans la suite v, = Y ._; m,u,_,. Nous avons donc W, = (1 — )" v,.

. Un
Lemme 8. lim =1.
n— o0 UTL—l

Remarque. Ce lemme et le lemme 7 impliquent que

n+1 Un+1
oW g — 5 1-8
Wn === (=== o 18

Preuve du lemme 8. Considérons A = pu* ® pg, la mesure produit de pux et de
po- Alors

MyrUn—r = / xniry’r)‘(dx dy)a
IxI

donc
Up = Zmrunfr
r=1
= Z/ 2"y A(dx dy)
=1 IxI
n—1
= [ Y e Adedy)
IxI .o
= / gn(z,y)A\(dz dy),
IxI
N " — yn : n
ot gy (z,y) = ﬁy six #y, et g(x,r) = na".
Etape 1:

Montrons que si z,y € [0,1], alors :

gn-1(2,y) _ gn(2,9y)
n—1 - n

Dans un premier temps, prenons z et y distincts. Supposons sans perte de
généralité que 1 >z > y > 0. Alors

xT xT
/t"—thz/ t"Ldt,
Y Y

13



donc
n—1 n—1 n

T —y T "

—Y

n—1 n

d’ot le résultat. Il reste vrai dans le cas x = y, par continuité.

LU Up— . n
Dela, = < =& ! , d’olt —— < —— et nous obtenons :
n n—1 Up—1 n—1
. v
lim sup <.
Np—1
Etape 2:

Soit 0 < a < 1. Montrons que si z,y € [0,1] vérifient max(z,y) > «, alors
gn(x,y) > agn_1(z,y). Supposons en effet que © > y et z > «, alors :

" yn > " l‘yn71 _ I(In71 o ynfl) > Oz(l’nil o yn71)7
donc gn(z,y) > agn—1(z,y).
Le résultat s’étend au cas x = y par continuité.
De plus, nous avons g, (x,y) < na™ si max(x,y) < a.

Maintenant :
wo= [ gy
0<z,y<1
>/ 90 (@, y)\(da dy)
maz(z,y)>a
2 Oé/ gn—l(x7y))‘(dx dy)
mazx(z,y)>
= QUp_1 — a/ In—1(x, y)A(dz dy)
r<a,y<ao
> avpoy —(n—1)a",
donc Dan Da™
U, n=Da”  (n—Da® (9)
Up—1 Un—1 miln—2
Comme
nan-{—l
M1Un4+1-2 Nup—2
= <1
=D =T Dy o <
miUn—2
nous avons :
(n—1)a" 0

miUnp—2 n—00
Prenant la liminf de (9), nous obtenons

Un

> a.

Un—1

lim inf

14



Ceci étant vrai pour tout «a tel que 0 < o < 1, nous obtenons finalement

(Y
L — 1.

’Un_l n— oo

Maintenant, cherchons la limite de la suite de mesures de probabilité (p,,) :

Lemme 9. Dans le cas méritocratique, pour tout & < 1, p, converge en varia-
tion totale sur [0, €], vers la mesure

pldz) = 3 fag(dr) = D49,
r=0

1—2x

Preuve du lemme 9 . Dans la relation de récurrence (1), remplacons Wy par
(1 — B)*~1u;. Nous avons :

n—1
(1=B)" wppn(dz) = Y (1=B)""" " op_r(1=B)"Ba"q(dx) + (1 - B) 2" po(dz),
r=0
donc,
= Vs 1
pn(dz) = ; %Bajrq(dx) + E(l — B)z"po(dz).

Soit € > 0. Par inégalité triangulaire :

¢l Un—r 1- B ¢
Ipn = plivrioa <8 [ |3 (" — a7 atda) + =2 ["ampo(da)
0 |r=0 n n 0
£
+5/ Zm’q(dx).
0 r=n
£ > &
Si n est assez grand, / Zxrq(dx) < T ¢ < e.
0 r=n o
Ensuite,
I (1 -
—/ (1 =p)z"po(de) < ea=5 = Gy,
Un 0 Un

Par le lemme 8, nous avons
CLn+1

— &< 1,

a‘TL

d’ou a,, — 0. Donc pour n assez grand,

1 ré
— [ (1= P)a"po(dx) <e.

Un Jo

15



n—1
§ (1)

13
Il reste & estimer le terme A4,, = /
0 r=0

q(dz) .

Un—1
Un

< 1+e. Il vient :

Soit Ny un entier tel que pour tout n > Ny, 1 — € <
&' ’n*No v
s [T (B o) o
0 r=0 Un

I3 n—1
+ /O > BaTq(da).

r=n—Np+1

13 n—1
o+ [ Btargtan)

r=n—Nop+1 n

Pour n assez grand,

£ n I3 Nop—1
/ > Bgldr) = / "Ny 7 Ba” g(da)
0 r=n—No+1 0 r=0
5N0—1
< gn—No-‘rl/ Z Ba” q(dx)
(U—
< e
De plus, pour z € [0,£] et n > Ny,
kG - Vpp U
S g o 3ty
_ Un . UNy Un
r=n—Np+1 r=n—No+1
T
r=n—No+1
S ]\[0]\4(1_|_‘E)7L—NO€7L—N07

v
ou M = sup UL

1S’H’LSNO UNO
Ainsi, en prenant € tel que (1 + €)€ < 1 et n assez grand,

/E S U
; TJJQ(“?)

r=n—Nop+1 n

IA

13
/ NoM(1 + €)= Nogn=No g(dz)
0

NoM (1 + )~ Nogn—No

<
< e
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De plus,

¢ |n—No v n—No ¢ v
/ Z ( Zfr — 1) Bz"| q(dz) < Z / Z*T — 1‘ Bz"q(dx)
0 r=0 n r=0 n

0

n— N(]

< / 146" — 1) ¢ g(dx)
n—No

< Z [(1+¢€)" —1]8¢"
r=0

< D+ erg—¢
r=0

B 1 1

C1-(14e¢ 1-¢

Finalement, 'inégalité
1 1
A, < — + 2e,

"T1-(14ef 1-¢

vérifiée pour n assez grand, conclut la preuve. Ainsi, (p,) converge en variation
totale vers p sur [0, &]. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la convergence faible de (p,,)
vers p.

Preuve du théoréme 2. L’intervalle [0,1] étant compact, M ([0, 1]), I'ensemble
des mesures de probabilité sur [0, 1] muni de la topologie faible, est compact.
Soit p’ une valeur d’adhérence de (p,,) pour la topologie faible. D’apres le lemme
2, pour tout & < 1, (p,) converge faiblement vers p’ sur [0,¢], donc p’ doit
coincider avec p sur [0,&]. Par conséquent, p’ étant une mesure de probabilité

sur [0, 1],
plaa) = 509 (1 [ B 5 ) = ),

La mesure p est donc I'unique valeur d’adhérence de (p,) pour la topologie
faible. La suite (p,) converge faiblement vers p. O

Ainsi, dans le cas méritocratique, il y a apparition, a la limite, d’un atome a la
valeur maximale de fitness.

7 Aristocratie

Nous étudions maintenant le cas ol la suite (uy,/Up—1)n>1 croit vers un réel
o<1.
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Théoréme 3. Si

Al Q(dm) < ﬂ_l,

1—=x
et si (uy), la suite de renouvellement de (f,) = (B(1 — B)"1u,), vérifie

alors (pyp) converge faiblement vers la mesure

p(dx) = w + <1 -/ ﬁlq(dyy)> 01(dx),

ou 01 désigne la masse de Dirac en 1.
Contrairement aux cas précédents, la mesure limite p dépend de pg, a travers

la renormalisation qui a été effectuée a la section 2. De plus, elle n’est pas
nécessairement absolument continue par rapport a q.

Preuve du théoreme 3. Rappelons que, par hypothese, les supports de pg et ¢
(donc ceux des p,,) sont inclus dans [0, 1], et que max(supp(po) U supp(q)) = 1.

. n
Notant ¢ = lim,, ,.c ——, nous avons
Unp—1

n
fn < anunfr =up < Unv
r=1

donc le support de q est inclus dans [0,0]. En effet, dans le cas contraire, il
existerait 7 €], 1] tel que ¢([n, 1]) > 0, et alors
fn IB /J‘TL B nn

—_ = == -— 1
on l—ﬁU”_l—ﬁonq([m ])m)oo,

ce qui contredirait I'inégalité précédente. Ainsi donc, nous avons

mazx(supp(q)) < maz(supp(po)) = 1.

Les arguments de la section précédente restent valables, a ’exception de la
Un
> a.

preuve de I'inégalité : lim inf
Un—1
Pour la démontrer, nous raisonnons comme suit : soit £ € Ja, 1] ; nous avons
po([€7 1]) >0, et my, > gnpo([€7 1])7

donc

_ n _ n _ n
U > (n—1a S a- (n—1a S a- (n—1)a
Un—1 Un—1 Mp—1 €np0<[€7 H) n—0oo
Il est ainsi établi que, comme précédemment, (p,) converge faiblement vers

p(dz) = w + <1 — /01 5;](_(121)> 01(dx).

— T
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Nous observons ’apparition d’un atome en 1, c’est-a-dire au maximum de fitness
de pg. Il existe une partie de la population, qui perdure, et dont la fitness ne
peut jamais étre atteinte par les individus mutants. Nous nommons donc ce cas
le cas aristocratique.

8 Conclusion

L’étude de ce modele a permis de mettre en évidence une transition de phase.
d
Dans le cas démocratique, c’est-a-dire lorsque 3 fol M > 1, la mutation ’em-
-y
porte sur la sélection : le taux de mutation S est élevé et/ou la mutation produit
des individus de fitness élevée. La distribution limite est alors la distribution ¢
multipliée par une fonction simple. Les cas méritocratique et aristocratique,
d
ceux ou f3 |, 01 M < 1, correspondent quant & eux a une plus forte influence de
la sélection. Dans ces cas, a la limite, on retrouve en-deca de la fitness maximale
une distribution absolument continue par rapport a q; s’y ajoute une catégorie

d’individus de fitness maximale.
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9 Appendice

Lemme 10. Soit u une mesure borélienne finie sur [0,1] et (fn)n>1 la suite de

ses moments. Supposons que

1
E fngli.e./ v
o 1—=x

n>1

p(dr) < 1.

Soit (up)n>0 la suite de renouvellement de (fn)n>1, définie par :

(10)

(11)

Alors il existe une mesure de probabilité borélienne sur [0,1] dont (u,) soit la

suite des moments.

Preuve du lemme 10.

Cas particulier. Traitons d’abord le cas ol p est discrete a support dans

10,1].

Soit k > 1, ay,...,ax des réels positifs non tous nuls, z1,...,z; dans ]0,1[, et

k
W= a;0z., ou §, désigne le Dirac en z. Nous avons donc :
77T
=1

k
Yn>1, f,= Zajx?.
j=1

et la condition (10) se réécrit ici :

(12)

Pour montrer que la suite (u,), définie par (11), est complétement monotone,
nous allons étudier la série génératrice associée. Posons donc, pour z € D(0,1),

U(z) = Z U 2™

n>0

Le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a 1 car pour tout
n > 1,u, <1 (cela se montre par récurrence a partir de (10) et (11)). Il vient :
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Ulz) = 1+Zunz"
n>1
= 1+ Z (Z fru'rL—r) 2"
n>1 \r=1
() (S0,
n>0 n>1
d’on
-1
Uiz)=11- anz"
n>1
De plus,

En définitive,
-1

k
U(z) = 1,§:iiﬂi

Ainsi, U est une fraction rationnelle dont nous nous proposons d’étudier les

poles. Ceux-ci vérifient :
k
1—z;2

j=1

donc en passant a la partie imaginaire,

i ajr;Im((1 —x;2)z) 0
; 1 — ;2 B
Jj=1

i.e.

k
Im@) |\ X = oap | =0
=1 /



i.e. (le deuxiéme facteur étant non nul par hypothese)
Im(z) =0,
donc les péles de U sont réels. De plus, comme les z; sont dans |0, 1],

k

1 a;x;r
=1— E e e
U(r) 1—x;r

j=1

r €] —o0,1] —

est strictement décroissante, et d’apres (12), positive ou nulle en 1, de sorte que
les poles de U sont dans [1, +00].
Montrons enfin que les poles de U sont simples. Soit ¢ un poéle de U. ¢ est un

i 1 e
zéro simple de T e (E)/(O = _22?21 % < 0. ¢ est donc bien un
-1
pole simple de U. De plus, le résidu de U en ( vaut (— 25:1 (1%?02) .
-y
Ainsi, U(z) est de la forme
k
b
> ot
j=1">1
oub; >0, (; >1et f est une fonction entiere. Or
lim f(=) = lim U(z) !
i = 1 )= ————,
z2—r+00 z—r+00 1 + Z?:l aj

donc f est bornée et par le théoreme de Liouville, elle est constante, égale

-1
a (1 +> =1 aj) . En identifiant les coefficients des séries entieres, nous en

déduisons que pour n > 1,

k n
] (1)
"’ ; G \Gi

et que de plus,

Nous observons alors que la suite (uy,)n>0 est la suite des moments de la mesure
de probabilité sur [0, 1] suivante :

p= do + -1,
(14—2] 1%) 0 ZCJ S

ol 6 désigne la masse de Dirac en (.
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Cas général. Considérons p et f = (fn)n>1 comme dans le lemme. En parti-
culier,

1
fu= / 2" u(dz)

d Sl

n>1

et

Nous pouvons supposer sans perte de généralité : p({0}) = 0 et p non nulle.
Nous allons construire pour tout [ > 1 une suite f(l) = ( 7(3))”21 qui soit de la
forme particuliere précédente (c’est-a-dire la suite des moments d’une mesure
discréte sur ]0,1] vérifiant (12)), de sorte que (f());>1 converge simplement vers
f. En notant, pour tout [ > 1, u® = (qu))nZO la suite de renouvellement de
fO et u= (un)n>o0 celle de f, nous aurons que (u(l))lzl converge simplement
vers u. En effet, pour tout n > 1,

n

0 _ O,» - -
Up, Zfr Up_p oo ;frunfr Un -

r=1

Posons donc, pour n > 1etl > 1,

i .
(ll('l):/i(y s }) et:zcgl):%,pouri:O7...,l—17

A

-1
puis 10 = 3" a0,
=1

et montrons que ( 7(ll)) ;1>1 converge simplement vers (fy).
Soit n > 1. Nous avons ’encadrement suivant :

-1 N -1 . n
) i+ 1
.M=EE9Q)Sh§§a9<Z)'
i=0 i=0

D’ou, avec I'inégalité des accroissements finis :

o<n-0 < S [(5) ()]

IA
M
s

~| 3

A
=
k=)
=
T

e}

Il en découle : f,gl) l—> fn-
—00

Vérifions qu’a | > 1 fixé, ( fr(,,l))nzl vérifie bien les conditions particulieres
précédentes.
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%

e La condition (12) est bien vérifiée :

e Les a;’ sont non tous nuls, car p est non nulle.

T 1+1,4
IRC k Z °
aE)xg) _ Zﬂ(]ly l. ])l
i:ll_xz('l) im1 11t
l
1
X
< d
< /Ol_xu( )
= > fn
n>1
< 1

D’apres la premiere partie de la preuve, il existe pour tout [ > 1 une mesure de
probabilité borélienne sur [0, 1], notée p® dont v soit la suite des moments.
Or M([0,1]) est compact pour la topologie faible, donc nous pouvons extraire
de (uM);>1 une sous-suite convergeant faiblement :

Alors, pour tout n >0 :

1 1
Uy = lim u{¢®) = lim 2" @W) (dz) :/ "t (dx),

l—o0 l—o00 J 0

donc (uy)n>0 est la suite des moments de p*. O
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