Corrigé de I’examen du cours d’intégration-probabilités

du 20 Janvier 2014
Durée: 3 heures. Aucun document n’est autorisé.

Question de cours: citer le théoréme de J-P. Portemanteau.

Preuve de cours: énoncer et prouver le lemme de Borel (aussi connu sous le nom de
lemme de Borel-Cantelli deuxiéme forme).

Exercice 1. Soit (§2,.%#,P), un espace de probabilité. Soient X, : Q& — N, n>1, une
suite de v.a. .#-mesurables supposées indépendantes. On suppose que ¢, := P(X,, =
n)=1—-P(X,, =0), pour tout n>1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur
(Gn)n>1 pour que la suite (X,)nen converge en probabilité vers une v.a. réelle que 'on
précisera. Meéme question pour une convergence en norme L'. Méme question pour
une convergence presque stre.

| Solution |

Soit € > 0. Pour tout n > ¢, P(X,, > ¢) = ¢,. On voit donc que lim,, X,, = 0 en
probabilité ssi lim,, ¢, = 0. Par ailleurs la v.a. nulle est la seule v.a. limite en probabilité
possible: supposons que lim, X,, = X, avec X : Q — R, %-mesurable. En sous-
extrayant une suite qui converge p.s. vers X, on voit que p.s. X = 0 nécessairement.

Si X, converge pour la norme L' vers une variable réelle, elle converge en probabilité
et c’est nécessairement vers 0. Or || X, |1 = E[X,] = ng,. Donc si (X,,) converge dans
L', c’est vers 0 et on a lim,, ng, = 0. La réciproque est immédiate.

Si X, converge p.s. vers une variable réelle, elle converge en probabilité et c’est
nécessairement vers 0. Supposons Y ¢, < 0o. Donc > (P(X, # 0) < co. Le
lemme de Borel-Cantelli implique que p.s. pour tout n assez grand X, = 0 et donc
lim, X,, = 0 presque surement. Supposons que ) ¢, = 00. Le lemme de Borel
implique que p.s. X;,, = n pour une infinité de n; par conséquent p.s. limsup,, X,, = oo
et donc (X,,) ne converge pas vers une variable réelle.

Exercice II. Soit (Q2,.7,P), un espace de probabilité. Soit X : Q@ — R, une v.a. %#-
mesurable. On note y sa loi. Soit f : R, — R, une fonction croissante C! telle que

£(0) =0
1) Calculer [° f'(2)u(]z, ool)dx.

| Solution |

Par Fubini positif,

/000 f(@)pu(z,c0))de = /Ooo dz f'(x) /R+ 1(dy) Lyysay = /]R+ 1u(dy) /OOO dz f'(2) 1y
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2) Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles positives .#-mesurables qui converge en loi
vers X. Montrer que E[f(X)] < liminf, E[f(X,)].

| Solution |

On note pu, la loi de X,,. La question précédente appliquée a X,, et u,, et Fatou
impliquent que

n—oo n—oo

liminf E[f(X,, —hmmf/ I (2)pn (|, 00 dw>/ f(z hmmf,un(]x ool)dx .

Le théoréme de Portemanteau implique ensuite que liminf,, . i, (]2, 00[) > p(]z, 0o|).
Par conséquent,

lim inf B[ f / F/(2) lim inf 1, ( :c,oo[)d:c2/Ooof’(x)u(]x,oo[)da::E[f(X)].

n—0o0 n—oo

Exercice III. Soit (£2,.%#,P), un espace de probabilité. Soit (X,,),>1 une suite de
v.a. réelles .#-mesurables convergeant en loi vers une v.a. uniforme sur [0,1]. Soit
(Y,,)n>1 une suite de v.a. réelles .#-mesurables convergeant en probabilité vers 0. Mon-
trer que lim, P(X,, <Y,,) =0.

’ Solution \

Soit € €]0,1]. On observe que
P(X, <Y,) =P(c < X, < Y,) + P(X, < &: X, < Y,)) < P(|Y,| > 2) + P(X, <¢) .

La convergence en loi des X,, vers une variable uniforme X sur [0, 1] (de loi diffuse)
entraine que lim, P(X, < ¢) = P(X < ¢) = . La convergence en probabilité des
Y, vers 0 implique que lim, P(|Y,| > ¢) = 0. Donc limsup, P(X,, < Y,) < ¢, ce qui
implique le résultat voulu car € peut-étre arbitrairement petit.

Exercice IV. Soit (2,.%,P), un espace de probabilité. Soit X, une v.a. réelle .Z#-
mesurable telle que E[X]| = 0 et de variance 1. Soit Y, v.a. réelle .#-mesurable in-
dépendante de X et de méme loi. On suppose que \/LE(X +Y) a méme loi que X.
Trouver explicitement la loi de X (Indication: se donner X, ..., Xon, v.a. indépen-
dantes et de méme loi que X, et penser au théoréme central-limite).

| Solution |
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On montre par récurrence sur n que si Xi,..., X9 sont v.a. indépendantes et de

méme loi que X, alors
X1++X2n (121)

p— . *
VT ()
Cette propriété est vraie pour n = 1: c’est 'hypothése. On la suppose vraie pour

n. Soient Yi,...,Yon+1, v.a. indépendantes et de méme loi que X. Pour tout k €
{1,...,2"}, on pose X; = \%(sz,l + Yor). L’hypothése de l'exercice implique que

Xk a méme loi que X. Par ailleurs, on note .%#; = o(Yox_1, Yar). Par indépendance
par paquets, les tribus %1, ..., .%o sont indépendantes. Comme X, est .%,-mesurable,
0(Xk) C Z et on en déduit que les tribus o(X7),...,0(Xan) sont également indépen-
dantes, c’est-a-dire que Xi, ..., Xo» sont indépendantes. On applique 'hypothése de

récurrence et
}/1++Y2n+1 o X1+...+X2n (10i)

= X’
1/2n+1 \/2_n

ce qui montre la propriété (*)
On se donne une suite (X,),>; de v.a. indépendantes de méme loi que X. Le

théoreme central-limite implique que \%(Xl + ...+ X,) = N(0,1) en loi et donc

27"2(X, + ...+ Xon) — N(0,1) en loi. Or par (x) laloi de 272(X; +... 4+ Xon) est
constante: c’est la loi de X. Par conséquent X ~ N (0,1).

Exercice V. Les v.a. de l'exercice sont définies sur l'espace de probabilité (€2, .7, P).
1) Soit (E, &), un espace mesurable tel que la diagonale A={(z,x); x € E'} appartienne
a &RE. Soient X et YV:Q— E, deux v.a. (%, &)-mesurables de lois respectives p et v.
1-a) Montrer que {X =Y} € Z.

| Solution |

Soient A, B € &. On remarque que {(X,Y) € Ax B} ={X € A}n{Y € B} € #.
Comme & ® & est engendré par les ensembles produits A x B, A, B € &, on en déduit
que (X,Y):Q — E x Eest (#,8 ® &)-mesurable. On remarque alors que

(X=Y}={(X,Y)eAle 7.

1-b) On suppose X et Y indépendantes et u diffuse. Montrer que P(X =Y) = 0.

| Solution |

La loi de (X,Y) est p®@v car X et Y sont indépendantes; par le théoréme de transfert
et la question précédente.

P(X=Y)=P((X,Y)eA)=pov(A).



On note A; ={z € E: (z,y) € A} la seconde section de A en y € E. Clairement
A? = {y}. Par Fubini,

u®V(A)=/

E

v(dy) p(A2) = /E v(dy) p({y}) = 0.

car y est supposée diffuse, ce qui permet de conclure.

2) Soit x = (z1,...,%,) € R on note 2™ < ... < 2{” le réarrangement croissant
des réels xy,...,z, et on pose A, i(x) = x,(c"). On fixe y € R et on pose f(x) =

> i<k<n Lj—ooy)(z1). Montrer que f : R™ — R est mesurable. Exprimer {A,; < y} a
I'aide de f. En déduire que A, ; : R — R est mesurable.

| Solution |

La fonction 1j_o 4 : R = R est (B(R), Z(R))-mesurable car c’est la fonction indi-
catrice d'un Borélien. La k-iéme projection canonique 7y, : (z1,...,2,) € R" — x4 est
continue donc (#(R"), Z(R))-mesurable. Par composition d’applications mesurables,
1)_ oy o est (B(R™), Z(R))-mesurable et donc

f: Z 1}_0072’,}071']g

1<k<n

est (B(R"), Z(R))-mesurable, car somme de fonctions mesurables. On vérifie que
A i(x) < yssi f(x) > k. Donc {A,x <y} ={f >k} € B(R"). Donc pour tout
yeR, {A,x <y} € B(R"), ce qui montre la mesurabilité de A, .

3) Soit (Uy,)n>1, une suite de v.a. réelles .#-mesurables indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0, 1]. Pour tous 1 <k <mn, on pose U,E,n) =Nk ((Up,...,Uy)). Pour tout
y€10,1[, on pose Ny(y) = > 1< Lo (Ur)-

3—a) Justifier que U,g") est une v.a. .#-mesurable ainsi que la v.a. N,(y). Quelle est la
loi de N, (y). Calculer E[N,(y)] et var(N,(y)) en fonction de n et y. Justifier que la
suite (2N, (y))n>1 converge p.s. vers une v.a. limite que I'on précisera.

’ Solution \

Il est clair que (Uy,...,U,) : Q — R™ est (F, Z(R"))-mesurable (cours, ou on
raisonne comme au 1-a)). Par la question précédente U, ,5”) est donc .#-mesurable ainsi
que Ny(y) = f((Ur,...,Uy,)). On pose & = 1j9,(Ux). Les (& )r>1 sont des v.a. de
Bernoulli indépendantes de paramétres y et N,(y) = & + ... + &, suit donc une loi
binomiale (n,y). On a donc E[N,(y)] = ny et var(N,(y)) = ny(1 —y) (des détails des
calculs sont attendus). La loi des grands nombres implique que p.s. lim,, %Nn(y) = 1.
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3—b) Soit €0, 1 et soit (ky),>1, une suite d’entiers tels lim,, k,/n = x. Montrer que
p.s. lim,, U,g R (Indication penser & exprimer un événement du type {U,g") <y} a
laide de N, ( ).)

’ Solution ‘

Soit y > . Comme p.s. lim, =N, (y) = y, on a p.s. N,(y) > k, pour tout n assez
grand et donc p.s. U,g:) < y pour tout n assez grand. On en déduit que pour tout
y €]z, 1], p.s. limsup,, U,g:) < y. Soit 0 < z < z. Comme p.s. lim,, %Nn(z) =z, 0n a
p.s. Ny(2) < k, pour tout n assez grand et donc p.s. U,g:) > z pour tout n assez grand.
On en déduit que pour tout z €]0, z[, p.s. liminf, U,E,:) > z. Pour tout p € N, on pose

Ay, = {x—2 P <11m1nfU( ™) <11msupU ") < g 427 p}

n—oo n—oo

On a montré que P(A4,) = 1. On pose A = (1 yA,. Alors P(A) =1 et sur 4, on a

bien lim,, U. ,i:) = .

4) On fixe n > 1. On note S, le groupe des permutations de {1,...,n}. Pour tout
Y €Sy, on pose Oy ={(z1,...,2,) ER" : 2y1) <...<Ty(n }; on pose aussi O=J, 5 O
4—a) Montrer que p.s. (Uy,...,U,) € O et calculer P((Ul,...U ) € O,), pour tout
YES,.

’ Solution \

Par la question 1-b), P(U, = Uy) = 0. Donc
P((Uh,....U,)¢0) =P <k<(<n:Upy=U)< > PU=U)=0.
1<k<t<n
Donc p.s. (Uy,...,U,)€0. Soit y€S,. On remarque que U,-1¢),...,U,-1(,) sont des
v.a. indépendantes uniformes sur [0, 1] et donc

loi
(U»y—l(l), .. .,U,y—l(n)) = (Ul, .. 7Un) .

Donc
P((Ul, ce Un) EO,Y) = P((U,y—l(l), e U,y—1(n)) EO,Y) .

Par ailleurs {U,-1(1y,...,Uy-1))} € Oy} = {Us < ... < U,}, donc P((Uy,...U,) €
O,) =P(U;<...<U,), qui ne dépend pas de 7. On a donc

1=P(Uy,...,U, = P((Uh,...U,)€0,) =nlP(U1<...<U,).

YESK



On en déduit

4-b) Montrer qu’il existe une permutation aléatoire o : 2 — S,, .F-mesurable telle
que p.s. Ugpy = U,En), pour tout k € {1,...,n}. Montrer que pour tout v € S,,
P(o=7v)=1/n! et que o est indépendante de (U,g”))lgkgn. Montrer de plus que pour
toute fonction mesurable A : R™” — R,

E[h(Ul(n),...,Ufln))] :n!/ hzy,...,z,)dzy ... dz, .

{0<z1<...<zn<l}

| Solution |

Pour tout v €S, on pose A, = {(Uy,...,U,) € Oy} et N ={(U;...,U,) ¢ O}.
OnaP(N)=0et Q=NU{, g A, Pourtout w € A, on pose o(w) = 7 et pour
tout w € N, on pose o(w) = Id. On vérifie que o : Q@ — S, est une permutation
aléatoire .#-mesurable et que sur Q\N, on a Uyn) < ... < Ug(y), ce qui montre que

p.s. pour tout k€{1,...,n}, U,in) = Us(ry- De plus p.s. 1{g—y} = 14 et donc
VyeS,, Plo=7v)=PA,)=P(U,...,U, €0,) =1/n!,

par la question précédente.
Soit h : R™ — R, une fonction mesurable, soit g : S,, = R,. On a

ERU",....UM)g0)] = Y ERU",...,UM)g(0)14]

YESn
= D 9MERUM, . UM ]
YESn
= Z g(f}/)E [h(U"/(l)7 st U’y(n))1{U.Y(1)<...<U7(n)}}
V€S
= Z g(V)E[h(Ula SRR Un)l{U1<...<Un}} )
YESn
car le vecteur (Uyn), ..., Uym)) a méme loi que (Uy,...,U,). On en déduit
n n 1
EnU",....UM)g(0)] = nBRU,... .Ul <.cvy] —9(7)
YES

= nlE[h(U,...,U) 1< <vn]Elg(a)]:

En prenant g constante a 1, cela montre par le théoréme de transfert que

E[hUM™, ..., UM)] = nE[RU,...,U) @< <v]

n
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= n!/ Mz, ... xy)dey ... dz, .
{0

<z1<..<zp<l}

Cela montre aussi que
E[h(U",....U")g(e)] = B[L(U",....U")]E[g(e)]
ce qui implique que o est indépendante de (U, én)>1§k§n.

5) Montrer que U,gn) admet une densité notée g, i que I'on calculera explicitement.

| Solution |

Soit h : R, — R, , une fonction mesurable. Par Fubini et la question précédente, on a

E[h(U™)] = n! /[071] dyh(y)(/{ dxl...dxk_1></{y driss - dey)

0<z1<...<wK—1<Yy} <Tp41<...<zxp<1}

Par un changement de variable linéaire et par ce qui précéde

/ dey ... dey_y, = y*! / dzy...dzp_q
{0<z1 <. <xp 1 <y} {021 < <21 <1}

= y"IPU <. <Upy) =

yk—l

=

En posant y, = xx1¢ — y et en faisant un changement de variable linéaire on a aussi

/ drgiq...dz, = / dyy ... dyn_s
{y<zpi1<...<zn<1} {0<y1 <. <Yn—k<1l—y}

= (1- y)”k/{ dzy ... dz,_y,

0<z1<..<zp_ <1}

(=)™

= (1—y)""PU <...<U,4) = (n—k)!

Donc finalement,

n! k—1 n—k
BIUC)) = G/, Mo o=

[0,1]

n

h(y)k(k> y* (1) dy

La v.a. U ,gn) admet donc la densité

gnk(y) = L1 (y)k (Z) g1 —y)n R

6) On pose X,, = \/ﬁ(Uﬁﬁﬂ) — 1). Montrer que la suite (X,),>1 converge en loi vers
une limite que l'on précisera. (Rappel de la formule de Stirling: n! ~ /2wn(n/e)™)
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| Solution |

Par la question précédente

E[h(X,)] = /01 h(n'(y=1/2))gant1n1(y)dy = n~ /> /_ﬁz h($)92n+1,n+1(%+n_1/2$) dz .

On pose

) = 7 s () =3 ) () (e (o
= n Y2 (n+ 1)—752(21:: 3!2_2"@ — n_14x2)n =n"V2(2n + 1)%2_2”(1 — n_14:172)n

Par Stirling
(2 ) 2n _ 2

lim n~Y2(2n +1)

De plus log(1 — y) < —y, on en déduit que (1 — n*14x2)n < exp(—42?). De plus
lim,, (1 —n~'42?)" = exp(—42?). Soit h: Ry — R, mesurable bornée. On pose

C =supn?(2n + 1)(2 n)!

en ()2 M <oo et ga(r) =11 ympvme (@)h(@)an(@)

On a

2
Vr € R, lim g,(2) = —=exp(—42®)h(z) et |g.(2)| < C||h| s exp(—42?) .
n—oo

VT

Comme z +— exp(—4z?) est Lebesgue intégrable sur R, le théoréme de convergence
dominée implique

Tim E[h(X,)] = lim Rgn \/—/

et done X,, = N(0, 3) en loi.

r) exp(—4x?) dx .

Exercice VI. Soit ¢ : [0,1[— [0, 1], donnée par ¢(x) = 2z modulo 1. On note ¢ la
mesure de Lebesgue restreinte a [0, 1[.
1) Montrer que ¢ est p-invariante.

’ Solution ‘

Soit z € [0,1]. On pose A = [0,z[ et ¢ '(A) = BUC ou

B={yec[0,1[:0<2y <z} =1[0,2/2] et C={ye[0,1]: 0 <2y— 1<x}—[ (1+x)[
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Les intervalles B et C' sont disjoints et £(B)+£(C') = z. Donc £(o([0,z[)) = £([0, z[),
z € 1[0,1[. On pose P = {[0,z[; x € [0,1[}. Tl est clair que P est un pi-systéme générant
A([0,1]); puisque £ et £o ™! coincident sur P, le théoréme d’unicité du prolongement
des mesures (dans le cas fini) implique que £ = £ o 1.

2) Soit A € A([0,1]) tel que A = ¢p~*(A). On note f : R — R, l'unique fonction
1-périodique telle que f = 14 sur [0, 1]. Pour tout n€Z, on note ¢,(f) son coefficient
de Fourier. Montrer que ¢o,(f) = ¢,(f). En déduire que ¢(A) = 0 ou 1. (Indication:
on pourra utiliser l'injectivité des coefficients de Fourier sur L' ([0, 1], A([0,1[), ¢).)

| Solution |

Comme A = ¢~ 1(A), et puisque f est 1-périodique

VeeR, [f(x)=flp(r))=f(2z).

Soit n € Z,

1

1
CQn(f) — /(; e—2i7r2nxf(x)dx — e—2i772na:f(2x)dx

S—

= 3 [ e =g (e + [ s
= 2 (elh) tenlD) =ealh)

On en déduit que pour tout k& € N, ¢,(f) = cpax(f). Si n # 0, Riemann-Lebesgue
implique que limy ¢,9:(f) = 0. On en déduit que ¢,(f) = 0 si n # 0. Par ailleurs
co(f) = C(A). On voit donc que f est (-p.p. une fonction constante a ¢(A), par
injectivité L' des coefficients de Fourier. Donc, ¢-p.p. 14 = £(A), ce qui implique que
(A)=0ou 1.

3) Pour tout n € N, on note ¢°" la n-iéme itérée de ¢. On note E l’ensemble des
z €10, 1] tel que la suite (¢°"(z)),>1 n’est pas dense dans [0, 1]. Montrer que ¢(E) =0
mais que I’adhérence de E est [0, 1].

’ Solution ‘

La question précédente montre que ¢ est ¢-ergodique. Le théoréme ergodique de
Birkhoff implique que pour toute fonction f € L' ([0, 1[, Z([0, 1]), £),

1
pour {-presque tout z € [0,1[, lim — Z [ (z) = fde.
T e [0.1]



On en déduit que pour f-presque tout x € [0, 1],

Va,be QN[0,1]: a < b, nh_)n;()n#{ke{o ;n—1}: o*(z)€la,b] } =b—a.
On en déduit qu'il existe A€ ([0, 1]) tel que ¢(A) =1 et pour tout z € A la suite est
(©°™(x))n>1 est dense dans [0, 1], ce qui montre que E C [0, 1[\ A4, ce qui montre que F
est f-négligeable.

On peut également raisonner en utilisant le théoréme de récurrence de Poincaré
pour tout intervalle ]a, b|.

Il existe ensuite des points d’orbite périodique: supposons que ¢°*(z) = z. Il
existe donc k € N tel que 2"z = k + z et donc = = k/(2" — 1). Réciproquement,
soit k€{0,...,2" — 2}, on pose z = k/(2" — 1) € [0,1[. On a 2"z = k + z, et donc
©°"(x) = x. On note P l’ensemble des points d’orbites périodiques. On a montré que
I'adhérence de P est [0, 1], d’autre part P C F, ce qui montre que I'adhérence de F
est [0, 1].

On peut également voir que les points diadiques sont d’orbite finie.

Exercice VI. Soit p€ |1, 00[. On note ¢ 'exposant conjugué de p. Pour simplifier, on
note I Iespace vectoriel réel L (]0, oo, Z(]0, 00[), £) qui est muni de la norme usuelle

I-{lp-

1) Soit fe€L’. Pour tout = €]0, 00, on pose Tf(z) = * =2 Jouy [ . Montrer que
T f(z) est bien définie. Montrer que z — T'f(x) est mesurable

| Solution |

On montre d’abord que pour tout z > 0, f[o . f dl est bien définie. Pour cela on

remarque que |1/ = 2% < 0o. Par Holder, 1jo4 f est intégrable, ce qui montre que
T f(z) est bien définie pour tout z > 0. On note f, et f_ les parties positive et négative
de f; T'f,(z) et bien définie et x +— f f+ dl est croissante, donc c¢’est une fonction

Borel-mesurable. De méme pour x — f[o . /= dl. On en déduit que x — f f dl est la
différence de deux fonctions Borel-mesurables, donc elle-méme Borel—mesurable ce qui
implique que x — T'f(x) est Borel-mesurable, comme produit que deux applications
Borel-mesurables (en effet # — 1/x est Borel-mesurable sur |0, co], car continue).

2) Soit fel’. Soit 0 <a<1/q. En remarquant que 27 f(z) = f[o o F W)y y= Udy),

1 P . .
b < m” flP. Montrer que T" est un endomorphisme continu

de I dont la norme est inférieure a p/(p — 1).

montrer que [|[Tf||2 <

| Solution |

Par Holder on a

Tf(z)] < x1</[07x] |f(y)|pyapdy)1/p(/[07x} y*aq> 1/q
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l/p xl/q_a

= (1wl
x y)ry ay

[0,2] (1 —ag)t/

xil/pfa o 1/p
- / wryy)
0,z

(1= aq) 7

On a utilisé le fait que ag < 1, qui implique que y~*? est Lebesgue intégrable au
voisinage de 0. On a également utilisé le fait que 1/p =1—1/q. on a donc

—1l—ap

TP < =

p Oépd
S T agr /[O’z]lf(y)l y*Pdy

En utilisant Fubini, on en déduit que

x—l—ocp
o= [ < [ artes [Py
R R [0,2]

—ag)P~!

1 fe) —1l—«
= W/R@V(yﬂpy p/Rf ' "liy<ay

- : / dy| f (y)lpy“p—y_ap
(1—ag)r~t Jg ap
1

— P
e

On pose ¢(a) = (ap)~(1 — ap)~®=Y | pour tout a €]0,1/q[ et on pose 1) = —log ¢.
On cherche & minimiser ¢ et donc & maximiser v». On remarque que

() =loga+ (p—1)log(l — aq) +logp .

Donc . ( 0 .
o) = — 4P —2) = P
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car p = ¢(p —1). De plus limg; ¢ = oo, limy /4 9" = —o0 et ¥’ n’a qu'un seul zéro sur

10,1/q[ qui est oy = 1/(p + q). On en déduit que
| = =GR
min ¢ = ¢(ag) = (——) = (——) .
min 6 = 6(ao) = (- .

Donc »
1Tl < E”f”p

et opérateur T': I — L est continu de norme inférieure ou égale a p%l.
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