Correction du partiel du cours d’intégration-probabilités

Le 25 Novembre 2013
Durée: 3 heures. Aucun document n’est autorisé.

Question de cours. Citer le lemme de Fatou et théoréme de convergence dominée.
Prouver le théoréme de convergence dominée a partir du lemme de Fatou.

Exercice I. Les questions suivantes sont indépendantes.

1) Etudier la limite éventuelle de la suite (wy,),en, donnée par

Wy, = / —81n(7ra:+)2 dz .
R, 1+ 2"

| Solution |

On pose f,(z) = sin(rz)/(1 4+ 2""?), x€R,. On remarque que

1

VeeRy, VneN, 0<|fu(z)] < 1poy(x) + 1]1,00[(96)m =: g(z) .

On vérifie que g est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, . De plus,
pour tout z€R,, lim, f,(z) = f(z) ou

f(z) =sin(rz) si x e [0,1], f(l):%sin(w) et f(x)=0siz>1.

Le théoreme de convergence dominée implique alors que

n—oo

2
lim w,, = / sin(mzx) de = — .
T

2) Soient a,b €10, 00[. Justifier 'égalité suivante:

e % 1
/]é),oo[ 1— e—bx X Z (Cl + bn)Z

n>0

| Solution |

a+bn

Pour tout z€]0, 00 et tout n € N, on pose f,(x) = e~ (@7 On a clairement

VSCG]0,00[, %:an(x)

neN



Comme il s’agit de fonctions positives, mesurables car continues sur |0, co; 'interversion
série/intégrale positive implique que

/ [1_ebz n%

Par un changement de variable linéaire,

1
fnxdx:—/ xe “dx .
10,00] (@) (@ +0n)* Jioof

Une intégration par partie implique que f]o o re ¥ dx =1, ce qui permet de conclure.

3) Soient a,b €10, 00| tels que a < b. Justifier 'existence de l'intégrale

—at __ _—bt
/ et e
10,00] t

Représenter cette intégrale comme une intégrale double et la calculer explicitement en
fonction de a et de b (justifier soigneusement sa réponse).

| Solution |

La fonction ¢ €0, 0o[ — ¢! (e‘“t — e_bt) est continue positive, donc mesurable positive

et 'intégrale
—at __ ,—bt
I / e e
10.00[ t

est donc bien définie. On remarque ensuite que
efat - efbt
Vte]0,00[, —— :/ e " du .
[a,b]

On pose f : (t,u) €]0, 0o X[a, b] — e~™. Cest une fonction continue donc (10, oo ®|a, b])-
mesurable. Le théoréme de Fubini positif s’applique et on a

I = /]0700[ </[a’b] e tu du) dt = /[a’b] </}0’oo[e_t“ dt) du

d
= / 4 = loga — logb .
[ab)

Exercice II. On note ¢ la mesure de Lebesgue sur R. Soit h € £*(R, #B(R),¢). On
rappelle que pour tout € >0, il existe ¢ : R — R qui est C*° a support compact telle
que [, |h—|dl <e.




1) Soit f e LY (R, B(R),{). Soit (¢n)nen est une suite réelle bornée et soit (wy,)nen
une suite réelle telle que lim,, w,, = co. Montrer que

lim f( ) cos(wn + @) €(dx) = 0.

n—oo

| Solution |

Soit €>0 et soit ¢ : R — R, C™ a support compact telle que [, |f —1[dl < e. Pour
tout n€N, on pose

In:/f(x) cos(wpx + ¢,) £(dz) et Jn:/¢(x) cos(wy + ¢p) (dx) .
R R
Alors

J|</{f ‘coswnx—l—gon |de /|f Y| dl <e.

On observe ensuite que pour tout z €R et tout neN,

() cos(n + ) + 0 (@)sinnz + ) = (0@ sinws + 00)

n

On choisit a >0 tel que le support de 9 soit contenu dans | —a,a[. On en déduit donc
que

Iy = Y(z) cos(wnx + p) U(dx) = L Y (x) sin(wpx + ,) £(dx) .

[7040'] (.Un [761,0,]

Donc |J,,| < 2al[t)’||so/wn. On a donc

2|9l

n

|In| §€+

Donc pour tout €>0, limsup,, |I,,| < €, ce qui implique que lim,, I,, = 0.

2) Soient (an)nen €t (bn)nen, deux suites réelles. Pour tout x € R et tout n € N, on
pose fn(z) = a,sin(2mnx) + b, cos(2rnz). On fait 'hypothése suivante:

JAe BR) : ((A)>0 et Ve A lim f,(z)=0.

On pose p, = /a2 + b2, n € N. Montrer qu’il existe ¢, € [0,2n], tel que f,(z) =
pn cOS(2TnT + p,,), pour tout x € R.

| Solution |

3



Si p, = 0, cela est évident. On suppose p, >0. Comme

<_an/Pn)2 + (bn/pn)2 =1.

Le point (b, /pn, —an/pn) est sur le cercle unité du plan: il existe donc ¢, € [0, 27] tel
que —ay,/p, = sinp, et b,/p, = cosp,. Cela découle de la définition des fonctions
trigonométriques. On a donc

1
— fu(x) = cos(2mnz) cos(p,) — sin(2mnz) sin(p,) = cos(2mnx + ¢,) .
Pn

3) On pose g = sup,, |fn|. Pour tout peN, on pose 4, = [—p,p|NAN{g < p}. Montrer
quil existe pg> 1tel que 0<l(A,,) <oo. En déduire que lim, pr f2dl = 0.
0

| Solution |

Soit x € A. Comme lim,, f(x) =0, on a g(z) < co. Donc pour tout p > g(x) V |z|, on
ax € A, On en déduit donc que UpeN A, =A. De plus A,C A1, donc

((A) = lim ((4,).

Puisque ¢(A) > 0, il existe donc py tel que ¢(A,) > 0. On remarque ensuite que
A,y C [—po, pol, donc ¢(A,,) < 2py et on a bien 0</l(A,,) <oo.

On remarque ensuite que pour tout n€N, 0 <14, 2 <pi Ay, = h. Comme h est
Lebesgue intégrable (car [, [h|dl = [, hdl = pil(A,,) < 00), et comme lim,, 14, f7 =
0, puisque A,, C A, le théoréme de convergence dominée implique que

lim frdl=Tlim [ 1a, fidl=0.
R

n—oo [ 4 n—oo
PO

4) Montrer que lim,, pr (14 cos(4mnz + 2¢,)) (dx) = ((Ap,).

| Solution |

On a

/A (1 + cos(4mnz + 2¢,)) (dz) = ((A,,) + /R 14, (z) cos(dmnz + 2¢,) £(dz) .

PO

On peut appliquer le 1) a la fonction f =1 Ap,» car elle est Lebesgue intégrable et cela
permet de conclure.

5) On rappelle que cos(260) = 2 cos?(f) — 1. Déduire du 3) et du 4) que lim,, ., p2 =0
et donc que lim,, a,, = lim, b, = 0.



| Solution |

/ FRde = % / (1 + cos(4dmnx + QSOn)) {(dz) .

Le 4) implique P'existence de ng €N tel que pour tout n>ng, on ait

fRde> Lp2e(A,,) .

Apg

Par le 3), lim,, [, f2dl =0, et puisque {(Ap,) >0, on en déduit que lim, p? = 0, ce
PO

qui implique évidemment lim,, a,, = lim,, b, = 0, car |a,| V |b,| < pn-

Exercice III. Soit (E,d), un espace métrique séparable. On note Z(F) la tribu
Borélienne. Pour tout x € E et tout réel >0, on note B(x,r) = {y€E : d(z,y)<r}
la boule ouverte de centre z et de rayon r. Une mesure positive p : ZB(E) — [0, 0o] est
dite uniformément répartie si elle satisfait la condition suivante:

Vo,y € B, Vr>0, O<u(B(x,7“)) :u(B(y,r)) < 00.

On fixe p et v, deux mesures uniformément réparties. Pour tout r > 0, on pose
g(r) = u(B(z,7)) et h(r) = v(B(z,r)). Dans ce qui suit U désigne un ouvert non-vide
de E.

1) Montrer que {(z,y) € Ex U : d(z,y) < r} € B(E)®%(E). Expliquer pourquoi
t€E — v(UNB(z,r)) est B(E)-mesurable.

| Solution |

La fonctio distance d : £ x ' — R, est continue pour la topologie produit sur £ x E.
Donc O := {(z,y) € Ex U : d(z,y) < r} est un ouvert de la topologie produit sur
ExE. C’est donc un Borélien de cet espace. Comme (FE, d) est un métrique séparable,
un théoréeme du cours permet d’affirmer que B(Ex E) = B(E)®%(F). On a donc
OcAB(E)2AB(FE). On remarque que la premiére section en = de O est

Ol={yeE:(x,y) €0} =UNB(z,r).

Le théoréme d’existence de la mesure produit (ou Fubini positif appliqué a la fonction
1) permet d’affirmer d’une part que Ol € B(F) (mais c’est évident ici) et que x
v(0}) est Z(E)-mesurable, ce qui est bien le résultat désiré.

2) Montrer [, v(U N B(xz,r)) p(dz) = [, n(U N B(y,r))v(dy). Indication: on peut
montrer que ces intégrales valent p @ v(V'), pour un certain sous-ensemble V' de EXE,
différent de celui du 1).



| Solution |

On pose V := {(m, y)eUXU :d(x,y) < 7‘} qui est un ouvert de topologie produit sur
ExFE, donc dans B(E)®A(E) (on raisonne comme a la question précédente). Pour
tous z,yeU,

Vi={yeE:(x,y) eV} =UnB(x,r) et Vi ={axeE:(x,y)eV}=UnNBy,r).

Siz ¢ U,V =0etsiy¢U, V=0 Le théoréme de Fubini implique alors que

pvV)= /El/(Vxl) p(dr) = / v(UNB(z,r)) p(dz) .

U

De méme
pev(V)= fEu(V;f) v(dy) = /UM(UHB(y,T)) v(dy) .
Finalement,

/UV(U N B(z,r)) p(dz) = / 1w(U N B(y,r)) v(dy) .

U

3) On suppose que v(U) < oo. Montrer que p(U) = [, (lim, o4+ ﬁl/(UﬂB(aﬁ, 7)) p(dz).
A T'aide du 2), en déduire que

) < (1t 550

’ Solution \

Pour tout z €U, il existe 79> 0 tel que pour tout r<rq, B(z,r) C U et donc

1 1
mv(UﬂB(m,T)) = WV(B(:L’,T)) =1.

On a donc bien p(U) = [, (lim,_o4 ﬁu(UﬂB(w, r))) p(dz). Par Fatou on en déduit

p(U) < lirrgoifrlf%/UV(U N B(z,r)) p(dx) .

La question 2) implique

uU) < nggggf% / u(U 0 By, 1) v(dy)

/U w(U 0 Bly, ) vldy) < / w(By, 7)) v(dy) = g(r)u(U) .

U

6



Comme v(U) < oo, on a donc

) ()

4) Montrer qu'’il existe un réel ¢>0 tel que pu = cv.

Solution ‘

c= hmlnf 9(r) et d=limsup=—=.

On suppose que pu(U) <oo et que v(U) <oo. On pose
g(r)
r—0+ h(r) rot h(r)

La question 3) implique que ¢ > 0 car U est non-vide et donc p(U) >0 et car on a
supposé que v(U) < oo. En interchangeant le role de p et de v, le raisonnement de la
question 3) implique également que

h(r)

)< (imir S

Or 1/d = liminfy, h/g et I'inégalité précédente entraine que 1/d >0, ce qui implique
que 0<c<d<oo. On a donc montré que

p(U) < ev(U) < Sp(U) < p(v)

Comme on a supposé que u(U) < oo, on a donc u(U) = cz/( ). Cette égalité est valable
pour tout tout ouvert U tel que ,u(U )<oo et v(U)<oo. Soit V', un ouvert quelconque
de E. On fixe xz € E. Alors, pour tout n € N,

(VN B(z,n)) <p(Bz,n)) <oco et v(VNB(z,n)) <v(Bz,n)) <oo.
Donc pour tout n € N,
w(V N B(z,n)) =cv(VNB(z,n)) .

Or
(V) = lim p(VNB(z,n)) et v(V)= nll_{rolo v(V N B(z,n)) .

n—oo
Donc (V) = cv(V). Les mesures p et cv coincident sur le pi-systéme des ouverts de £
et le raisonnement précédent permet d’appliquer le théoréme d’unicité du prolongement
des mesures et de conclure que p = cv.

5) On munit R” de la norme Euclidienne canonique |[|-||. On note la sphére unité par
S ={zeR":|jz|| =1}. On note #(S) la tribu Borélienne de S. Soit 11 : B(S) — Ry,
une mesure positive finie telle que pour toute matrice orthogonale M et tout Borélien
B de S, on ait u(B) = u(M(B)). Montrer que u est un multiple de la mesure de
surface de S.



| Solution |

Si 1 est la mesure nulle, le résultat est évident. On suppose p non-nulle. On munit S
de la distance induite par la norme Euclidienne: pour tous z,y € S, d(x,y) = ||lx —y||.
Alors, (5, d) est un espace métrique compact, donc séparable.

Soient z,y € S. Il existe une matrice orthogonale M telle que M.x = y. Il est clair
que M (B(z,r)) = B(y,r). Donc

Ve, y € S, Vr>0, M(B(x,r)) = u(B(y,r)) < 0

Pour appliquer les questions précédentes, on montre ensuite que ,u(B (x, 7“)) > (), pour
tout r >0 et tout z € S: en effet, comme u est supposée non-nulle, x(S) > 0; on fixe
r>0; S peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon r: elles ne
peuvent pas étre toutes pu-négligeables.

On a donc montré que p est uniformément répartie. Il est clair que c’est le cas de
la mesure de surface. On applique les résultats des questions 1) & 4) pour conclure.

Exercice IV. Soit p : B(R) — [0,1], une mesure de probabilité, c’est-a-dire que
#(R) = 1. On note /i sa transformée de Fourier: pour tout u€R, fi(u)= [, €™ u(dzx).
On suppose qu’il existe v#0 tel que |(v)| = 1. Montrer qu’il existe a,b€ R tels que
p(R\A) =0, 0u A = {ak+0b; keZ}.

| Solution |

Il existe w R, tel que fi(v) = ™. On donc

1=qi(v)e ™ = /ei(“x_w) p(dr) et 1= / p(dx) .
R

R

En soustrayant ces deux égalités, on obtient fR (1—@“”‘“’)) p(dx) = 0. En prenant la
partie réelle, on voit que

/R (1—cos(vz—w)) p(dz) = 0.

Or 1—os(va—w) > 0, pour tout € R. Donc, pour p-presque tout z € R, cos(va—w) = 1.
On pose A = {z€R : cos(vz—w) = 1}, alors u(R\A) = 0. Or z € A ssi il existe k€Z
tel que vr—w = 2wk. On pose a = 27/w et b = w/v et on vérifie facilement que
A= {ak+b; k€Z}, ce qui permet de conclure.

Exercice V. On note ||| la norme Euclidienne canonique de R" et /,, la mesure de
Lebesgue.

1) On pose D={z€R": |lz|| >1}. Pour quels a €R; a-t-on [,||z|~£,(dx)<oo ?

| Solution |

8



Par changement de variable radial, il existe une constante ¢, strictement positive dépen-
dant uniquement de la dimension n telle que

/||:E||_O‘€n(d:v) = cn/ e dr
D 1

On a donc [ ||z]|=* €,(dx) <oo ssi a > n.

| Solution |

On pose C' = [0,1[* et C,, = (p,q) + C, pour tout (p,q) EN*. On a

1 1
V€ Cpg, < 2™ < 55 -
(e )2+ (g +1)2)P (p? + ¢?)°
Si on pose Sg = Zp,qzl m, I'inégalité précédente montre que Sg est finie ssi

f[LOO[QHxH_QﬂKQ(dx) < o00. On pose Dy = {x € R2 : ||z|| > 1/v2} et D; = {z € R :
|z|| > 1}. On vérifie

]~ tadz) < /

1,002

el 28 to(dz) < /D o]l to(de)

Do
Or par changement de coordonnées polaires

R e e
1 1

Dqg /2 Dy

Donc Sz < oo ssi 3 > 1.




