Correction du Td n° 1 d’Analyse fonctionnelle

UN PEU DE TOPOLOGIE

Séance du 15 février 2013

Solution 1.  FEquivalence de définitions des evtles

1. Soit F un evtlc séparé, dont la topologie est donnée par une famille dénombrable et
séparante de semi-normes (p,)pen+. Posons

o

d(z,y) = Z 2% min(1, p,(z —y)).
n=1

On vérifie aisément que d est une distance. Montrons qu’elle engendre la topologie de E.
Soit B4(0,7) une boule pour la distance d. Soit N tel que QLN < 5. Alors

T
mnSN{xapn(:E) < 5} C Bd(ovr)'

Inversement, si on considére la semi-boule {x,p;(z) < r}, avec r < 1, alors elle contient la
boule By(0, 7).

Soit maintenant £ un evtlcs métrisable et B(0,1/n) la boule de centre 0 et de rayon
1/n pour tout n > 1. Alors comme B(0,1/n) est un voisinage de 0 et que F est un evtlc,
il existe un voisinage ouvert, convexe et symétrique de 0, noté U,, tel que U,, C B(0,1/n).
Soit p, la jauge du convexe U,,. C’est une semi-norme.

Montrons que (py,), est séparante. Supposons que p,(x) = 0 pour tout n. Alors = €
U, C B(0,1/n) pour tout n et donc x = 0. Donc (py, ), est séparante.

Montrons enfin que (py,),, engendre la topologie de E. Soit V' une voisinage de 0. Comme

E est métrisable, il existe n tel que B(0,1/n) C V. Alors
{z, pn(x) <1} =U, C B(0,1/n) C V.
Réciproquement, pour tout N et €q,...,ex > 0,
Mzi{z, pa(@) < en} = Mplienln,

qui est bien un ouvert de la topologie de E par continuité de la multiplication par un
scalaire.

2. 1) — ii) Si E est normable, alors les boules sont clairement des voisinages convexes
et bornés.

ii) — iii) Soit A un voisinage convexe, ouvert, borné et symétrique de 0. Soit p sa jauge.
Il s’agit d’'une norme. En effet, si p(x) = 0, alors pour tout ¢ € R, x € tA. Or, comme A
est borné, pour tout U voisinage de 0, il existe A tel que A C AU, donc = € U. Comme F
est séparé, on en déduit que z = 0.

Montrons que p engendre la topologie de E. Soit V un voisinage de 0. Comme A est
borné, il existe t > 0 tel que A C tV. Donc

o, pla) < 7} V.
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Réciproquement, pour tout € > 0, {x, p(x) < €} = €A qui est bien un ouvert de la topologie
de E.

iii) — 1) Soit p1,...,pn la famille de semi-normes. Alors N = Zfil p; est bien une
norme. Il est facile de vérifier qu’elle engendre la topologie de E.

*

Solution 2.  L’espace C*(Q)

1. Pour montrer que cet espace de fonctions est métrisable, il suffit de montrer que ’'on
peut se contenter d’un nombre dénombrable de semi normes. Il est classique qu’il existe
une suite croissante K, de compact de Q telle que |J,, K, = © (on peut meme demander
que K, soit inclus dans l'intérieur de K, 11 : par exemple, soit z,, une suite dense dans €2,
et €, tel que B(xy,e,) C Q (boule ouverte). Alors la suite

Ky = | B(an, (1 - 1/n)ey)

k<n

convient). Ensuite, il suffit de considérer les normes :

Ifll= > fllak..

o:|a|<min{n,k}

La distance que 1’on considére est alors
d(f,9)=">>_ 2 "min{||f — glln, 1}.
n

Si fr est une suite de Cauchy pour d, on a que pour tout n, fi est une suite de Cauchy pour
| |ln : Pespace C™{mk} ([, étant complet pour | - ||,,, on en déduit que fi|x, — gn dans
Ccmin{rk} (). Par restriction, on voit alors que gni1|x, = gn, et on note g la fonction
telle que g|k, = gn (ce qui est possible vu la condition de compatibilité précédente). 11 est
alors évident que g € C*(9), et que ||fx — glln — 0 quand k — oo : ainsi vu la définition
de la distance, d(fx,g) — 0, et d est une métrique compléte.

Remarque : Si f,, est de Cauchy dans C1(K). Alors f,, et f/ sont de Cauchy dans C°(K),
donc il existe f,g € C°(K) telles que f,, — f et f), — g. Soit & > 0. Il existe n tel que

Vkzn, |fa—fel +1fn—fill <e

On écrit
fl@+h) = f(z) (gg)‘ <‘((f(x)_fn($))_(f(x+h)_fn(l'+h))‘
h | = h
y [N DD )] g7 ) gt

Soit h tel que
h

- ful@)| <=,
On écrit, pour k > n

fl+h) = f(z) (x)‘ <‘((fk(93)—fn(l‘))—(fk(x+h)—fn(w+h)))
h I = h

P S ) S0

2
<Nfi = Fall+ 21— £l + 22,
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et il suffit alors de choisir & tel que || fr — f|| < 7

2. Soit N € N tel que 27N < g et f € C®(Q) a support dans Knio\ KN+1 (c’est
possible : on choisit zg € KN+2 \ Kny1, alors B(zg,e0) C K2\ KN+1 pour g9 > 0 assez
petit, et une fonction radiale réguliére & support dans B(zg,£o)). Alors f|x, = 0 et donc
pour n < N, [[Af]|, = 0. Ainsi,

d(\f,0) 22 PIAfl+ ) 2 <2 N <

n>N

3. Soit || - || une norme induisant la meme topologie. {g|||g|| < 1} est un ouvert et
contient 0, donc il existe € > 0 tel que {g|d(g,0) < e} C {g|llg]| < 1}. En particulier, pour
tout A\, [|Af|| <1 et ainsi ||f|| = 0, ce qui contredit que f est non nulle.

4. E = C%(Q) est un espace métrisable avec la meme suite de semi-normes que C%(Q) :
|- llo.x,,- On écrit E = U,enC?(Ky,), ott (Ky)y, est une suite de compact exhaustive pour
Q et C°(K,,) est I'ensemble des fonctions continues & support dans K,,. Alors C°(K,) est
un sous-ensemble fermé de F d’intérieur vide. En effet, s’il existe une f continue & support
dans K, et un € > 0 tel que B(f,e) C C°(K,), alors B(0,¢) C C°(K,) puis pour tout
g € CO(9), il existe a assez petit telle que ag € B(0,¢) C C°(K,) i.e. Supp(g) C K, ce qui
est contradictoire. Donc d’aprés le lemme de Baire, si E est complet, alors il est vide, ce
qui est contradictoire.

Solution 3. Théoréme de Riesz

1. Soit U un voisinage compact de 0. Alors %U est encore un voisinage de 0 par conti-
nuité de la multiplication scalaire, puis

1
Comme U est compact, on peut extraire un sous recouvrement
N 1

Montrons que U C W = Vect(xy, ...,xN), ce qui suffirait a conclure puisque U est absor-
bant.

Soit y € U, alors il existe i1 € {1,..., N} et €1 € U tel que y = z;; + 5. En itérant, on
construit une suite (ix)g>1 & valeur dans {1,..., N} et une suite (e)r>1 & valeur dans U

telle que pour tout K,
K
. (3¢ . _ Xy,
y—SK+2—KouSK— E 1"
k=1

Montrons que U est borné. Soit V' un voisinage de 0. Pour tout z € U, par continuité
de A — Az, il existe Ay, > 0 tel que x € AV pour tout A > A\,. On peut de nouveau extraire
des z!', ..., 2™ tels que

UCUZ NV CAV,

ol A = max{Ag1,..., A\gm }.
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On veut maintenant montrer la convergence de Sy vers y. Soit W un voisinage de 0.
Comme 'application

RxFEF—FE
(p,u) — p.u

est continue, il existe n € R et V voisinage de 0 dans E tels que [—n,n].V C W. Or, comme
U est borné, il existe A € R tel que U C AV, donc si K est tel que 2K > %, alors ;—f{ eWw.
Comme W est quelconque, on en déduit que donc

Sk — y quand K — +oo.

D’un autre co6té, posons .
Sk= > T
1<k<K,ip=i

pour tout ¢ € {1,..., N} et K > 1, de fagon a écrire Sg = Ef\il St x;. Soit S, la limite
de la somme partielle d'une série convergente Sj.. Alors par continuité de I'application
(T,...,TN) — sz\il Tiz;, on a Sk — Zf\il S x; quand K — +o0.

Comme I'espace est séparé on a unicité de la limite de la suite Si. Donc y = Zfil Sl w; €
W.

2. Par le théoréme du graphe fermé, on montre que 'application linéaire D : f — f’
définie sur F' est continue. On en déduit par le théoréme d’Ascoli que la boule unité fermée
de (F,|.]jo) est compacte et on conclut grace a la question précédente.

*
Solution 4.  Série de Fourier
1. Voir le cours.
1
2. En calculant, on trouve Dy(y) = w Si (N + 3)y € [& + 2km, 2 + 2kn],
2

alors | sin(y(N + 2))| > 3, et donc

1
5
2 +6k

> — 00.

k=0

/N+1( ¢ T2mk) 1 N+2
y +%(g+2ﬂ'k)2f+2ﬂ-k

3. Soit g € C(T) qui converge snnplement vers sgn(Dy). Soit xo € [0,27] et g =
gi(wo—.). On a S (gi) (o) = 2= Jo™ gr(wo —t)DN(UCO —t) — 5= [ |Dn| quand k — oo.
De plus pour tout v € C(T) on a |Sy(v)(x)]| < 27r||D1\7||L1||UHL(>O " donc on peut conclure.

*

Solution 5.  Corollaires du théoréme de Hahn-Banach, forme analytique
1. On applique le théoréme de Hah-Banach avec p(z) = ||g||a||=]|-
2. On utilise la question précédente, avec G = R et g(tzo) = t|lzo||*.
3.0na

sup | < fox > | < |z
feE |IflI<1

Ce suprémum est atteint, en prenant f = H{TOII’ ou fp est défini & la question précédente.

*
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