Correction du Td n° 10 d’Analyse fonctionnelle

THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Séance du 2 mai 2014

Solution 1.  Régularité

1. A est maximal acrétif, donc on peut appliquer le théoréme de Hille-Yosida : A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction S(t), et si up € D(A),
u = S(t)ug € C*([0,4oo[, H) N C([0, +oo[, D(A)) est I'unique solution de

{ du Ay =0 sur [0, +00] (1)
u(0) = ug

2. Aj est acrétif car A l'est. On va montrer que A; est maximal : soit y € Hy, alors
comme A est maximal, il existe € D(A) tel que Az = y, mais comme y € D(A), on aussi
x € D(A?%), et Ajx = y. Comme A; est maximal acrétif, il est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contractions sur Hy, si ug € D(A?), il existe une unique solution

uy € CH([0, +o0[, H1) N C([0, +o0[, D(A1)) de

du
{ S+ Arur = 0 sur [0, 400 @)

(5] (0) = Up
Comme u; € D(A?), uy, satisfait en fait

dU1
— 4+ Au1 =0
a o

Par unicité de la solution de (1), on a u; = u.
3. Ae L(Hy,H) donc

d du
L Aw) = A
A = A0g)
Par conséquent Au € C'1([0, +00[, H) et u € C2([0, +00[, H). Si on pose v = ¥ v satisfait

dv _
T+ Av =0 sur [0, +oo] (3)
v(0) = —Aug

4. On raisonne par récurrence. On suppose le résultat vrai pour k. Soit ug € D(AF1).

Alors la solution u de (1) est dans C*=7([0, +-00[, D(A7)) et v = % satisfait (3). Comme

ug € D(A*1), Aug € D(AF) donc on peut aussi appliquer 'hypothése de récurrence & v.
*

Solution 2.  Opérateur auto-adjoint et effet régularisant
1. Voir le cours.

2. Comme A est symétrique, il suffit de montrer D(A*) C D(A). On montre d’abord
que J = (I + A)~! est autoadjoint. Ensuite, si u € D(A*), on pose f = u + A*u. On a
donc, pour v € D(A) < f,v >=< u,v + Av >, donc pour tout w € H

< f,Jw>=<u,w>=< Jf,w>.
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par conséquent, Jf = u, donc u € D(A).
3. On prend le produit scalaire de (1) avec u et on intégre entre 0 et 7.

4. Si ug € D(A?), on a montré dans l'exercice précédent que % d“ € D(A) et

d du
2 Au = A
dt dt
On calcule donc
d du du du
p < Auyu >=< AE’U>+<AU’E >_2<AU’E >

5. En prenant le produit scalaire avec t% et en intégrant de 0 & T" on obtient

T T
du2 1 du
t<Au,— >=0
/0 . 2/0 =

donc, eon intégrant par parties, et en utilisant la formule de la question 3 on obtient

Tdu 1 2 2
/ L 4T < Au(T), u(T) > (D)~ fuof?) = 0

0

De plus, |2 est décroissante (cela se voit en prenant le produit scalaire de (77?) avec

T 2
du,o T du 9
—(T
/0 tlo 1”2 5 | (1)l

. Comme Au,u >> 0, on a donc montré

v = dt) donc

6. Comme D(A?) est dense dans H, on peut approcher ug € H par une suite uy €
D(A?). On note ensuite u" la solution de (1) avec donnée initiale u. On a |u™ — uP| <
lufy — ub|, et pour ¢ >0

du”™  duP 1
=
dt dt t
u" converge donc uniformément vers u € C1(]0, oo[, H), et comme le graphe de A est fermé,
on a u(t) € D(A) pour t > 0 et u est solution de (1).

*

Solution 3. Noyau de la chaleur

1. On prend la transformée de Fourier : % + [€]?% = 0 donc 4 = exp(—|¢[*t)o, et
w=FLexp(~[£[%) * uo

On calcule
||

1
(47Tt) n eXp(_?)

Flexp(—[¢)*t) =

2. Comme v t)% exp(—%) est dans S(R™) pour tout ¢t > 0, on en déduit que u €

i

C*>(]0, +o00[, R™).
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*

Solution 4.  Unicité rétrograde pour l’équation de la chaleur

dw:—z/wAw:g/vm%

du
¢ =4 NV— =—4 [ (Au)?
é /Vuvﬁ /(m
dw

car 77 = 0 sur oU. On a donc

1. On calcule

car w = 0 sur 9U, et

é(t)? < 4(/ wAw)? < 4(/w2)(/(Aw)2) < e(t)é(t).

2. f(t) >0 donc f est convexe.

3. Si uy # ug, il existe t1 < to < T tels que w(ty) = 0 et e(t) > 0 sur [t1,t — 2[. Comme
f est convexe sur [t1,t — 2], on a, pour t; <t <ty et 0 € [0,1]

(L =0)ty 4 6t) < (1= 0)f(t1) +0£(t)

donc
e((1 = 0)ty 4 0t) < e(t)e(ty)?

En faisant tendre ¢ vers t2, on obtient donc e = 0 sur [t1, t2].

*
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