Correction du Td n° 10 d’Analyse fonctionnelle

TRANSFORMEE DE FOURIER

Séance du 17 avril 2015

Solution 1.  Quelques questions sur la transformée de Fourier

1. 14 € L? donc ﬁ € L? par Plancherel. Par contre, si I/l,\4 € L', par inversion de
Fourier, on aurait que 14 € C, ce qui est absurde.

2. La condition s’écrit en Fourier : f g = 0. Il suffit donc de prendre f1, g1 € D(R") avec
Supp(f1) et Supp(g:) et de poser f = F~1f1, g = F g, (et ce sont bien des éléments de
S(R)).

Si on suppose de plus que les supports de f et g sont compacts, alors f et § sont
analytiques. Comme les zéros de f et de g sont alors isolés (sauf si f ou g est nul), ceux
de f g le sont également et f g # 0. Par inversion de Fourier, on voit que f % g # 0.

3. En Fourier, on a Zle a;&0(€) = 0. Or 4 est analytique (pourquoi?) donc par le
principe des zéros isolés, & = 0 et donc u = 0.

*

Solution 2.  Transformée de Fourier de vpz
1. Pour tout ¢ € D(R) :

<xZVpx,p >=<Vpx,rp >= lim o(x)dx = / o(z)der =<1,p >.
R

e—0 |z|>e

Donc zvpx = 1 dans D'(R).

2. Pour tout ¢ € D(R), on a par définition de la transformée de Fourier des distribu-
tions :
< F(vpz),¢" > = <vpz,F(”) >
<vpz, (F(p)’ >
lime_,o f:E ]'—(99)&(—5) d¢ + f;o ]'_(90)&(—5) d¢

oo

— <vpzx, F(p) >.
3. D’aprés la question 1, on a, comme F(1) = 27dy :
2mdy = F(xvpx) = iF(vpz),

donc F(vpz) = —2imdg; on en déduit que F(vpx) = —2in(H + C), on H est la fonction
de Heavyside et C' est une constante. L’imparité donne C'= —1/2; D’ou :

F(vpz)(§) = —z'7ré|.

Solution 3. Théoreme de Paley- Wiener
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1. Si T est une distribution a support compact, on peut écrire F(T)(£) =< T, e "¢ >,
F(T) est donc analytique.

2. Pour £ #0, on a

. 1 .
/ e f(z)dx = /mR — e AN f(x)d,
R (—i€)
donc |F(x)| < |&|~Neftlm&),
3. La borne sur F' permet d’utiliser le théoréme de convergence dominée pour conclure.

4. On intégre e™*¢F(€) sur un contour rectangulaire

—A

A n
i€ iz(A+ip) .
/ TR (€)de + /0 A0 P (¢ ip)dpt /

—A A

En passant & la limite quand A tend vers oo, grace aux bornes sur F', on obtient
fla) = [ e EHmP(E + i

donc | f(z)| < Cef"=21_Si on choisit 7 > 0 qui tend vers +oo, alors pour R < x, on obtient
f(z) = 0. On fait de méme pour x < —R avec n < 0.

5. Soit T" est une distribution a support compact, on note p son ordre.

p
IFT)E) = | <T,e™ > [ <CY 9% | < C(L+ 7).
k=1

Réciproquement, soit F', analytique, satisfait une telle condition. Alors F' € S'. Soit py(x) =
kp(kz) une approximation de I'unité. Comme pj est & support compact, p; satisfait les
conditions de la question 2, donc ppF aussi, donc pg * F~1(F) est O & support dans
B(0, R+ 7). Soit g € D(°B(0, R)). On a alors, pour k assez grand

0=<pp*F U (F),g>=<F F),prxg>—<F (F),g>

donc F~1(F) est & support dans B(0, R).

Solution 4.  L’équation de Schridinger

1. On prend la transformée de Fourier par rapport a = de I’équation.
ca A~ 2~
i0u — |&|*u =0,
. ~ ; 2~ L, . . < .
donc on obtient @ = ¢®*°%y. Comme la transformée de Fourier est un isométrie de L2
dans lui méme, on obtient
@)Lz = lluol|z2-
. 2 L , . . , .
2. €€ est borné, donc est dans S’ et sa transformée de Fourier est bien définie (au
)]

sens de &).

3. On montre que pour « de partie réelle strictement négative, on a

— i}‘—l(ealﬁ\z),

—1 ¢ alél?
VF (e ) o
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) ) P .
&M B (¢4in)dé+ / AT P (Etip)dp = 0
Y



2
[z

donc F~1(e?lly = F~1(e2€l*)(0)e 7 On calcule ensuite

4. Soit ¢ € §. On écrit

1 |=|2 1 |=|?
< e p>=lim< ———_¢i—Fb) ¢ >
(—idmbt)? =50 (4n(e — ibt))3
— ;gr(l) < e(_5+1b)|£‘2"/_-_1(¢) >

=< M F1(g) >
—< F (PP, ¢ >

5. Si u(t) est solution de 'équation de Schrodinger, alors u(t) = F~ (el « ug, donc
pour t > 0 on a

1 el 1
(@)oo < IF () e fluoll 1 < ozl

(4mt)
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