Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n° 10

TRANSFORMATION DE FOURIER

Séance du 8 avril 2019

Solution 1.  Echauffement

1. Comme A est de mesure finie, 14 € L2(R%) donc 14 € L%(R%) par Plancherel. Par contre, si
1€ L? (Rd), comme on a aussi 14 € L! (Rd), la formule d’inversion de Fourier s’appliquerait, et on
aurait 1’égalité suivante presque partout :

1

1a(z) = @i /Rd 14(6)e™8de, = eR%

En particulier, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral, 14 € CO(R?), ce qui est absurde.

2. En prenant la transformée de Fourier de I'égalité f * g = 0, on trouve f g = 0. Il suffit donc de
prendre fo, go € C°(R?) a support compact, avec supp(fo) et supp(go) disjoints, et de poser f = F~1 fo,
g = F'gy. Ce sont bien des éléments de S (Rd), puisque F réalise un isomorphisme sur ’espace de
Schwartz.

Si on suppose de plus que les supports de f et g sont compacts, alors f et ¢ sont des fonctions
analytiques (sur C?). En effet,

A~

fl2)= [ flz)e ™ dx
Rd

est bien défini quel que soit z € C%, et holomorphe (d’apres les théorémes usuels de dérivation sous
I'intégrale). Comme les zéros de f et de g sont alors isolés, ceux de fg le sont également. Ainsi f§ n’est
pas identiquement nulle. Par I'inversion de Fourier, on voit que f * g # 0.

3. En calculant la transformée de Fourier, ’équation devient : presque-partout,

F©*=1(©).

Supposons f € L'(R%), de sorte que f est continue et I’égalité a lieu partout. Alors f prend ses
valeurs dans {0, 1}. De plus, comme f est continue sur R?, elle est nécessairement constante (égale
a 0 ou 1). D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, f tend vers 0 & 'infini donc f est nulle, et par
conséquent f aussi.

Supposons maintenant f € L*(R?). Soit A un borélien de R? de mesure |A| égale a 1, fo := 14.
Montrons que f := F~!(fy) convient. Pour cela, on a besoin de la formule suivante : si f, g € L?(R),

FNfa)=f*g
La justification est la suivante. Cette formule est vraie si f, g € S(R?). Par ailleurs, (f,g) — f_l(fﬁ)

et (f,g) — f*g sont toutes les deux continues sur L?(R?) x L?(R?) & valeurs dans Co(R?). Par densité,
on en déduit Pégalité sur L?(RY). Par conséquent,

frf=F A =F)=r

Cette égalité a lieu dans Co(R?) donc partout dans R?.

4. En considérant la transformée de Fourier de cette équation, et en notant |£| la norme 2 de £ € R?,
on obtient

A+ [EPya=7f.
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a) Pour résoudre cette équation lorsque f € S'(R9), il suffit d’observer que %IE\Q € S'(RY) donc

L) dans &'(R%). Cette formule permet de voir que

I'unique solution est donnée par u = F~1( peRrd

si f € S(RY), alors u € S(R?).
Lorsque d = 1, il suffit de déterminer k) tel que ky =

TIIHQ’ ce qui permettrait d’écrire toute

solution u sous la forme k) * f. Par inversion de Fourier, cela donnerait

1 eix§
kx(z) = 27T/R)WLSQdﬁ.
On applique par exemple la formule des résidus sur la frontiére du rectangle [—R, R] + [0, R],
qui pour R assez grand a un seul pole simple i/, on obtient
emTVA emaVA

k)\(x):i%ﬁ: ol

< | | , la fonction I'est aussi. On en déduit

f f
A[ER | = AFIEP
que la solution u = ‘7_—71<%|£‘2) est dans L%(R%).

b) Si f € L2(R%), alors f aussi, et comme ’

*

Solution 2.  Transformation de Fourier et translations
1.Si g€ L*(R). Si7of : t = f(t — a),

f(€) = /R f(& — a)e e dz = e~ f (),

car cela est vrai pour les fonctions de S(R), puis pour toute fonction de L2(R) en utilisant la densité de
S(R), la continuité de 7, et celle de la transformée de Fourier. A présent, par la formule de Plancherel,

on [ attymaf@at = [ a©mre)e = [ aefee e,

ce qui est vrai pour tout a. B
De la sorte, soit g € V* : pour tout a € R fixé, [;g(t Yraf(t)dt = 0. Posons F := §f : on a
F e L'(R) et F = 0. Alors la formule d’inversion s’applique, et donc F = 0.

Pour prouver la réciproque, il suffit de remonter les calculs : si F' := § f est identiquement nulle,
alors I aussi donc g € V- grace a I’égalité obtenue par la formule de Plancherel.

2. V est dense dans L?(R) si et seulement si on ne peut trouver une fonction g € L*(R) non nulle
satisfaisant la condition de la question précédente. Si I’ensemble des zéros de f est de mesure non nulle,
on peut trouver R > 0 tel que la mesure de [—R, R] N {f = 0} =: Zy soit strictement positive. Alors
on peut poser g = F~(1z,) € L?(R), de sorte que g # 0 et g € V1. Réciproquement, si f est non

nulle en dehors d’un ensemble de mesure nulle, g € V1 implique nécessairement § f , donc g = 0, soit
g=0.

*

Solution 3.  Transformée de Fourier de la valeur principale de %
1. Par la formule de Taylor, ¢(x) = ¢(0) + xzt(z) avec ¢ € C*°(R), et on vérifie que

vp(+ = So(x)dac x)dz.
o= [ Pl [ v
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On voit bien que Vp(%) est une distribution tempérée, bien définie pour les fonctions & décroissance
rapide (car alors, les intégrales ci-dessus convergent, et sont bornées par des semi-normes qui définissent
la topologie sur S(R)).

2. Montrons que F(vp(1)) est impaire au sens des distributions. Pour tout ¢ € S(R), on a, par
définition de la transformée de Fourier des distributions,

(FOp(3)), @) = (v(e). F(2))
= (vp(3), (F(¥)))
= lim. o [~5 T g + [ HE=0 ge
= —(vp(3), F())-

3. On a vu que zvp(1) = 1 (cf. TD n°5). En effet, si ¢ € D(R),

(avp(L), @) = (vp(L), 20) = / o= (L)
R

Comme par inversion de Fourier pour ¢ € S(R)

F)p) = (F@) = [ Flp) = 2mp(0),
F(1) = 27mdp, et on trouve donc que
2180 = F(zvp(3)) = iF(vp(3))',

donc F(vp(1)) = —2imdy. On en déduit que F(vp(2)) = —2im(H + C), ot H est la fonction de
Heaviside (soit H = 1,>0}) et C est une constante. L'imparité de F (vp(2)) impose a la fonction
H + C d’étre impaire, c¢’est-a-dire C' = —1/2, d’ou

Fvp(L))(€) = —im sgn(€) = —mé.

C’est bien une distribution & croissance modérée.

Solution 4.  Polyndémes de Hermite

1. Si f est orthogonale & tous les polynémes pour le produit hermitien de H, alors, si € R est
fixé, on a pour tout n € N,

La fonction sous l'intégrale est dominée par
2

Z’x‘ M) oot < e - ot
7=0

qui est une fonction de L'(R,dz), en tant que produit de fonctions L?. On peut donc appliquer le
théoréme de convergence dominée, et trouver que fR f (t)em_t2 dt = 0 pour tout z € R.

Posons, pour z € C, la fonction
= / Ft)et1 dt.
R
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C’est une fonction entiére de z, car ¢ — f(£)e* " est intégrable sur R (sa valeur absolue est | f(t)|eRe(2)ie=t).

D’autre part, nous venons de voir que cette fonction s’annule sur R. D’aprés le principe des zéros isolés,
elle est donc identiquement nulle. Enfin, elle vérifie F(iz) = F(fe**). Donc F(fe ") = 0, et comme
F induit un isomorphisme sur L?(R), on trouve f = 0. Le théoréme de projection de Hilbert sur les
convexes fermés montre donc que 'espace vectoriel engendré par les polyndémes est dense dans H.

2. On voit que Hy = 1, et en dérivant I'expression de H,,, on trouve H/, = 2xH,, — H, 1, autrement
dit, Hyy1 = 2zH, — H),. Une récurrence montre donc immeédiatement que H,, est un polynéme de
degré n.

Si maintenant P est un polynéme de degré < n — 1, calculons

a
dtm

@43P®ﬁ:i/éﬁi;GW»ﬁ:0,

R

(Hn|P)H = /RHn(t)P(t)e—tht _ (_1)n/R

grace a des intégrations par partie ott I’exponentielle annule les termes de bord.

3. Calculons difféeremment Hp 1 :

Hyi(z) = —(—1)"@(—295@%2) = 22H,(z) — 2nH, 1 (z),

grace a la formule de Leibniz. En combinant les deux formules sur H,,41, on trouve %Hn =2nH,_.

4. Un calcul frontal montre que

d d _a?
—p, = — | e 2 Hy | = =2, + 2n1),_1.
dx dx

Par conséquent,

d
(d:v + «T) wn = 2nwn—1

<_dd + x) Y = 220y — 201 = Ppya-
i

5. Dérivons la premiére équation de la question précédente : ¥ + ¢, + xyp), = 2ny!,_,. D’autre
part, en multipliant la méme équation par x, on trouve zv!, + 224, = 2zni),_1. En reportant dans
I’expression précédente, on arrive a

;1/ - wan + U = 2”(%_1 - an—l) = —2ny,

avec la derniére équation de la question précédente. On trouve ainsi I'expression demandée :

2
<d - 932> UV = —(2n + 1)y,

da?

6. Commengons par observer que 1, € S(R), donc sa transformée de Fourier @ également. D’autre
part, des intégrations par partie et des dérivations sous le signe « somme » montrent que pour tout

p € S(R),
/ ci2—go(x)e_“”§al:r = —52/ (z)e™ " dy

i d2 —iT
@ﬁ%Wa%:WAmkwm
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Cela prouve donc que pour tout n € N, % vérifie la méme équation que ¥, :

d? —
<Cl£C —x ) Un, = —(2n 4 1))y,.

Montrons & présent que la famille {t,,} est dense dans L?*(R). On sait déja que {H,} est dense
dans H, puisque c’est une famille étagée en degré, et que les polynomes sont denses dans H. Ainsi, si
fe LZ(R) est orthogonale & tous les 9y, alors fi=fe* 2 ¢ H, et (f,Hy) g = (f, 1) 2 = 0 pour tout
n € N. Alors f = 0, c’est-a-dire en fait f = 0.

D’autre part, {1} forme une famille orthogonale de L?(R) (cela découle de 'orthogonalité des H,,
dans H, démontrée a la question 2)

Enfin, en notant A := dd—Q — 22 Popérateur sur S(R) qui apparait naturellement ici, on voit que si
f,9 € S(R) satisfont Af = \f et Ag = Ng avec A # X, alors (f,g)r2 = 0 (c’est simplement parce que
A est autoadjoint pour cette structure). Cela prouve que pour n # m,

/Rﬁwm = 0.

Notons & présent P la projection orthogonale sur ;- (au sens du produit hermitien L? standard).
Comme P, = ¥, pour tout m # n, et que P est autoadjoint, on a Pz/b; 1L Y, si m # n. Bien str,
on a aussi P{/J; L 1,. Par densité, cela prouve que P@ =0, et donc @/D; € Vect(y,). Ainsi 1, est un
vecteur propre de F sur R.

Solution 5. Théoréme de Paley- Wiener

1. Si T est une distribution & support compact, on peut écrire, d’aprés le cours,
F(T)(€) = (T, ™), ¢€R,

et cette expression s’étend a £ € C.
Soit x une fonction test égale & 1 sur un voisinage de supp(7’). On a alors

F(T)(&) = (T, xe™ ™).

Comme pour tout ¢ € C, la fonction 2 — y(2)e™*¢ est a support inclus dans supp(x), que x(z)e ™€
est C*° en les deux variables, on peut dériver sous le crochet de dualité, et obtenir que F(T) est
analytique.

2. Pour £ #0, on a

F(¢) = /Re_mgf(:v)dx = /R (_ilg)Ne_imfain(x)dx

Comme 92 f est bornée sur B(0, R), on obtient |F(z)| < Cyl&|~NefIm@!,
3. La borne sur F' permet d’utiliser le théoréme de dérivation sous le signe intégral pour conclure.
4. On intégre e™$F(¢) sur la frontiére du rectangle [—A, A] + [0, 7] :

A n .
/ SR (€)de + / AN E(A 1 ip)dpt
—A 0

/ ( +ZT7 (5 + ,Ln)dé' + / eix(—A-'rip)F(iA + Zp)dp = 0.
A n
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En passant a la limite quand A tend vers +o00, grace aux bornes sur F,

. Cl R
F(A+ip)| < — "1 Rl
| F( p)’_1+|A+w!
et o
FleA+ip) < — G cml,
[ QU prp
on obtient

f(z) = /R ¢ EH) (€ 4 i) de.

Ensuite, en utilisant le fait que

. 02 R 02
F(E+in)| < — =2 _¢fil < 2 _cRInl
Fletml= e e 1+4¢2
on en déduit que |f(z)| < Celtnl—an,

5. Si on choisit 7 > 0 qui tend vers 400, alors pour R < z, on obtient f(z) = 0. On fait de méme
pour z < —R avec n < 0.

6. Soit 7" une distribution & support compact, notons p son ordre (qui est fini), et [—R, R] son
support. Alors il existe C' > 0 telle que

p
FT)O] = (T,e7#)| < O3 ok |y < C'(1+ JglPeRmel.
k=1

Réciproquement, soit F' une fonction analytique qui satisfait une condition
[F(€)] < C1+[¢)KemmEl,

Alors F € 8'(R) (car & croissance polynomiale lorsque ¢ € R), et F~1(F) aussi. Soit py(z) = kp(kx)
une approximation de l'unité (ou p € C°(R) est positive, paire et d’intégrale 1). Comme pj, est a
support compact inclus dans B(0, %), pr satisfait les conditions de la question 2, donc ppF aussi :

CCn

T R41/k)| Im(6)]
1+ [€)N-

prF(§)] < el

Par conséquent, pj * F~L(F) est C> a support dans B(0, R + %) Soit g une fonction C* a support
dans le complémentaire de B(0, R). On a alors, pour k assez grand,

0= (o * FH(F),9) = (FH(F), i x 9) = (FH(F)prox g) — (FHF),9),

donc F~1(F) est a support dans B(0, R).
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