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DISTRIBUTIONS

Séance du 24 avril 2017

Solution 1.  Echauffement
La fonction f : z + |sin(z)| € L, on peut donc la considérer comme un élément de
D'(R). Soit ¢ € C*(R) a support compact. On a

(") = () = [ Isin(a)l¢ (@)

(2k+1)m (2k+2)7
= Z/ sin(z) ¢’ (x)dxf/ sin(z)y” (x)dz
(2k+1)m

(2k+1)m (2k+2)
/ cos(x)¢ (z)dx + cos(x)@’(x)dx)
2

IEZ ( km (2k+1)m
(2k+1)7 (2k+2)7

= Z ( sin(x)p(z)dx —i—/ sin(x)go(m)dw)
keZ 2k (2k+1)m

+ p(2km) + 20((2k + 1)7) + ©((2k + 2)7).
D'ou f" = —|sin(z)| + 4> rez Okr-
*

Solution 2. Quelques exemples de distributions
1. Soit ¢ € C°(R), et supposons que supp(¢) C [-N, N] =: K, avec N € N. Alors

[, )| < Nligllen ey

La formule pour u définit donc bien une distribution, d’ordre au plus N sur le compact
[—N, N].

Supposons que u est d’ordre fini, disons Np. Posons K := [Ny — 2, Ny + 2]. Il existe
donc une constante Ag telle que pour toute fonction ¢ € C* a support dans K,

s 0} < Axcllpl o

Montrons que cela ne peut pas arriver : soit x une fonction lisse telle que X(NOH)(O) =1,et
supp x C [—3, 3]. Pour m € N, posons ¢, () = x(m-(z—(No+1))). De la sorte, pour tout
m>1, o (k) =0si0<k< N, et o™ (Ny + 1) = mM+1. Done |(u, )| = mMo+L,
Or
HSOWLHCNO < CmNov
K

ott C' > 0 ne dépend pas de m. Donc Ym € N, mM+1 < Cm™No, ce qui est absurde.

2. La fonction z s e'/** ¢ D(R?%) car étant donné un compact K de R, el/z? ¢
CY(K) (en particulier, localement intégrable). Par contre, considérons ¢ une fonction lisse
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a support dans |1, 2[, positive, d’intégrale 1, et la suite ¢y (z) = 27¥¢(kz). Alors on voit que
¢ — 0 dans D(R). En effet, tous les ¢y, sont a support dans le méme compact K = [0, 2],
et pour tout m € N,

103" drllco = 2_kkm|]8;”¢Hc% — 0 quand k — oo.

Mais 1
(f, dr) = / el/zzéf)k(x)dx > ek2/427kg — 0.
R*

+

3. Soit K un compact de . Il s’agit de montrer qu’il existe C'x tel que pour tout ¢ €
CX(K), |(u,)] < C’K||gz5||c%. Considérons une fonction plateau ¢, positive, C> a support
compact, et qui vaut 1 au voisinage de K (par exemple, une régularisée par convolution

de 1g). Alors ¢+ [|¢f|lco ¥ = 0 et [[¢]lco vx — ¢ = 0, donc

(u,0) =2 =|[0llco (w, ¥rc); et (u,d) <|[@llco (u, Yic),

soit
(s @) < (u, i) || Bl co sy

C’est le résultat, avec Cx = (u, k). Pour conclure, on prolonge u en une forme linéaire
continue sur C2(R), et on invoque le théoréme de Riesz.

*

Solution 3.  Distribution dont le support est un point

1. Notons K = B(0,2). Il existe C' > 0 et m € N tels que pour toute fonction ¢ € C°
& support dans K, on ait

[(u, @) < Cll@llerm-

A présent, si ¢ € C° quelconque, écrivons ¢ = @ + (1 — ). Comme suppu = {0},
(u, (1 = ¥)p) = 0. Alnsi, [(u, )| < CllYpller < Ca(v, m)||¢llcr. Done u est d’ordre fini.

2. Par construction, supp(l — #,) C R™\ B(0,r/2). Si ¢ € C(R™), on a encore
supp(1 — ¢r)p C R™\ B(0,7/2), et donc par définition,

(u, (1 =¢r)¢) = 0 = (u,$) = (Yru, §),

d’ou le résultat.

3. Soit € > 0. Il existe un voisinage K. de 0 tel que si |a] = m,
Ve e K, |(D%)(z)| <e.
Montrons par récurrence descendante sur || que
VB EN", 8] <m, Vz e K, |(DPp)(x)] <en™ Bljz[m=IAl,

Pour |3] = m, c’est ce qui précéde. On suppose que le résultat est démontré pour |5| = k+1.
Soit 3 de longueur k. Alors

V(DBSO) = (amDB‘P’ ) aanBQO)'

Donc par hypothése de récurrence, pour tout x € K,

S 100, (D7) (@)] < - (o) FFD < e g e,
7=1

Joseph Thirouin 2 DMA 2016,/2017



On applique alors le théoréme des accroissement finis, avec D?(¢)(0) =0 :

|DPy(z) — DPp(0)] < |z| . IV(DPe)(y)l,
ye|0,x

ce qui achéve la récurrence.
Soit 0 < r < 1 assez petit pour que supp(¢,¢) C B(0,2r) C K.. On calcule maintenant
par la formule de Leibniz

D (o)) = 3 can(D2 ) (%) (DP9) ()l

B

Or pour z € B(0,2r) C K., et |a] <m,

D (¢rp) ()] < CaplWllglai-1e ce(2n)mWBlpm=lel < Cn,mlel[llgper,
BLa

puisque 7 < 1. Bien siir, comme t,¢ est nulle en dehors de B(0,2r), I'inégalité ci-dessus
reste valable sur R™. Finalement, en sommant pour tous les multi-indices de longueur
inférieure & m, on obtient

[¥rllem @ny < Cn,m)[[¢]lcpe.

11 suffit de faire tendre € — 0 pour obtenir le résultat.

4. Soit K le support de . Comme u est d’ordre m, il existe Uz tel que pour toute
fonction ¢ a support dans K, |[(u, ¢)| < Cf(HqﬁHc}z{m. Maintenant,

|<u7 90>| = \(UM/MPH < C}%H@WQOHC% —0

quand r — 0. Donc (u, @) = 0.

5. On a montré que (L, ker (5(()k)

u € Vect{éf()k) | k € [0,m]}, ce qui est le résultat recherché.

C ker u. Par le lemme des noyaux, on en déduit que

*

Solution 4.  Valeur principale de %

1. Par la formule de Taylor, ¢(x) = ¢(0) + z1)(z) avec p € C®°(R) et ||| < ||¢']| Lo
(puisque ¢ (z) = ¢'(0,), avec 0, €]0, z[). Ainsi,

/51 ¢§I;)dw = ¢(0) /: % + /: Y(x)dr = —¢(0)Ine + /81 Y(z)dx.

Un calcul similaire pour f:f montre que le terme en In e disparait. La limite existe et vaut

donc
/ @d:ﬂ + Y(x)dz.
[ >1

$ lz[<1
Cette distribution n’est pas d’ordre 0, sinon elle apparaitrait comme une mesure. Plus
précisément, soit x une fonction C* a support compact, positive, et égale a 1 sur [—1,1].
On définit la suite ¢, :  — arctan(nz)x(x). C’est une suite de fonctions continues a
support compact telles que ¢,,(0) = 0 et ||¢n|lco < C, mais les (vp(L), ¢,,) divergent :

(Vp(i),¢n> = 2/000 Wx(x)dm = /OOO Wx(m/n)dm — 0.
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Par contre, 'expression de v assure que c’est une distribution d’ordre au plus 1.
2.0n a

<7~3Vp(%)7 ¢> = <Vp($)’l’¢>
—€ oo
= lim < ¢(z)dx +/ ng(x)d:c)
—00 €
= [ o=,
Cela prouve que xvp(%) =1.
3. Si u est comme dans I’énoncé, on a xu — zvp(%) = 0. Cela signifie en particulier que

supp (u - Vp(%)) C {0}. On en déduit (voir I'exercice précédent) qu’il existe co, . .., ¢, tels
que

On a donc également 77 cj:cé(()j) =0. Or 2dg =0 et pour j > 1:

(235, 8) = (8, 26) = (=1)7 (£6)(0) = j(=1) ¢V 1(0) = (55", ).
Comme la famille (¢, 0, . . .) est libre, cela entraine que ¢; = 0 pour j > 1. Ainsi
U — Vp(%) = ¢pdp.

4. Remarquons que pour o > 0, on a

(alal*%,0) = [ yx\aMdH/l 22 22 =90 _¢(0)dx+¢(0)/1 2le|"2da
|z|>1 x -1 x -1
T

En appliquant le théoréme de convergence dominée a chacun des deux termes restants,
on voit que (z|z|*"2,¢) — (vp(),¢) quand a — 0 (avec a > 0), ce que l'on voulait
démontrer.

5. En reprenant la question 1, on voit que Vp(%) est une distribution tempérée, bien
définie pour les fonctions a décroissance rapide (car alors, I'intégrale f‘ 2[>1 @dm converge).

Pour tout ¢ € S(R), on a donc, par définition de la transformée de Fourier des distributions,

Fepg) = (p(h) Flp)
= (W) (F@))

- hma_’()lffoo %dﬁ + IEOO %df
= —(vp(3), F(p)).

D’apres la question 2, on a, comme F(1) = 274y,

2160 = F(avp(L)) = iF(vp(L)),

donc F(vp(2)) = —2indy. On en déduit que F(vp(L)) = —2ir(H + C), ott H est la
fonction de Heaviside (soit H = 1,>0}) et C' est une constante. L’imparité de F(vp(1))
impose a la fonction H + C' d’étre impaire, c’est-a-dire donne C' = —1/2, d’ou

HWQMOZ%M@®=—WQ-
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Solution 5.  Support et ordre

1. Soit ¢ € C*(R). 11 existe alors ¢ € C®(R) telle que ¢(z) = ¢(0) + ¢'(0)z + ¢ (z)z>
Alors le terme d’ordre n de la somme vaut

no(0) + /()3 - +Z”’ n(0) — ¢/(0) log n.

7j=1

Or il est bien connu que que Y7 ; % —logn — «, et la série qui reste est convergente car
est bornée sur [0, 1] : de la sorte, u(¢) est bien défini. Ensuite, comme on a [[9[| oo ([0,1]) <
Cl|¢" || L=, puisque grace a la formule de Taylor avec reste intégral, on trouve explicitement

v@) = [ 0= ey

On en déduit que |u(@)| < C(||¢'||Le + ||¢"|| L), et u est donc d’ordre au plus 2.

2. Soit K = {0} UU;2,{1/j}. Bien str, S C K car si x ¢ K, il existe un voisinage V'
de x ne rencontrant pas K, et toute fonction test a support dans V annule u, d’aprés les
formules ci-dessus. D’autre part, pour tout 7 € N*  en choisissant une fonction test ayant
son support dans |1/j —e,1/j + €[, on voit que 1/j € S. Or S est un support, donc est
fermé et ainsi, automatiquement, 0 € S. Finalement, S = K.

3. Un calcul direct montre que u(¢y) = k, mais comme 0%¢(1/j) = 0si a > 0 et quel
que soit 57 > 1,
Zsupl 2)| = sup |gk(x)] = 1.

i= 03}6

On ne peut donc pas avoir k£ < C pour tout & € N. Cela prouve que la connaissance
du support d’une distribution ne permet pas de se retreindre & ’étude des fonctions sur
celui-ci.

4. Si w était d’ordre 1, on aurait une relation du type

u(e)| < Cllellze +1l¢llze)-

On introduit donc comme suggéré le « cut-off » de la primitive seconde d’une fonction test :
soit ¢ € C2°(]0, 1), positive, d’intégrale 1. Soit ¢ € C°(] — 1,2[, 0 < < 1 et [y = 1.

On pose e
w)/o /0 o(kt)dtdy.

Alors ||l < € et |9l < €. Le membre de droite dans l'inégalité supposée est
ainsi majoré par C/k.
D’autre part,

k)_iwk(l/l Z”t/% 1/i) + Z Yr(1/).

i=k+1
Remarquons que, par une simple inégalité triangulaire, on voit que |1 (z)| < ||¢|| Lo 2?/2

si x € [0,1]. Donc

< Cllgl|L=1/k.

> w(1/i)

i=k+1
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Enfin, sur [1/k, 1], comme t — ¢(kt) s’annule, v est affine de pente 1/k, et donc

(1) =2 (e (1) + 1 (G- 1) = won () + 2 0 ()
Comme |y ()| < ||pllpx?, kr(1/k) = O(%) Cela prouve que

Z”tﬂk( ) logk,

d’ou la conclusion.

Solution 6. Polyndémes d’Hermite

1. Si f est orthogonale a tous les polynémes pour le produit hermitien de H, alors, si
x € R est fixé, on a pour tout n € N,

i
/f < x‘ )e_tht:O.
J:
=0

La fonction sous l'intégrale est dominée par

(Z Pi > C <Ol - et
7=0

qui est une fonction de L!'(R,dx), en tant que produit de fonctions L2. On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée, et trouver que [p f(¢)e™ ™ Pqt =0 pour
tout = € R.

Posons, pour z € C, la fonction

= / Ft)e = dt.
R

C’est une fonction entiére de z, car t — tf (t).e”*t2 est intégrable sur R. D’autre part, nous

venons de voir que cette fonction s’annule sur R. D’aprés le principe des zéros isolés, elle
est donc identiquement nulle. Enfin, elle vérifie F(iz) = F(fe ). Donc F(fe ") = 0,
et comme F induit un isomorphisme sur L?, on trouve f = 0. Le théoréme de projection
de Hilbert sur les convexes fermés montre donc que ’espace vectoriel engendré par les
polynoémes est dense dans H.

2. On voit que Hy = 1, et en dérivant I'expression de H,,, on trouve H], = 2xH, — Hyp 41,
autrement dit, H,4+1 = 2z H,, — H],. Une récurrence montre donc immédiatement que H,
est un polynéme de degré n.

Si maintenant P est un polynoéme de degré < n — 1, calculons

(HalPhn = [ Ha0P@e i = (1) [ S Pt = [ e (P =,

grace a des intégrations par partie ot 'exponentielle annule les termes de bord.
3. Calculons différemment Hy 1 :

mn

Hyi1(7) = —(—1)"——(=2z¢ ") = 22H,(z) — 2nH,_1 (),

dzn
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grace a la formule de Leibniz. En combinant les deux formules sur Hy, 11, on trouve - dp =
2an_1.
4. Un calcul frontal montre que

A _d (-
= (e Ha) = a2t
dx dz

Par conséquent,
d
(= + ) n = 20 — 2001 = Y.

5. Dérivons la premiére équation de la question précédente : ¢! + 1, + x1)], = 2ny),_4
D’autre part, en multipliant la méme équation par x, on trouve zv, + 29, = 2zn, 1.
En reportant dans I’expression précédente, on arrive a

// 21/Jn + '¢n - 2”(7/]11 1 ‘/L‘Qp”_l) = _2nwn’

avec la deuxiéme équation de la question précédente. On trouve ainsi I’expression deman-
dée :

2,
(de —x ) bn = —(2n + 1)ty

6. Commengons par observer que 1, € S(R), donc sa transformée de Fourier @; égale-
ment. D’autre part, des intégrations par partie et des dérivations sous le signe « somme »
montrent que pour tout ¢ € S(R),

d? . .
/ (Mw) (@)e e =€ [ pla)eisids,

. d? .
/R(—a:Q)gp(a:)e”édx = dg/Rgo(a;)e”gda:.

Cela prouve donc que pour tout n € N, @ vérifie la méme équation que ¥, :

2
<ch;2 - > Uy, = —(2n 4 1)hy.

Montrons & présent que la famille {1,,} est dense dans L?(R). On sait déja que {H,}
est dense dans H, puisque c’est une famille étagée en degré, et que les polynomes sont
denses dans H. Ainsi, si f € L?(R) est orthogonale & tous les 1, alors f = fe* /2 ¢ H,
et (f Hy,)g = (f,¥n)r2 = 0 pour tout n € N. Alors f =0, cest-a-dire en fait f = 0.

D’autre part, {1/, } forme une famille orthogonale de L? (cela découle de I’orthogonalité
des H,, dans H, démontrée a la question 2).

Enfin, en notant A := j—; — 22 lopérateur sur S qui apparait naturellement ici, on
voit que si f,g € S satisfont Af = A\f et Ag = Ng avec A # X, alors (f,g);2 = 0
(c’est simplement parce que A est autoadjoint pour cette structure). Cela prouve que pour
n #m,

/R@u)m =0.

Notons a présent P la projection orthogonale sur wﬁ (au sens du produit hermitien L2
standard). Comme P, = 1, pour tout m # n, et que P est autoadjoint, on a P@; il
Upm,. Bien sir, on a aussi P@ 1 ,. Par densité, cela prouve que P@; = 0, et donc
@/b; € Vect(1)y,). Ainsi v, est un vecteur propre de F sur R.

*
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