Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n°11

TRANSFORMATION DE FOURIER - ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 15 avril 2019

Solution 1.  Echauffement : opérateurs différentiels

1. Si T est une distribution & support compact, sa transformée de Fourier s’étend en
une fonction analytique sur C% (cf TD 10, exercice 5). En effet, on peut écrire, d’aprés le
cours,

F(T)(€) = (T,e7™), €eR,

et cette expression s’étend a & € C%.
Soit x une fonction test égale & 1 sur un voisinage de supp(7’). On a alors

F(T)(€) = (T, xe™™*).

Comme pour tout & € C?, la fonction z — y(x)e ™ est a support inclus dans supp(x),
que x(x)e ¢ est C* en les deux variables, on peut dériver sous le crochet de dualité, et
obtenir que F(T') est analytique.

En Fourier, on a donc P(§ )T(f )=0.Or T est analytique donc par le principe des zéros
isolés, T =0 et donc T = 0.

Autre méthode : comme T € £'(R?), T est C® et en particulier continue. En passant
en Fourier, on voit que supp(T) C {£ € R | P(¢) = 0} qui est un fermé d’intérieur vide,
ce qui signifie que la fonction (continue) T s’annule sur un ouvert dense, i.e. T=0.

2.

a) Soit ¢ € C°(R?\ {0}). Alors 1) s’annule sur une boule de centre 0 et de rayon £ > 0.
On considére une approximation de lidentité x.(z) = e %x(x/¢) ou supp(x) C
B(0,1). On sait par hypothése que

supp(a * xe) C supp(xe)

donc pour € < g, supp(a * xe) Nsupp(¢)) = (). Par conséquent,

(a*xe,¥) =0
et par convergence de a * x. vers a au sens des distributions, (a,) = 0.
b) Posons T = F~1(p) € S'(R?). Comme ¢ € C*(R?),

donc Py = T * . L’hypothése sur P permet d’appliquer la question précédente, qui
conduit a supp(7’) C {0}. Mais alors T est une combinaison linéaire de dérivées de la
masse de Diracen 0: F~1(p) =T = Z‘a|<N caé(()a). En appliquant la transfromée de
Fourier aux deux membres de 1'égalité, p = Z‘ a<N Ca (1€)“ est un polynome. Enfin,

Py = ]:_1< Z Ca@f)a@) = Z ca0%,
lo| <N la|<N

donc P est un opérateur différentiel.
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Solution 2.  Petites questions sur H*(R%)

1. On remarque que 8y = 1, puis que Jra(14]€]?)%d€ < 400 si et seulement si s < —d/2.
Remarque : Pour montrer I'injection de H*(R?) dans C°(RY), c’est dans la méme veine :
pour avoir le résultat, on peut montrer que 4 € Ll(Rd) dés que s > d/2, puis conclure par
la formule d’inversion (dans L?(R?)), et le théoréme de convergence dominée.

2. 11 suffit de remarquer que (1 + [£]2)°1 > (1 + |£]?)®2 pour s; > s9 et £ € R?, et 1'on
obtient la continuité de I'injection H*!(R?) «— H*2(R%).

3. Soit s € R.

Montrons d’abord que P = —A + X est continu de H*+?(R%) dans H*(R?). Soit u €
H*+2(RY) : en passant en Fourier, F(Pu) = (|¢|?> + \)@ donc

(L+ €22 FPu)(©)] = (L+ €72 (1€ + Nla()] < max(L,A)(L+[€%)2Ha(¢)],

ce qui assure que || Pul| gs ey < max(1, A)||ul| gst2(ra)-
L’injectivité de P découle du fait que si Pu = 0, alors en Fourier (|¢2 + \)a(€) = 0
donc 4 = 0, soit u = 0. A
Enfin, P est surjectif. En effet, soit f € H*(R?). On peut poser u = f‘l(wﬁ) €
S'(RY) qui vérifie Pu = f dans S’(R%). On voit alors que

(1 + 1€ a(©)] < max(1, )1+ [P F(©)

donc u € H*T2(R?). On remarque que cette derniére inégalité donne également la continuité
de la réciproque.

4. Soit m l'ordre de T dans &'(R%), K son support. La transformée de Fourier de T est
bien définie car £ (R?) ¢ S’(R?) (on a méme vu qu’il s’agit alors d’'une fonction entiére).
On veut montrer qu'il existe s € R pour lequel & — T(€)(1 + |£[2)%/2 € L2(R%). On prend
¢ € S(RY) et on évalue :

(@+ 1Py L) = (7. (Lt [€%) %)
= (T.F((+1eP))

<C sup |0°F ((1+[6P)%0)|

|a|<m
zeK

<c [ (IR ) Plelo s

<c ( [a~ |§P>m+8df) *lele

(on a utilisé successivement : les propriétés fondamentales de la transformée de Fourier,
la définition d’une distribution & support compact, et pour la derniére inégalité, c’est bien
str Cauchy-Schwarz). Si s < —m — g, la derniére constante intégrale est finie. Grace a la
densité de S(R?) dans L?(R%), on voit donc que (1 + |¢]?)%/2T" définit une forme linéaire
sur L?(R%), et on conclut par dualité.

o.
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a) Comme l'application t — e’ est 1-lipschitzienne, on a
e € — e < o€~y €] <o —yllE],

par Cauchy-Schwarz sur R%. Et donc en interpolant, on a, pour tout a € [0, 1], par
exemple avec C = 217,

’e—ix{ . e—iyf’ — ‘e—ixf _ e—iy{‘a’e—ix{ o e—iyf‘l—a < C]ac . y|o¢‘§’o¢.
b) Or, pour u € S(R?), par inversion de Fourier,
1 , i iy-f)
u(x) —uly) = —— U et —e d€.
(@) = u(s) = g [ 66) ( ¢

Donc, pour tout £ > 0,

u(z) — uly
|z —y|®

Do C [ e
< oy [, Il

< Cd 0,8l oy .

Finalement, pour tout « €]0, s — %[, on a (avec € = 2s — d — 2a > 0),

[uz) — uly)|

< Cla, d)||ul| grs-
2l < o)l

c¢) Enfin (c’est encore la méme preuve que mentionnée a la question 1),

‘ 2\s/2
enluto)l = | [ a@ecar] < [ ol < [ @G

< ([ morairra)” ([ )" < oo

car s > d/2, et donc 1/(1 + |¢|?)® € LY(R?, d¢). Finalement,

u(x) —u
||| o —I—sup’()iiy)’ < Cla, d)||ul|gs-
TF£Y ]x—y]

Par densité de S(R?), si (un)n C S(R?) converge vers u dans H*(R%), quitte a
extraire, on peut supposer que la convergence a lieu presque-partout et on conclut
que H*(R?) ¢ C%(RY) avec injection continue.

*

Solution 3.  Transformée de Fourier de la distribution diagonale
1. Comme ¢ € S(R?), on sait que ¥ € S(R?), et en particulier il existe C' > 0 telle que

1+ +n)d(e,n) < C.

En prenant ¢ = 7, on voit que & — (&, €) est dans L' (R). Par conséquent, le théoréme de
convergence dominée implique

. —ee2 . N _ N
tim /R <€ (¢, €)de = /R D(E,€)de = (T,9) = (T, ).
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2. On développe
D68 = [ Oy (a,y)dudy,
R2

soit

I = / e / e E@H (1, ) dwdyde.
R R2

On peut intervertir sans probléme les intégrales car (§,x,y) — 6*552e*i5(’”+y)¢(x,y) est
dans L'(R3). Mais on connait la transformée de Fourier de la Gaussienne

/ —e€? ,—i€(z+y) d¢ = \/> <z+y)2

donc
_(@ty)?
I. = \/> / 43 (z,y)dzdy.
R2
Dans l'intégrale en y, on fait le changement de variable z = g—?ﬁ On obtient comme voulu

I. —Qf/ (x,2vez — x)dxdz.

3. On pose fo(z,2) = 6_221/1(33, 2\/ez—x) et on va appliquer le théoréme de convergence
dominée en faisant tendre £ vers 0. On voit que f.(x,z) — e‘zzw(x,—w). De plus, en
choisissant C > 0 telle que

(1422 + ) |(x,y)| < C,

on a la majoration

52

Ce
fe(x,2) < 22

qui est intégrable sur R?, donc en passant a la limite,

<f,¢> =2y7 efzzw(x, —z)drdz = 277/ U(x, —z)dx
R2

R

Solution 4. L’équation de Schridinger
1. On prend la transformée de Fourier par rapport a = de I’équation : dans L?(R?), on
a l'égalité
0y — |€)*u =0,
et on obtient (¢, &) = ¢k"75(¢) dans L2(R%). Comme la transformée de Fourier est un
isométrie de L2(R?) dans lui méme, on obtient

[u(®)l[ L2 = [luollr2-

2. On sait que el est borné, donc est dans S’(R?) et sa transformée de Fourier est
bien définie (au sens de S'(R?)).

3. On voit que pour a de partie réelle strictement négative, on a

s F @),

2

VF el () =
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2
|z

donc en calculant V(e™ f‘l(ea|§|2)(x)) = 0, on déduit que F~1(e®81)(z) = e1a F1(e€1*)(0).

On calcule ensuite

FHe ) (0) = (27]%)/ et dg = (271T)d <—7Ta>g

4. Soit ¢ € S(R?). On considére un imaginaire pur a = ib. On écrit

1 |z|2 . 1 el
(————e1t,p) = lim( ——— ei==FD) )
(—4mibt)2 =0 (—4m(—e +ibt))2

i (L (o)l
lim (71 (e ). 0)

= hm<e<-€+ib>'f'2,f-1<so>>

e—0

bIEL2
= (" F ()
ib 2
L < ), o),
les deux limites étant justifiées directement par le théoréme de convergence dominée.

5. Si u(t) est solution de I'équation de Schrodinger, alors u(t) = F (&) x ug, donc
pour t >0 on a

_ it|€l?
()| zoe < 17 ()| oo fuo | 1 <

7 lluolLr-
2

4rt

*

Solution 5. Un théoreme di o Hormander

1. Soit f € LP(Rd) dont le support est contenu dans un compact K. Il existe M assez
grand tel que si |h| > M, alors K N (h+ K) = (. On a alors

Imf + FI2, = /R F@— )+ F@P k(@) + Ly ko (@))de

- /K (@) P + /h UCEDIE

= 2| fIIZ»

On a ainsi ||7,f + fllzr = 2P||f||Lp
A présent, soit f € LP(R?) quelconque, et ¢ > 0. Il existe g € LP(R?) a support compact
tel que

If =gl <e.

1
Soit M > 0 tel que pour tout |h| > M, ||Thg + g|lzr = 27||g||Lr. Majorons alors

1 1
lmnf + fllee = 27 fllee < llmag + glle + 1f = glle + 170f = TagllLe = 27| fl e

1
< 2¢(llgllze = [1fllze) +2(1f = gllzr

<Alf - gl
< 4e,
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car 73, est une isométrie de LP(R?). Dans I'autre sens,

1 1
27| fllze — llmnf + fllee < 27 (lglle +€) — lITnf + fllzr
<2+ ||Thg +gllze — l7af + flize

<2+ |mlg—f)+(g—lwr
< 4e.

2. Notons C := Sup{HTfHLq | f e LP(RY), || fllre = 1}. Soit f € LP(RY) telle que
| fllLe = 1. D’une part, on a

IT(nf + Pllzs < Cllirnf + Flize-

D’autre part, comme T' commute aux translations, ||T(7hf + f)|lze = [|7o(Tf) + (T'f)|| a-
En faisant tendre h vers I'infini, on obtient alors

1 1
20| Tf||pe < C-2v.
En prenant le supremum sur de telles fonctions f, on trouve
1 1
C-2¢<(C-2p.

Vu que p > ¢, on voit que nécessairement C' = 0, donc T est nulle, par homogénéité.

3. Supposons que pour tout f € L2(RY), on a w * f € L'(R?). Définissons alors I'opé-
rateur
. L*(RY) — LY(RY)
‘ fr— wx f.

Premiérement, 7' commute avec les translations : si z, h € R?, alors

(w*mf)(w)Z/Rdw(y)mf(w—y)dyz/ w(y)f(r —h—y)dy = (w=* f)(z - h).

Rd

Reste a voir pourquoi T' est continue. On va appliquer le théoréme du graphe fermé :
soit (f,)n une suite d’éléments de L?(R%) tels que f, — f dans L?(R?) et w* f,, — ¢ dans
L'(R?). 1l s’agit de montrer que g = w * f. Pour ce faire, considérons la transformée de
Fourier : nous avons

?; — f dans L*(RY),

@ =w- f; — ¢ dans L®(RY).

Or & une sous-suite prés de (ﬁ)n, la convergence vers f a lieu presque partout, ce qui
signifie que pour presque tout z € RY, @(x)?;(x) — G(z). Donc § = @f dans L®(R?), i.e.
g=TF. B

D’aprés la question précédente, cela impose que 7' = 0. Or si on choisit f := F~ (),
on a clairement T'f # 0 car Tf = |@|2. D’ott une contradiction.

*
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