Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n°12

ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 6 mai 2019

Solution 1.  Echauffement : cas limite d’injection de Sobolev

1. On considére la fonction radiale définie par f( ) = x(|z])(In |z])*/3, ou x est une fonction C
sur R, qui vaut 1 sur [— }1, 4] et a support dans [—1 3 2] On vérifier que f € L?(R?). On calcule, sur
(3.3, 0.f = mx( )+ (In7)/3x'(r), et f est continue en sur le disque unité, donc en calculant
I'intégrale en coordonnees polaires,

1 2
)2/3x(r)> rdr < 400.

((hl Y3 (r) + 3r(n )23

1
IV ey =2 [
2

Ainsi f € H'(R?), mais bien siir, f ¢ L®(R?).

2. On a |u(z1,x2)| < fm |0z, u(t, x2)|dt, et symétriquement pour 2, donc :

|u(z1,2)] /|811utx2 |dt - / |Oppu(1,t)|dt.

En intégrant en x1 et en x9, vu que les variables sont séparées :
Il— / Ougular, t)|dtda, - / O, ult, @2)dtdas < 00, ull s 52 |9zl 1 22,

3. On applique ce qui précéde a u?, dont les dérivées sont u®~19, u. Ainsi,

0 9
||UH%29(R2) = Jlu ||%2(R2)

< |0u" " O, ul| L 2y |00 02,0l 11 ()

< 0| 2wy 10wy ull Lo g2y 100 | L2 (r2) | Do ul L2 2

(6-1)

< 92” ”LQ(G 1) (R2) ||vu||L2(R2)

En prenant la racine carrée, on obtient ’estimée voulue.

4. La concavité du logarithme s’écrit, pour z,y > 0, A € [0,1] :
Alnz+ (1 —=A)Iny <ln(Ax+ (1 = N)y),

soit encore : £2y' = < Az+4(1—\)y. On choisit donc A = (—1)/6, x = [ull p20-1) 2y €t ¥ = [[Vull L2 (re).
pour obtenir
[ull 2o g2y < (0 = Dllull p20-1 g2y + [[Vull2®2)-

On peut donc méme choisir C'(0) = 6.

On sait que H'(R?) — L?(R?), donc avec § = 2, on obtient que H'(R?) — L*(R?). Puis par
récurrence immédiate sur k, on obtient H!(R?) — L2¥(R?), pour k € N. Enfin, pour tout ¢ € [2, 00|,
on interpole entre L2(R?) et L?*(R?) avec k > ¢/2, et ainsi H'(R?) — LI(R?).
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Solution 2. Injection de Sobolev homogéne

1. On vérifie la positivité, 'homogénéité et I'inégalité triangulaire immédiatement. Les fonctions
constantes annulent || - [[gyvio(re) donc celle-ci ne définit pas une norme.

2.0n a

| fo,a — fb,A\BHLa(B,%) < 2R[IV £, all Loo (e
d d, =
<cr [ e Hef R d
d d ——
—Cr [ (e AR Al
B(0,A4)

2fdd : Az 2d >
< CR ( /B ol 5) ( /B GG 5)

o
= C'RAIfll g -

3. Ce résultat suit directement de I'inégalité triangulaire : comme f = f, 4 + fj a,

dz
/B’f - f|B‘ @ < Hfb,A - fb,A\BHLl(B,%) + ”fﬁ,A”Ll(B,%) + Hfﬁ,A|BHL1(B,di)

1B|

< o4 = FoapllLas o) + 2 sall e s 20

7‘B
|B|

2
<4 = foaBllp2p, ey + ﬁ\\fﬁ,AHLZ(RZ)-

4. On a alors

[SIIoH

( /IE y ('j‘)d\f(a\?dg);

17 de ) *

dx _
[ 1f = fnl < CRAIfl g + R

_d
< CRA|/| 3 + C(AR) 2(/§|>A

et le résultat suit en choisissant A = %.

Solution 3. L’équation des ondes

1. On considére la transformation de Fourier en z € R% de I’équation, et on se raméne donc &
chercher une solution ¢t — (¢, &) de I'équation différentielle ordinaire :

O+ |€)?0 = 0 dans R x R?, )
@(0,-) = g, 9yu(0,-) = @y dans R?,
L’unique solution de cette équation est

sin(t[¢])
€l

On en déduit 'unique solution en inversant la transformée de Fourier, en se souvenant que tout
est bien défini car g et 4, sont dans L? (Rd) par hypothése, et les membres restants des termes dans

a(t,§) = cos(tl¢])ao(§) +

(),
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L>*(R%). En dimension 1, si alf(g) est dans L'(R), on peut faire un calcul plus explicite et on retrouve
la formule dite de d’Alembert :

o eite 4 o—ite eite _ o—ite

u(t,z) =F (72 g o

wolz+ 1) fuole =) flat+t) = fle—1)

- 2 + 2i ’

avec f = ]:_1({“5(5)).

2. Comme Suppr {£,1 < [¢] < 2}, on peut écrire f: Xf avec y radiale telle que x(§) = 0 pour
€] < % et €] >3, et x(€) =1 pour 1 < |¢] < 2. On a donc

FHMF) = FH e fx) = £ F (X (),

d’ou la formule

1 ) .
K(t.2) = G /R x(@)eEeag,

3. On écrit en coordonnées polaires

1

+oo
K(t - = d—1 ’i?“(t+x-w)d dr.
) (2m)4 /r:o ) /weSd—l ‘ o

L’idée est simple : on veut faire des intégrations par parties en r, en intégrant l’exponentielle pour
gagner des puissances de t. En effet,

eir(tJr:B-w) _ =" ; : wareir(tJr:v-w)

Pour |z| < L, on a
1
t+z-w

2
<77
—t

donc on peut itérer le processus, et gagner autant de puissances de ¢ que 'on veut.
La partie délicate concerne donc la tranche % < |z|. On écrit

1 ’ d—1 jitr ire-w
K(t,z) = (27T)d/r ) x(r)r e /weSd—l e dwdr

1 /3 d—1 itr/ ir|z|wy
= —— x(r)r¢ e e dwdr
Gy Sy M) s

3 . .
=&y / X(T)rdfleztr / eW|:v| cos(9)| sm(@) |d72d9d7‘
r fest

[N

ou l'on a utilisé I'invariance de 'intégrale en w par rotation, puis ou l'on a intégré en (wa,...,wn_1).
A présent, on intégre par parties en 6, et on voit que 'on peut faire [%] intégrations par parties
grace au facteur sin(f) : si au bout d’un certain nombre d’intégrations par parties, pour un certain
g(0) polynémiale en cos(f) et sin(f), on se retrouve avec un terme

/ 39 sin(0)* g (0)de,
0

on procéde de la facon suivante :

ety cos(0)

/ " i eos(0) g (6) sin(9) 1 g(8)do = / T n(0)F2((k — 1) cos(8)g(8) + sin(6)g(6))db,
0 0 vy
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et 'on ne crée pas de terme de bord lorsque k > 1. Avec y = r|z|, & chaque intégration par partie,
un facteur ﬁ apparait, et comme || < ¢ sur cette tranche, on obtient une premiére estimée de
décroissance.

Pour « gagner » encore un peu, il faut remarquer que, si y > 0, alors

i iy cos 0 _ L
| et = 0,01 Vi
Cela provient d’un développement en série de Taylor de 6 +— cos € au voisinage de 0 (lemme de phase
stationnaire). On obtient donc la décroissance voulue.

Voici quelques rappels sur le principe de la phase stationnaire. On s’intéresse au développement
asymptotique de I'intégrale & paramétre F'()) := f; (@) g(x)dx, o  est a valeurs réelles (on suppose
pour simplifier f et ¢ de classe C*°). Si la dérivée de la phase ¢ ne s’annule pas, une intégration par
parties nous montre que

(@) ’ b /
F(\) = [z)\cp’(:c)g(w)] ) — zl)\/a (@) ((g/) (x)dx = (’)(%)

Néanmoins, si la dérivée de la phase ¢ s’annule en un point g (on le suppose unique, égal a 0
et sur le bord de l'intervalle [a,b] quitte & couper cet intervalle et translater les variables), alors la
décroissance de 'intégrale est donnée par le terme d’ordre 2 dans le développement de Taylor autour
de 0, si celui-ci ne s’annule pas.

Observons d’abord le cas p(x) = 22 et g = 1, auquel on se raméne par difféomorphisme dans le
cas général. Il s’agit de calculer foa e dy = f0+oo e g 4 O( %) On peut par exemple appliquer la
formule de Cauchy a la fonction holomorphe G(z) = ¢ gur le contour triangulaire délimité par les
points 0, R et R(1 + 7). On obtient

R‘/\2 R'A1'22 R',\M'2
/ e“‘dm:(1+i)/ ez(”)xdx—i/ e NMHFiz)" gy
0 0 0
= (141) /R e 22 gy i/R IMM?—a?)—2AMz g
0 0

Par convergence dominée, on déduit que

R
iz R—+o00 A1 ™
der ——— (1 — /=
/0 c (1 +i)5/ o
Dans le cas général, si a = 0, ¢/(0) = 0 mais ¢”(0) # 0 (par exemple si ¢”(0) > 0 quitte a

conjuguer), on observe aussi une décroissance en % Pour cela, on écrit p(z) = ¢(0) + 2% (z) o 1

est C*™. On veut faire le changement de variable Y (z) = /¢ (z). Cette fonction est bien définie au
voisinage de 0, de classe C*°, vérifie Y'(0) = 0, et comme (0 ) = W(O) > 0, on a Y'(0) = /9(0) > 0.
D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe alors d,& > 0 tels que Yz €0,0] — zy/9(x) € ]0,¢€]
est un C*°-difféomorphisme. Grace & ce changement de variables, en posant f = go Y1 x (Y1) on
transforme F'(\) en

F(\) —/ iry? fly )dye”‘w )—i—/bei)‘“"(x)g(ac)dx.

0 )

Le deuxiéme terme est un O(%) car la phase n’est stationnaire en aucun point de [d, b] par hypothése.
Pour le premier terme, on effectue un deuxiéme développement de Taylor de g, ce qui donne

f(y) = f(0) + yh(y) pour h de classe C*°. De plus, f(0) = g(0) %. On décompose alors

@

S
) . 1
FO) = [N agr )0 s [C e yng)ane ) 1 o).
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Une intégration par parties montre que le deuxiéme terme est un O(%), et I'étude avec p(x) = 22
g(x) =1 conduit a

I

_ N 9(0) 7T
F\) =(1+1e MO)T 0

+O().

Pour revenir au probléme du calcul de [ ecs94(0)df, on voit que la dérivée de 0 +— cos()
s’annule en 0 et en 7, mais la dérivée seconde ne s’annule pas en ces points donc on obtient bien une
décroissance en —= lorsque y tend vers +oo.

VY
4. On a vu a la question 1 que

_1 x —t,2)) *u 1 x__x*ga(f)
u(t,:c)—z(K(t, )+ K(—t,7)) 0+2i(K(t’ ) K(=ta)« F < [3 )7

donc

ur 1

Ju(t, )] < S (1K ()l poe ey + 1B (=t ) oo ) (ol 1 ey + 17 ( ) lzr@®e) S —azT
|£| |7§|L 2 J+2

N =

*

Solution 4.  Théoréeme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
1. On applique le théoréme d’Ascoli. Tout d’abord, p, * f est réguliére, et donc (py, * f)
C%(Q2N B(0, R)). Ensuite,

lorBOR) €

[ fHLoo(Rd) < Hpn”LP’(Rd)HfHLP(Rd) < Chn.

Ainsi F;, g est bornée uniformément dans C*(2n B(0, R)). De plus, pour z,y € Q,

[(on * ) (@) = (o [)(Y)] =

[ onle =2 = paly = 2 )
1/p
< ( / ou(e = 2) = paly z)p’dz> 1l
B(z,;)UB(y.5)

Vo 1/p
< C / N p/ vy p/ .

< C'[Vpnllcogayn™ |z —y|
=C"(n)|z -yl

ot C” = C"(n) dépend de n mais pas de f. Donc F, r est équicontinue. Par le théoréme d’Ascoli, F,
est relativement compacte dans C°(2 N B(0, R)).

2. En appliquant I'inégalité de Holder avec la mesure p,(h)dh, on a

(o + ) () = f(2)] =

/Rd pu(h)(f(z = h) = f(l‘))dh‘

< ([ 11~ f(x)lppn(h)dh)l/p ([ 1)

< ( NGO f(x)lppn(h)dh>1/p,
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car f]Rd pn = 1. Ainsi, par Fubini,
/ (pn * ) (@) — f(2)Pdx < / / (@ — h) — f(2)Ppo(R)dhdz
Q zeQ JheRd
— / pul) / @ —h) — f(2)Pdedh
heR4 e

< / pn(W)lT=nf = flI7p(qydh-
heB(0,1/n)

Soit £ > 0. On choisit § > 0 qui convient pour (ii), et N > 1/§. Alors pour n > N, h € B(0,1/n)
entraine que ||[7_pf — fl|Lr() < €, et donc

1o f = FIB 0 < & / pu(h)dh < <.
heB(0,1/n)

3. Soit € > 0. Soit R > 0 qui convient pour (iii), et N qui convient pour la question 2. Par la
question 1, Fy g est relativement compacte dans C°(Q N B(0, R)), et donc dans LP(2 N B(0, R)),
comme N B(0, R) est de mesure finie. En particulier, F r est précompacte : on peut recouvrir cet
ensemble par un nombre fini k£ de boules de rayon &, que I’on note B((py * f1)|m, e),...,B((pn*

fe)lorBo.R) €)-

Par la question 2 et par (iii), on voit que F est recouverte par les boules de rayon quintuple :
B(f1,5¢),...,B(fr,5¢). En effet, si f € F, par ce qui précéde, il existe j tel que (pn * f)|m €
B(pn * fj,€), et donc

1f = fillee) < N f = filler@nso.ry) + 1 flr@\B(o,r)) + 1 fillLr@@\B(0,R))
<|If = pn * fllLr@nBo,r)) + llon * f— pn * fillLe@nBo,r))
+llon * fj = fill LeconBoo,r)) + 2€
< 5g,
grace a (iii) puis & la question 2.
Ainsi, F est précompacte dans LP(2), donc relativement compacte, car LP({2) est complet.

4. Par densité des fonctions en escalier et par linéarité de 7y, il suffit de vérifier la convergence pour
des fonctions indicatrices d’intervalles finis [a, b]. Mais pour h assez petit, on a alors

1
I7n L) — Liapill o ray < 2[R|7,

qui tend bien vers 0 quand |h| tend vers 0.

5. Comme F est relativement compacte, elle est bornée (d’une suite (fy,), telle que || fn] — +o0,
on ne peut extraire aucune sous-suite convergente).

D’autre part, supposons que JF ne vérifie pas (ii). Il existe donc une suite f, € F, h,, € R? tel que
|hn| — 0 et e > 0 telle que |7, fn — fallLr() = €. Quitte & extraire, on peut supposer que f, — f
fortement dans LP(€2). Or on a

Thnf - f = (Thnf - Thnfn) + (Thnfn - fn) + (fn - f)
Comme
1 Th f = Tho fullLe) < NIf = fulle) — 0,

[ 7h fr = frllze) > €,
Ifn = fller@) — 0,
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on en déduit que liminf,, oo |74, f — fllr() > €, ce qui contredit la question 4.

Enfin, supposons que F ne vérifie pas (iii). Il existe alors £ > 0 et des suites f,, € F et R,, — oo telles
que || full Lr(@nB(0, Ru+1)\B(0,Rn)) = 2€- Quitte & extraire, on peut supposer que f, — f dans LP(£2) forte-
ment : pour n > N, || fo—f | zr(0) < €. Mais alors, on a pour tout n > N || f|| o (2nB(0,Ra+1)\B(0,Rn)) = €
Comme les ensembles en présence sont disjoints, on en déduit que || f|[z»(q) = 00, ce qui est absurde.

6. Soit T l'injection de H(Q) dans L%*(Q), et F = T(By1(0,1)) C L?*(Q2). Comme  est borné, il
existe R > 0 tel que Q C B(0, R) et (iii) est vérifié. De plus, on a bien sur ||f||z2 < ||f||z1 donc F est
L?-bornée. Enfin,

I7nf = Flay = [ 1@+ ) = f(o)Pda

).

1
g|hy2// IV f (@ + th))dtda
R4 Jt=0

< IR | £l
N——

<1

2

1
/ Vf(x+th) - hdt| dz
0

Ainsi, F vérifie (ii).
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