Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n°13

TRANSFORMEE DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS

Séance du 9 mai 2017

Solution 1.  Echauffement
Supposons que —Au = 0. Alors grace a la transformée de Fourier, on trouve que
€20 = 0 dans S'. En effet, si T € S, et p € S,

(F(AT), @) = (T, A(Fp)) = (T, —|§ Fop) = — ([T, Fop).
En particulier, on a supp @ = {0}, car si ¢ € S est nulle au voisinage de 0,
N P
—
€S

On a vu (cf. TD 11) qu’alors @ s’écrit comme une combinaison linéaire (finie) de g et
de ses dérivées. Ecrivons donc i = D ok|<K )\ké(()k). Or F~1(dp) = 1, la fonction constante,

car (F(1),¢) = (L, F(p)) = [ga @(&)dE = ¢(0), d’apreés la formule d’inversion pour les
fonctions de S. Par ailleurs, pour tout k € N,

FH087) = (—ia)" F ! (30),
ce qui prouve que v = F (i) est un polynéme en x € R%,

*

Solution 2.  Théoréme de Paley- Wiener

1. Si T est une distribution & support compact, on peut écrire, d’aprés le cours,
F(T)(€) =(T,e ™), ¢eR.

Comme pour tout ¢ € C, la fonction & — ize ™ est toujours C>°, on peut « dériver
sous le crochet de dualité » (ce qui se justifie en régularisant T'), et obtenir que F(T') est
analytique (avec la méme formule que ci-dessus, étendue a C).

2. Pour £ # 0, on a

FE) = [ e = [ e 0 fa),

donc |F(z)] < Cy|&|~Nefilm©l car 9N f est bornée sur B(0, R).

3. La borne sur F' permet d’utiliser le théoréme de convergence dominée pour conclure.

4. On intégre e F(€) sur un contour rectangulaire

A n . .
/ e”ﬁF(g)dﬁ + / e”(A“”)F(A +ip)dp+
—A 0

-A , (U .
/ e EHD P 4+ in)de + / AT (- A 4 ip)dp = 0.
A n
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En passant a la limite quand A tend vers oo, grace aux bornes sur F', on obtient
fla) = [ = p+inde.

donc | f(z)| < Ceftlnl==n,
5. Si on choisit > 0 qui tend vers 400, alors pour R < x, on obtient f(z) = 0. On
fait de méme pour x < —R avec n < 0.

6. Soit T' est une distribution & support compact, on note p son ordre (qui est fini), et
[—R, R] son support. Alors

p
IF(T)(E)] = (T, e ™) < C Y e |1 < C(1 + [¢])Pemmel,
k=1
Réciproquement, soit F' une fonction analytique qui satisfait une telle condition. Alors
F € & (car a croissance modérée sur R). Soit pi(z) = kp(kz) une approximation de
I'unité (ou p € CX° est positive, paire et d’intégrale 1). Comme py est & support compact,
pr satisfait les conditions de la question 2, donc pyF aussi, donc pj * F~1(F) est C* a
support dans B(0, R + %) Soit ¢ une fonction C*° a support dans le complémentaire de
B(0, R). On a alors, pour k assez grand,

0= (pp* F(F),g) = (FH(F), px g9) — (F'(F), ),
donc F~1(F) est a support dans B(0, R).
*

Solution 3.  Fonctions a support dans un méme compact

1. La fonction u définit une distribution & support compact, et donc, par un théoréme
du cours, sa transformée de Fourier est donnée par la formule

W(©) = (e = [ ulwyear, )
reK
pour & € R. Par Cauchy-Schwarz, on a |4(€)| < ||ul| 12 -|K|"/? pour £ réel, donc @ est bornée
sur R. D’autre part, la formule (x) reste bien définie pour £ € C (puisqu’on intégre sur K
compact), et par le théoréme de convergence dominée, définit une fonction holomorphe en
£.
2. u, — 0 donc, pour tout £ € R,

wn(8) = /Run(x)eii%dx - /R”n(l“) 1g(x)e ™ do "=35° 0.

€L2(R)

3. Soit K un compact de C, et © un ouvert borné qui contient K. Alors, V¢ € Q,
| (E)] < |Jtn| 2|15 (2)e~ || ;2. Observons d’abord que ||uy,| 2 est bornée uniformément
en n, d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus. Ensuite, une majoration brutale garantit
que

tkc()e e < K[V exp (19¢] - max|a]) < Co,
re

comme () est borné. Les hypotheses du théoréme de Montel sont donc satisfaites, donc
la suite {@n|;z} est relativement compacte dans CY(K). Or, sa seule valeur d’adhérence
possible est 0, d’aprés la question 2. Donc u, converge uniformément vers 0 sur K.
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4. Comme L%( est réflexif, il suffit de montrer que F transforme toute suite faiblement

convergente dans L3 en suite fortement convergente dans LS. Siu, — u dans L3, alors

Up —u — 0, donc F(up, —u) = F(u,) — F(u) tend uniformément vers 0 sur les compacts

de R.
*

Solution 4.  Théoréeme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

1. On applique le théoréme d’Ascoli. Tout d’abord, p, * f est réguliére, et donc (p, *
f)‘m € C%(Q N B(0, R)). Ensuite,
llon * fllzee < llpnll o [ fllze < Ch.

Ainsi F, g est bornée uniformément (en f) dans C°(2N B(0, R)). De plus, pour z,y € €,

(5 £)(@) = pax @) = | [ (oala = 2) = puly = 2 ()2

1/p’
S N e B AU R
B(xvﬁ)UB(yv)

n

. o\
a ( B(z,1)UB(y,1) IVenllcoge e =4l >

< C||Vpnllco@mn® |z — y| < Chlz —yl,

ot C}, dépend de n mais pas de f. Donc F, g est équicontinue. Par le théoréme d’Ascoli,
F, est relativement compacte dans C°(Q2 N B(0, R)).

2. En appliquant I'inégalité de Holder avec la mesure p,(h)dh, on a

(o + ) () = f(2)] =

[ on() (o~ ) = f(a))an|

< ([ w0 —s@routman) " ([ 1-mmyan)’
< ([ e —m — sppuman) "
car [ga pn = 1. Ainsi, par Fubini,
(pn * £)() — f()Pda < F(@ — ) = F(2)Ppn(h)dhdz
Q xeQ Jh
= [ o) [ 17— 1) = f(@)Pdzan
<[ oy P ONS = 1y

Soit donc ¢ > 0 qui convient pour (ii), et N > 1/§. Alors h € B(0,1/n) entraine que
ITnf — fllLe() < &, et donc

n * [ — p <Ep/ n(h)dh < €”.
llpn * f fHLP(Q) = heB(o,l/n)p ")

3. Soit € > 0. Soit R > 0 qui convient pour (iii), et N qui convient pour la question
2. Par la question 1, Fy g est relativement compacte dans C°(2 N B(0, R)), et donc dans
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LP(2N B(0, R)), comme QN B(0, R) est de mesure finie. En particulier, Fy g est précom-
pacte : on peut recouvrir cet ensemble par un nombre fini k£ de boules de rayon e, que ’on

note B((pn * 1) lorpmmy ) - - Bllon * fio)lanpory ©)-

Par la question 2 et par (iii), on voit que F est recouverte par les boules de rayon
quintuple : B(f1,5¢),..., B(fk,5¢). En effet, si f € F, par ce qui précede, il existe j tel
que est telle que (py * f)|m € B(pn * fj,€), et donc

1f = fillee < If = filler@nso,ry) + I fllze@\Bio,r)) + 1 fill e\ B(0,R))
<|If = pn * fllLr@nBeo,r)) + llon * f = pN * fill Lri@nB(o,R))
+ |lon * fi = fill LenBo,r)) + 1 fle\B(0,R)) + || fill Lo\ B(0,R))

< de,
puisque Vg € LP, |[pn * gllze < |lonllzillgllze = |lgllze (pour le montrer, on applique
également Holder dans la définition de |py * g(x)|, avec la mesure py(y)dy, comme ci-

dessus).
Ainsi, F est précompacte dans LP(2), donc relativement compacte, car LP(2) est com-
plet.

4. f € CO(RY) est uniformément continue (car a support compact). Cela signifie exac-
tement que

lim sup |f(z + h) — f(z)| = 0,
h—0 rcRd

qui est le résultat demandé.

5. Soit € > 0, il existe g € C2(RY), tel que ||f — g|/zr < €. Le support de g est inclu
dans B(0, R). Soit alors ¢ €]0, 1] tel que si |[h] <4, [|g — Thgllcome) < /(1 + R)Y/P.
Alors, comme supp(g — 7,9) C B(0,R+ 1), on a

1/p e d
lg — mhgllze < g — Thgllco(may (/Rd ]lxeB(o,RH)d%’) < W(l + R <e.

Enfin, ||7,f — mhg|lzr = ||f — gllzr < e. Ainsi, si || <6,
l7nf = fllze < l7nf = Thgllze + 1Thg — gllze + llg = fllzr < 3e.

6. Comme F est relativement compacte, elle est bornée (d’une suite f;, telle que || fn| —
00, on ne peut extraire aucune sous-suite convergente).

D’autre part, supposons que JF ne vérifie pas (ii). Il existe donc une suite f,, € F,
h, € R? tel que |hy| — 0 et € > 0 telle que |7, fr — fullzr(@) > €. Quitte a extraire, on
peut supposer que f, — f fortement dans LP(2). Or on a

Thnf —f= (Thnf _Thnfn) + (Thnfn - fn) + (fn - f)

Comme

I Th f = Tho fullLe) = If = fallr) = 0,
(T, fr — anLP(Q) > €,
| frn — fHLP(Q) — 0,
on en déduit que liminf [|7p, f — f[/1r(q) > €, ce qui contredit 5.

Enfin, supposons que F ne vérifie pas (iii). Il existe alors € > 0 et des suites f,, € F et
R, — oo telles que ||fnHLp(QmB(()’RTrFl)\B(O’Rn)) > 2. Quitte & extraire, on peut supposer
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que f, — f dans

LP(Q) fortement : pour n > N, | fn — fllzr() < €. Mais alors, on a

pour tout n > N || f|lzr(0nB(0,Ra+1)\B(0,R,) = €- Comme les ensembles en présence sont
disjoints, on en déduit que || f||zr() = 0o, ce qui est absurde.

7. Soit T Dinjection de H'() dans L?(2), et F = T(By1(0,1)) C L?(£). Soit ¢ une
fonction réguliére qui vaut 1 dans un voisinage de 2. Comme ¢ est a support compact,
T(f) = ¢f est a support dans ce méme compact (Vf € Bp1) et (iii) est vérifiée. De plus,

on a bien sur ||¢f]]

a0 f) — o f32

2 < |lellzellfllzz < C|lfllg done F est L2 -bornée. Enfin,

= [ I+ WS @+ h) = p@)f (@) da
2
/01 V(e(x +th)f(xz +th)) - hdt| dx

1
2 2
< || /R /t_O|V(<p(a:+th)f(x+th))| dtdz
1
gcmy?/o /Rd\go(a:—irth)Vf(erth)]QJr (& + th)V(z + th)*dedt

< ClhPllellen |1 £ -
——
<1

Ainsi, F vérifie (ii).
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