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Solution 1.  Question de cours : relations entre noyau et image

1. Soit x € kerT et e € ImT™. 1l existe alors f € D(T*) C F* tel que T*f = e. On a ainsi
(e,x) = (T*f,x) = (f,Tz) = 0. Cela prouve que ker T C (ImT*)*.

Ensuite, si f € ker 7™ et si y = Tz pour un certain z € E, alors (f,y) = (f,Tz) = (T"f,z) = 0.
Inversement, si f € F* est tel que f = 0 sur Im 7', alors pour tout =z € D(T), 0 = (f,Tx), donc
feD(T*) et 0= (T"f,z) pour tout x € D(T'), ce qui veut dire que 7% f = 0 dans E*, par densité¢ de
D(T) dans E. Cela prouve que ker 7* = (Im T')*.

Pour les deux autres inégalités, il suffit de prendre I’orthogonal, et donc de prouver que si M C F et
N C E* sont des sous-espaces vectoriels, alors (M) = M, et (N1)+ > N. En effet, si f € M, alors
f est une forme linéaire continue qui s’annule sur M, donc f s’annule aussi sur M. Ainsi (M+)+ > M.
Réciproquement, si x ¢ M, on peut séparer strictement x et M par une forme linéaire continue, par
Hahn-Banach. Cette forme linéaire ¢ sera nulle sur M, qui est un sous-espace vectoriel, et non nulle
en . Donc g € M+t et x ¢ (M*)*.

Reste le cas de N. Si x € N+, alors (f,z) = 0 pour tout f € N. Comme I’évaluation est continue,
(f,r) = 0 pour tout f € N. D’'ou N C (N+)*.

2. Supposons que T est fermé. Soit x € Im(T*)*. Alors (e,z) = 0 pour tout e € ImT*. Par
densité de D(T), on considére une suite (z,)neny de D(T') tendant vers x dans E. On voit alors que
(f,Txyp) = (T*f,x,) — 0, c’est-a-dire Tx,, — 0. Supposons par l'absurde que (x,0) ¢ GrT. Alors
grace au théoréme de Hahn-Banach, et puisque GrT est par hypothése un convexe fermé, il existe ¢
une forme linéaire continue sur F x F telle que ¢(z,0) > 0 et p(a’, Tx") = 0 quel que soit 2’ € D(T).
On a en particulier 0 = @(zp, Txy) = @(zn,0) + ©(0,Txy,). Or f : y — (0,y) définit une forme
linéaire continue sur F', donc par convergence faible, 0 = ¢(zy,0) + ©(0,Tx,) — ¢(x,0). On obtient
une contradiction.

*

Solution 2.  Echauffement : adjoint et domaine

1. D(T) est dense dans £*(N), car il contient les suites presque nulles. Montrons que T est fermé :
si u — u et Tu” — v dans ¢1(N) quand N — 400, alors pour tout n € N, on a

Cela prouve que v, = nu,. Comme c’est vrai pour tout n € N, et que v € £}(N), on en déduit que
u € D(T), et que v =Tu. Donc T est fermé.

2. Soit a € £}(N)*. On sait que a s’identifie avec (ay,)nen € £°(N), et que

vu € (Y(N), (a,u) = Zanun.
n=0
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Supposons que a € D(T*). Alors application continue
+o0
u€e D(T) — Zan~nun
n=0
se prolonge en une forme linéaire continue sur ¢!(N) par densité de D(T). Le théoréme de dualité
¢t — ¢ indique donc que (nay)nen € £°°(N). Aprés réciproque évidente, il est établi que

D(T") = {(an)nen € £7(N) | (nan)nen € £(N)},

et que T : (an)nen € D(T7) = (nap)nen € £°(N).
En particulier, on voit que toute suite de D(T™) tend vers 0, et que D(T™) contient les suites
presque nulles. On peut donc prouver que

I’ensemble des suites de limite nulle. Donc 7% n’est pas & domaine dense dans (*°(N).
*

Solution 3.  Opérateurs compacts et suites

Si T est compact, et si (ep)nen est une suite de E' qui converge faiblement vers e, alors la suite
(en)nen est bornée. Donc (T'e,)nen est une suite dans un compact de F'. Soit f une valeur d’adhérence
(forte) de cette suite, et £ € F*. Alors x € E + (£,Tx) est continue donc £ € D(T) et (¢, Te,) =
(T*(0), en), et en passant a la limite des deux cotés de 1'égalité, on trouve (¢, f) = (T*({),e) = (¢, Te).
Donc par Hahn-Banach géométrique, f = Te. La suite (Tey,)nen ayant pour seule valeur d’adhérence
Te, elle converge vers Te.

Réciproquement, si T' transforme toute suite faiblement convergente en une suite fortement conver-
gente, montrons que T'(Bg) est relativement compact, o Bp est la boule unité de E. Soit donc une
suite (fn)nen de T(Bg). Ecrivons f, = T(e,), avec e,, € Bg. La suite (e, )nen est bornée, donc comme
E est réflexif, (en)nen admet une valeur d’adhérence faible, notée e> (c’est une conséquence du théo-
réme de Banach-Alaoglu séquentiel, voir le TD5 ou le cours). Par hypotheése, f°° := T'e® est une valeur
d’adhérence forte de (fy)nen, ce qui prouve que T(Bg) est (séquentiellement) fortement relativement
compact.

Solution 4. Opérateur de multiplication
Etudions la continuité de M,. Si a € £>°(N), on a clairement

1Ma () |2y = D lanlunl® < llalfoe ooy Iull -

n=0

Donc M, est continu, et [[M,|| < [|al|pe ). Réciproquement, s'il existe C' > 0 tel que Yu € *(N),
[ Ma(u)][e2ny < Cllulle2(yy, alors |an| < C pour tout n € N : en effet, si a,, # 0, on applique I'inégalité
précédente avec la suite dont seul le n-iéme terme est non nul, et vaut |a,|/an.

Etudions la compacité de M,. Si a, — 0, on peut considérer, pour tout N € N, la suite o’V =
(a)nen définie par
N {an sin <N,

0 sinon.
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On voit que |[a” — al|s=yy = 0 quand N — +00. Donc ||M,n — M| — 0. Or M,~ est de rang fini.
Donc M, est compact, en tant que limite en norme opérateur d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Inversement, si M, est compact, considérons la suite 6", les suites valant 1 au rang n, et 0 ailleurs.
C’est une suite faiblement convergente dans ¢?(N), vers 0, donc la suite M, (6") est fortement conver-
gente dans £2(N) vers 0 (voir l'exercice 3). Or [ Ma(0")¢2(rvy = |an|, donc ay, — 0.

*

Solution 5.  Idéauz de L(H)
Soit u € Z non nul. Il existe donc xg,yo € H, tous deux non nuls, tels que u(zg) = yo. Si x € H
est de norme 1, notons

v1 : h = (h|z)xo,

vy i h— <h y02)x.
l[voll

Alors vy o u o v] =: p, vérifie p, € Z (puisque Z est bilatére), et p, est la projection sur Vect z. Soit
maintenant v € L(H) de rang fini, et soit (z1,...,2y5) une base orthonormale de son image. Alors
V= (pz, +...+pzy)ov € Z. Donc Z contient tous les opérateurs de rang fini, et comme Z est fermé en
norme, et que dans les Hilbert, I’ensemble des opérateurs compacts est ezactement ’adhérence (pour
la norme subordonnée) de 'ensemble des opérateurs de rang fini, Z contient donc K(H), I’ensemble
des opérateurs compacts.

*

Solution 6. Fonctions a support dans un méme compact

1. La fonction u définit une distribution & support compact, et donc, par un théoréme du cours, sa
transformée de Fourier est donnée par la formule

(€)= (e = | ulz)eida, (*)

zeK

pour § € R. Par Cauchy-Schwarz, on a [4(§)| < [lullp1m) < [[ullz2m) - |K|'/2 pour £ réel, donc i est

bornée sur R. D’autre part, la formule (%) reste bien définie pour ¢ € C (puisqu’on intégre sur K
compact), et par le théoréme de convergence dominée, définit une fonction holomorphe en €.

2. up — 0 donc, pour tout £ € R,

’ - €L?(R)

3. Soit K un compact de C, et  un ouvert borné qui contient K. Alors, V€ € Q, [un (&) <
||unHLz(Q)\|]lK(:1c)e_”5\|Lz(Q). Observons d’abord que ||un[|72(q) est bornée uniformément en n, d’aprés
le théoréme de Banach-Steinhaus. Ensuite, une majoration brutale garantit que

ILic(o)e 2 < K12 exp Jma(©)] - maglol) < Co
HAS
puisque € est borné. Les hypothéses du théoréme de Montel sont donc satisfaites, donc la suite (| z)

est relativement compacte dans Co(f( ). Or, sa seule valeur d’adhérence possible est 0, d’aprés la question
2. Donc w,, converge uniformément vers 0 sur K.
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4. Comme L%( est réflexif, il suffit de montrer (voir l’exercice 3) que F transforme toute suite

faiblement convergente dans L% en suite fortement convergente dans LS. Siup, — u dans L2, alors

Uy —u — 0, donc F(u, —u) = F(up) — F(u) tend uniformément vers 0 sur les compacts de R.
*

Solution 7.  Opérateurs de Hilbert-Schmidt
1. Par définition, (T™ fyle,) = (fp|Ten), donc la formule de Parseval donne ||T* f,||2 = >, |(fp|Ten)|*.

Ainsi,
DT HIP =D Ml Ten)P =D Nl Tea)? =D 1 Tenl?,
p p n n p

n

car (fp) est une base hilbertienne de H (tous les termes étant positifs, I'interversion des sommations est
licite). Etant donnée une autre base hilbertienne (é,) de H, on a également Y, [|T¢,[?> = >, |1 T* f,|1?,
ce qui entraine que Y | Té,|* < oo, et D'égalité demandée. Autrement dit, le calcul de ||T'||gs ne
dépend pas de la base considérée.

2. Soit x € H de norme 1. La formule de Parseval appliquée & T'x donne
|Tz]* =D [(Tzlen)? =Y (@[T ) < Y 1T enl* = [T |%s-
n n n

Or, d’apres le calcul précédent, | 17| s = || T||ms, ce qui prouve que T est continu, de norme < ||T|| gs.

3. Soit (u")nen une suite de H telle que u, — 0 € H faiblement. On note u,, = ), ayen. La
convergence faible implique que pour tout m € N fixé, a]}, — 0 quand n — oo. Comme (uy)nen est
bornée, il existe C' > 0 tel que pour tout n € N,

lunll* = lap,|* < G2,

m>0

T étant continue, Tu, =), ayTep. Pour € > 0 donné,
— il existe M tel que Y, <, | Teml|? < €2/C? (par la propriété de Hilbert-Schmids, || T3¢ =

Dm0 ITenl? < +00);
— il existe N tel que pour tout n > N,

2
g
lan,? < .
2 10l <

m<M
Alors
[ Tunll = || apTem
m
< Z lam || Tem||| + Z lam || Teml|
m<M m>M
3 3 3 3
<(z|a;;|2> (z||Tem||2) s ae) [ e
m<M m<M m>M m>M
g g
S T HS‘FC* §2€.
Tlas | c

Donc Tu, — 0 dans H fortement. Cela prouve que T' est compact.
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Réciproquement il existe des opérateurs T compacts mais qui ne sont pas de Hilbert-Schmidt : par
exemple, la multiplication M, de I'exercice 4, avec a,, = ﬁ (n>1).

4. Pour n € N, notons encore 0™ la suite dont seul le n-iéme terme n’est pas nul, et vaut 1. Alors
(0™)nen est base hilbertienne de H. Calculons

SITe@Z =D lersnl® =D (1 +5)lel?,

n>0 n>0 k>0 jEN

en sommant le long des diagonales k +n = j cette série a termes positifs. On voit donc que ||I'c||gs <
+00 si et seulement si (1 + j)|ej? < +oo.

Solution 8.  Opérateurs a noyaux

1. Soit (ey) une base hilbertienne de H. Notons e, ® e, : (x,y) — ep(x)em(y).

1Tk lFs = Y ITkenlfe = D [(Ticenlem)?
n n,m

= ; ‘//Q K(x,y)en(x)em(y)dedy : = ; (K en @ em)|%.

La seule chose est donc de vérifier que (e, ® e,,) est une base hilbertienne de L%(Q x 2). C’est bien
une famille orthonormée. Soit V I'espace vectoriel qu’elle engendre. Alors, si h € V4, on a Vn,m € N,

//Q h(z,y)en(x)em(y)dzdy = 0,

et donc pour tout n, la fonction y + h(z,y)e,(x), qui pour presque tout x € Q est dans L?(Q), est
nulle. Donc a y fixé, [, h(z,y)en(z)dz = 0, et donc h(z,y) = 0. Cela prouve que V = (V) = {0} =
L?(2 x Q).

2. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H = L?(Q). Notons Te,, = >, alen, et

K(z,y) = Z Amem(T)en(y).

Alors K € L*(Q2 x Q) car T est Hilbert-Schmidt (on a précisément [|K|[2, = > nm la|? = ||T|)%g <
+00). Par construction, Tk vérifie que pour tout p,q > 0, (Tkeple,) = al et donc Tke, = Te,. Ainsi,
Tk est continu sur L?(Q), et coincide avec T sur Vect(e,,), qui est dense. Donc Tk est égal a T

Examinons 'unicité : supposons que T' = Tk, = Tk,. Alors 0 = || Tk, —K, |12 = || K1 — K2l 2, et
donc K7 = K.

3. Soit £ > 0. Il existe un ouvert w de R? x R? tel que @ est compact, contenu dans € x Q,
et tel que f(QXQ)\w |K|? < e. Soit F' une fonction continue sur Q x €2, a support dans @, telle que
| K — F|12@) < e. D’aprés le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe un polyndome P en les variables

x,y tel que
€

=

Notons P := 15P. Alors T'5 est de rang fini (car si d est le degré en x de P, alors pour tout f € L3(9),
T5(f) est une combinaison linéaire de troncatures des monomes 1,z,...,2%). Enfin, |Tx — Tp| <

| F' = Pl poo@) <

Tk —Tpl|lus = || K — P||;2 < 3¢. Donc Tk est bien approchable par une suite d’opérateurs de rang
fini.
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