Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n° 14

ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 22 mai 2017

Solution 1.  Echauffement : petites questions sur H*(R?)
1. On remarque que dp = 1, puis que Jra(14]€]?)%dé < +o0 si et seulement si s < —d/2.
Remarque : Pour montrer I'injection de H® dans C°, c’est dans la méme veine : pour avoir

le résultat, on peut montrer que @ € L'(R?) dés que s > d/2, puis conclure par la formule
d’inversion (dans L?), et le théoréme de convergence dominée.

2. 11 suffit de remarquer que (1 + |£]2)*1 > (1 + |£]?)*2 pour s1 > s9 et £ € R?, et 1'on
obtient la continuité de l'injection H®' — H®2,

3. Soit m lordre de u dans &’. La transformée de Fourier de u est bien définie car
& c & (on a méme vu qu'il s’agit alors d’une fonction entiére). On veut montrer qu’il
existe s € R pour lequel € — 4(€)(1 + |€]?)*/2 € L?. On prend ¢ € S et on évalue :

(@(1+[6)72, 0) = (i, (1+[¢[*))
= <u ]—'( (1+ (€)% )>
<O sup |0°F ((1+¢P)%0)|

la]<m
rzeK

<O [+ g™ + 162l

<C (/Rd(l + yfg\Q)m“df)é el

(on a utilisé successivement : les propriétés fondamentales de la transformée de Fourier,
la définition d’une distribution & support compact, et pour la derniére inégalité, c’est bien
str Cauchy-Schwarz). Si s < —m — %l, la derniére intégrale est finie. Gréace a la densité de
S dans L?, on voit donc que 4 - (1 + |€|?)%/? définit une forme linéaire sur L2, et on conclut
par dualité.

4. Comme D'application t — e est 1-lipschitzienne, on a
e — e W < a -~y €] < o —yllel,
par Cauchy-Schwarz sur R%. Et donc en interpolant, on a, pour tout a € [0, 1],
|67ix-£ . efiy-§| — ‘efix-ﬁ _ efiy-£’a|efi:r-£ . efiy-§|17a < C|l‘ . y|a‘§|a‘

Or, pour u € S(RY),
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Donc, pour tout € > 0,

o) =l < [ lelaelas

|z —y|*
d€ % e+2a | 2
: </R mw) ( /Rd“+ gy et \U(é‘)\Qdf)

< C@) )l ase

[un

+a’

Donc finalement, pour tout o €]0, s — %[, on a (avec € = 2s — d — 2a > 0),

) —ul)| _

Enfin (et c’est encore la méme preuve que mentionnée & la question 1),

(1 + [g[*)*

o) =| [ a©e<de| < [ a©las < [ 1aco) e

g (1+15%)
1/2
< (/R a(¢)*(1+ £|2)5d5)1/2 (/R ﬁ%) < O(s)|ull s,

car s > d/2, et donc 1/(1 + |¢?)* € L*(R?, d¢). Finalement,

”UHLOO + sup |U((L’) — u(y)’

up F R < @) e
TFY

Par densité de S, on conclut que H® C C® avec injection continue.
*

Solution 2.  Cas limite d’injection de Sobolev

1. On considére la fonction radiale définie par f(r) = x(r)In'/3r, ou x est une fonction

Ce° sur R, qui vaut 1 au voisinage de 0. On calcule, sur {x = 1}, 0, f = m, et f est
continue en sur le disque unité, donc en calculant 'intégrale en coordonnées polaires,

¢ 1
Hf”?—]l :27'['/0 (1112/37-—’_97'2]114/3r) T’dT<OO.

Ainsi f € H', mais bien str, f ¢ L.
2. On a |u(x1,22)| < [, |0z, u(t, x2)|dt, et symétriquement pour x2, donc :

\u(xl,xg)]2§/ lamlu(t,m)\dt-/ 1O, ) dt.
1 2

En intégrant en z; et en xo, vu que les variables sont séparées :
fulls < [[ 10t Oldtdrs - [ [ 105 utt,wldtdrs < 100,01 |0usl 1

3. On applique ce qui précéde a u?, dont les dérivées sont 0u9*18$iu. Ainsi,

lull20 = [lu]I72 < 10"~ Oy ul| 1 106"~ 0z, 0| 0
(-1

— — 2
< 02 g Oyl o0 | 21 Bry el 2 < 02 ][ 355 [ Vw3
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En prenant la racine carrée, on obtient I’estimée voulue.

4. La concavité du logarithme s’écrit, pour z,y > 0, A € [0,1] :
Alnz+ (1 —=A)Iny <ln(Ax+ (1 = N)y),

soit encore : 2 y!™* < Az + (1 — A)y. On choisit donc A = (0 — 1)/0, = = ||u|;20-1) et
y = ||Vu|| 12, pour obtenir

[ull 20 < (6 = Dl 20— + [Vl 2.

On peut donc méme choisir C(0) = 6.

On sait que H' < L2, donc avec § = 2, on obtient que H! — L*. Puis par récurrence
immédiate, on obtient H' < L?* pour k € N. Enfin, pour tout ¢ € [2, 00[, on interpole
entre L? et L?* avec k > q/2, et ainsi H' — LY.

*

Solution 3. Une autre écriture de H?

1. Il faut remarquer qu’en faisant le changement de variable x = x, y = = + h, on

obtient : u( )|
u(x) — Thu(x
/ | B dxdh.

Par la formule de Plancherel :

/n lu(e) — mu(e)de = u — mhullz: = || — Tall7e = |1 - e™)a()|z..

0= [ it - <t e

ce qui est la formulation demandée.

Donc finalement,

2. On fait dans f le changement de variable n = |{|h, ce qui donne dh = [£|~"dn, et
h-&=n-w (avec w = £/|£]). Et donc

_ —inw g2 |€[7"dn
f(g) - /R” ’6 ! 1‘ ’€|—n—25|7]|n+25'

En notant d
—im. n
g(O.)) = /n |6 e — 1‘2 |,,7’n+25’

g est finie car s €]0, 1[ et e~ —1| < min(2, |n|). De plus, on voit que g(Rw) = g(w), pour
toute R rotation dans R™). Ceci signifie que g est une constante K (n, s) finie et strictement
positive. Pour conclure,

Lw) = K(n.s) [ Jela©)ds

d’ot ’équivalence des normes.
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Solution 4. L’équation des ondes

1. On considére la transformation de Fourier en z € RY de I’équation, et on se raméne
donc a chercher une solution t — 4(t, &) de I'équation différentielle ordinaire :

021+ |€)?0 = 0 dans R x RV, )
@(0,-) = g, 91(0,-) = i1 dans RV,

L’unique solution de cette équation est

D ),

On en déduit I'unique solution en inversant la transformée de Fourier. En dimension 1,
on peut faire un calcul plus explicite et on retrouve la formule dite de d’Alembert.

a(t,§) = cos(t|¢])ao(§) +

2. Comme supp]? C {&1 < [€] < 2}, on peut écrire f = Xf avec x radiale telle que
x(€) =0 pour [¢] < L et |¢] >3, et x(¢§) =1 pour 1 < |¢] <2. On a donc

FoHE) = FH (M ) = £ FH(eEx(€)),

d’ou la formule

K(ta) = ex [ x(@)eeH=<de,

3. On écrit en coordonnées polaires

K(t,z) :cN/

r=0

400 .
TN_lx(r) / W) g,
weSN -1

L’idée est simple : on veut faire des intégrations par partie en r, en intégrant I’exponentielle
pour gagner des puissances de t. En effet,

eir(tJra:-w) _ i areir(t+ac-w)
t+z-w
Pour |z| < L et |z| > 2t, on a
‘ ] 2
- S —,
t+o-w t

donc on peut itérer le processus, et gagner autant de puissances de t que 'on veut.
La partie délicate concerne donc la tranche £ < |z| < 2¢. On écrit

3 . .
K(t,x) = cN/ ) X(r)rN_le_m/ e dwdr
T w

esi-1

e r TN—le—ztr / ezr\x| cos(wl)dwdr
weSN-1

Il
™

YIRG
.
N/ T)TNflefztr/ 62r|:p\cos(w1)‘ COS(W1)|N72dW1dT
r w1ES
ol l'on a utilisé 'invariance de 'intégrale en w par rotation. Cette fois, on intégre par
partie en wy, et on voit que 'on peut faire [%1 intégrations par parties grice au facteur
cos(wq ), et 'on ne crée pas de termes de bord. A chaque intégration par partie, un facteur
Tal apparait, et comme |x| ~ ¢ sur cette tranche, on obtient une premiére estimée de
décroissance. Pour « gagner » encore un peu, il faut remarquer que, si y > 0, alors

/ﬂ- iy cos 6 c
e df ~ —.
_ﬂ_ Yy—r—+00 \/@
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Cela provient d’un développement en série de Taylor de 6 — cos 6 au voisinage de 0 (lemme
de phase stationnaire). On obtient donc la décroissance voulue.

4. On a vu a la question 1 que

B 1 (@)
u(t,x) = 5(K(t,2) + K(—t.2)) xuo + o-(K(t,2) - K(~t,2)) + F 1( €] )

donc
1

N—1"
|t|T

|u(t,x)] < (HK(tv )Hoo + HK(_tv )Hoo)(cuo + Cu1) g

Joseph Thirouin 5 DMA 2016,/2017



