Correction du Td n° 2 d’Analyse fonctionnelle

DUALITE DANS LES ESPACES DE BANACH

Séance du 21 février 2014

Solution 1.  Métrisabilité de la boule unité de E' pour la topologie faible*

1. Considérons un voisinage faible, de la forme V = Ni>n{l € Bp, —¢ < (I, x;) < e}.
Par densité, pour i < N il existe z,, tels que [|z,, — z;]| < §. Soit A = maxn,. Alors
B4(0,55) C V. En effet si | € B4(0, ) alors

€ ons

|G za)l < | @i = i) + [ zi)] < [Ulllas — @i, |+ 572" < e
(On a utilisé ||I|| < 1.) Réciproquement, une boule By(0,2¢) contient un ouvert faible de
la forme V = N>y, {l € B, —e < (I, x,) < €}, avec 27V < ¢ En effet si [ € V alors

1 1 1
d(l,0) < ol zn)| + > gl za)l S e+ g < 2.
n<N n>N

On a aussi utilisé |(1, z,)] < ||I||||zn|l < 1.

2. Réciproquement, supposons Bps métrisable. Soit U,, = {f € Bp/,d(f,0) < %} il
existe V,, = {f € Bp,|(f,z)] < e, Vz € ®,}, avec ®,, ensmble fini, tel que V,, C U,.
Alors D = U, P, est dénombrable. Montrons que Vectr D est dense en montrant que
toute forme linéaire qui s’annule sur D est en fait identiquement nulle : si (f,z) = 0, alors
fen,V, CcNuU, ={0}. Vectg D est donc une partie dénombrable dense de FE.

Ce dernier point est une conséquence du théoréme d’Hahn-Banach. Si /' = Vecty D
n’était pas dense, on pourrait trouver z € E \ F, et il existerait | € E’ séparant {z}
convexe compact, et F' converxe fermé. On aurait donc par exemple, [(y) < ¢ < I(x) pour
tout y € F et donc par homogénéité, [ = 0 sur F. Par contre on aurait [(x) > 0, et donc [
ne serait pas identiquement nulle.

Solution 2. ¢! a la propriété de Schur
1. Voir exercice précédent.
2. Soit ¢F € ¢* définie par ¢F = oF. Alors (u”, ¢F) = up — 0 quand n — oo.

3. Si u™ ne tend pas vers 0 dans ¢!, alors, il existe € > 0 et une sous-suite u?™ extraite

telle que |[u®™|| > e. On considére maintenant v™ = ™ On a ||vn|ln = 1 et pour

PRl
tout w € £1, |(v™, w)| < %|(u¢(”),w)| — 0.

a1—1

4. Comme Z|u§)] = 1, il existe a1 tel que } 71, |u9| > 2. Supposons aj, et ng_i

construits. D’aprés la question 2, il existe nj > ni_1 tel que Z?ial |u7;’“| < 4. Comme
ng| __ . . ag41—1 | n 3
> |ui*| =1, il existe donc ag+1 > ay tel que > ;200 |ug™|[ > 4.
5. La suite v définie par v; = sgn(u;-”“) pour a; < j < agy1 — 1 fonctionne.

*
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Solution 3.  Convergence failble mais pas forte : trois exemples fondamentauz

1. On raisonne par densité de D dans L?. 11 suffit de voir que pour tout ¢ € D, [ untp —
0, ce qui est immédiat (support disjoints si n assez grand). Comme ||uy| ;2 = ||¢||z2 # 0
pour tout n, cette convergence ne peut pas étre forte.

2. Pour vy, il suffit de constater que D(R \ {0}) est dense dans L?. Comme ||v,| ;2 =
o]l 12 # 0 pour tout n, cette convergence ne peut pas étre forte.

3. Enfin, pour w,, on commence par le cas ott w(z) = e k # 0. Soit 1) € Cper((0,27)).
11 suffit alors de faire une intégration par partie (lemme de Riemann-Lebesgue) :

/eikmw(x)d:c -t eyl (x)dx = O(1/n).

ikn
Dans le cas général, on écrit w(z) = > ;. are’®®. Comme % — §; ;. quand n — +o0,
on trouve que pour tout N € N, wy = Z|k|<N ape™®™® — aq quand n — +oo. Donc
pour tout ¢ € L*(R), comme w? — w(n-) quand N — +oo dans L?((0,27)), et ceci
uniformément par rapport a n, on a :

| <w(n) = a0, ¢ > [ <[ <wh —a0,¢ > |+ | <wn) —wh, ¢ >] =0
1 21
2r Jo 5
ment la suite (w(n-)), ne converge pas fortement car ||wy/|| 12(0,2x) = |02 # || = I wl|£2((0,27))
(cf cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz).

quand n — +o0. Conclusion : w(n-) — w quand n — +oo dans L?(0,27). Evidem-

*

Solution 4.  Théoréme de représentation sur (L')’

1. L’aplication f —< ®,wf > est une forme linéaire continue sur L?. Il existe donc
v € L? tel que < ®,wf >= Jvf pour tout f € L?. On va poser u = - On remarque que
® et f— [uf coincident sur les fonctions L? a support compact.

2. Montrons que u est dans L avec [lufpe < ||| (1) Soit C > [|®[(z1),. Notons
A = {x € Q,|u(x)] > C}. Montrons que A est négligeable. Pour cela on va montrer que
AN K est négligeable pour tout compact K. Comme sgn(u)lang est a support compact

on a
< P, sgn(u)lgng >= /usgn(u)]lAmK > mes(ANK)C,

et de plus
< ®@,sgn(u)lank >< [|®f|(p1y |l sgn(w)lank L = [P (z1) mes(A N K),

donc mes(AN K) = 0.

Comme u € L, f +— [uf est une forme lindaire sur L', de norme inférieure ou égale
a||ullpee. @ et f+— [uf sont donc des formes linéaires continues sur L' qui coincident sur
un sous espace dense, donc elles sont égales.

3. Soit f : xg € Q. Considérons I'application u — u(xg) qui est définie sur C.(Q), les
fonctions continues a support compact. On a u(xg) < |lu|/L~ donc d’aprés le théoréme
de Hahn Banach, on peut prolonger f en une forme linéaire continue sur L*°. Supposons
qu'il existe g € L' telle que < f,u >= [ gu pour tout u € L. Alors pour toute fonction
continue a support compact dans Q \ {zo} on a f gu = 0, donc u = 0 presque partout sur
Q\ {zo} donc sur Q.
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Solution 5.  Théoréeme de Dunford-Pettis

L. sup,, [ |fn — f¥| = supn f{fnzk} | fn| — 0 quand & — oc.

2. Pour k fixé, la suite (fF), est bornée par k. On peut appliquer le théoréme de
Banach-Alaoglu sur la boule unité de L* : on peut extraire une sous-suite de f(];k (n) qui
converge pour la topologhie faible étoile o*(L>, L') (vers f* € L°°). Comme €2 est borné,
on a L>(Q) c LY(2) donc f(’;k(n) converge en fait pour la topologie faible o(L!, L>) et
f* e L' 11 faut faire attention & extraire les sous suites les unes des autres pour avoir pour

tout k <1 f!;l(n) converge.

3. fk est une suite croissante (pour tout g > 0 continue a support compact on a

f(f(’;;ll (n) —f£k+1(n))g > (0 donc en passant a la limite quand n — oo on obtient le résultat

souhaité). De plus || f*|;1 < sup,, || fallz1 < +oo, donc on peut appliquer le théoréme de
convergence monotone qui dit que fX converge dans L' vers f.

4. Soit g € L*. Soit € > 0. On décompose

| [ o = Dl =1 [ Goutn = Fh)o + [ (Fhuy = 9+ [ (8% = Dl

Soit k tel que [|g||ree(sup, [ |fn — f¥pr + |1 /% = fllzr) < 5. On choisit alors n tel que
’f(f!;n(n) — fFgl < 3

5. L’ensemble X est fermé L' fort, car si une suite u,, de points de X converge L' vers
u, alors u est mesurable, et une sous-suite de u, converge presque partout vers u. On voit
facilement que u est & un ensemble négligeable prés a valeurs dans {0,1}. On voit aussi
que les X,, sont fermés L' fort, par exemple en exploitant le fait que (f,,) est une partie
bornée de L' et le théoréme de convergence dominée.

6. On utilise alors le théoréme de Baire sur X (qui est complet comme fermé de L'),
puisque de toute évidence, X = Upen X, (en utilisant la convergence L!-faible de fj, vers
f). Un X,, au moins est d’intérieur non vide; il existe £ C Q et § > 0 tel que

|A| < = Vk >n, |/(fk—f)\gapourF:EUAetF:E\A.
F

On en déduit facilement :
Al<s=vezn | [ (=) <2
A

Cela implique I'uniforme intégrabilité car A; et A, définis comme les sous-ensembles de
A pour lesquels fr, — f > 0 (resp. fr — f < 0) sont de mesure inférieure a |A|.

*

Solution 6. L™ n’est pas séparable

1. Supposons E séparable. Soit {z,,} dénombrable dense. Pour tout i, on choisit n; tel
que z,, € O;. L’application i € I — n; est injective car O; NO; = @ pour ¢ # j. I est donc
dénombrable : absurde.

2. Pour tout a € Q, on fixe r, < dist(a,“Q). On considére la famille O, = {f €
L2 || f =gy lle= < %} Les O 4 vérifient bien les hypothéses de la question précédente.

Cécile Huneau 3 DMA 2013/2014



Solution 7.  Uniforme intégrabilité

1. Si F est uniformément intégrable, soit ¢ > 0 et § > 0 associé. Notons C =
supser || f|l1- Soit f € F Notons pour tout a >0 :

Ao = Az, |f|(z) = a}.

On a a mes(Aq) < [o|f| < C pour tout a > 0 donc pour a > % on a mes(A,) < 4, ce qui

implique que
Ifl <e
J.

Comme ceci est valable pour tout f, (1) est vérifiée.
Si (1) est vérifiée, on a pour tout a > 0, f € F et A mesurable,

[ <amesy+ [
A {lf[za}nA

Soit € > 0 et a > 0 tel que sup e » f{\f|>a} |f] <e€/2etd =€/(2a). On a alors simes(A) <9,

sup/|f|<ames(A)+sup/ lf| <e.
ferJa feF J{|fIzayna

2. Si une telle fonction g existe, soit € > 0 et ag telle que |a|/g(|a]) < € si |a] > ap.
ALors pour tout a > ag :

mm/ |ﬂSewg/¢uw
feF J{|f|>a} feFJQ

On peut donc conclure par la caractérisation du 1..
Réciproquement, supposons que F est uniformément intégrable. Pour tout n € IN, soit

an tel que
1

wg/ <2
reF {1z an} 2n

On peut supposer que (ay,)n est croissante. Posons

g(m) = Z 1{:02an}‘$|'

Alors g(|z|)/|z| = card{n, a, < |z|} — +00 quand |x| — +oc0. Enfin,

wgéauwmm<+m

feFr

est clair.
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