Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n° 2

SEMI-NORMES - THEOREME DE HAHN-BANACH (FORME ANALYTIQUE)

Séance du 11 février 2019

Solution 1.  Echauffement : espace quotient

1. Si U est un ouvert de F, alors on voit que

' @U)=U+F=J(@x+0),
zeF

et comme x + U est ouvert (grace aux propriétés des espaces vectoriels topologiques), 7! (7 (U)) est
un ouvert de E. Cela signifie que 7(U) est un ouvert dans la topologie quotient 7 sur E/F. En effet,
sinon, la topologie engendrée par 7(U) et T serait strictement plus fine que 7 et rendrait également
continue application 7. Autrement dit, 7(U) est ouvert.

2. Soit [2] = [x] 4 [y] dans E/F (ot on note [z] la classe de z dans E/F). Soit W un voisinage
de [z] dans E/F. Alors W := 7' (W) est un voisinage de z dans E. Comme z = (x + f) + 3 pour
un certain f € F, et par continuité de I'addition dans E, il existe U (resp. V') un voisinage = + f
(resp. y) dans E tels que U +V C W. En notant U := n(U) et V := 7(V), qui sont des voisinages de
m(x + f) = [z] et 7(y) = [y] d’aprés la question précédente, on obtient, grace a la linéarité de m, que
U+V Ca(W) =W, car pour tout ensemble A, 7(7~1(A)) = A.

De méme, si [2] = A[z] et W est un voisinage de [z] dans E/F (que I'on reléve en un voisinage
W de z dans E), on écrit z = Aa + f), avec f € F. Alors il existe 2 un voisinage de A dans R et
U un voisinage de = + f dans E tels que Y(u,y) € Q@ x U, uy € W. Donc (A, [z]) € Q x w(U), et
Y, [y]) € Q@ x n(U), ply] € 7(W) = W, d’oit la continuité de la somme et du produit par un scalaire.

3. Supposons E/F séparé. Six € E et x ¢ F, [z] vérifie [z] # [0]. Il existe donc un voisinage de [z]

dans E/F qui ne contient pas [0] : on le note U. Alors U := 7~ 1(U) est un voisinage de = dans E, et
UNF = 0. Cela prouve que E \ F est ouvert, i.e. que F est fermé.
Réciproquement, si F' est fermé, introduisons ’application continue suivante :

qD‘{ExE—)E
@y ey

®~L(F) est un fermé de E x E. Si & présent [x] # [y] dans E/F, alors ®(z,y) ¢ F, donc il existe un
voisinage W de (z,y) dans E x E tel que W C (E x E)\ @ (F). Ecrivons W = U x V ou U (resp.
V') est un voisinage de = (resp. y) dans E. On a

Vo' e U, Yy €V, ' —y ¢ F,

ce qui signifie bien qu’en considérant 7(U) et 7(V'), on obtient deux voisinages disjoints de [z] et [y]
dans E/F.

Solution 2.  Espaces localement compacts
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1. On part de la seconde définition et on montre qu’elle implique la premiére. Soit X un espace
topologique est séparé tel que tout point admet un voisinage compact. Soit x € X, et K un voisinage
ouvert de x tel que K est compact. Soit U un voisinage ouvert de x, on va construire un voisinage
ouvert V de z tel que V est compact et V C U en utilisant ’hypothése de séparation.

Si K C U, il n’y a rien & faire, donc on suppose que ce n’est pas le cas. Pour tout y € K \ U, par
séparation, il existe un voisinage ouvert U, de y et un voisinage ouvert V, de z tels que U, NV, = 0.
Alors (K \U) C (Uyem\ Uy) done par compacité de K\ U, il existe y1,...,y, € K \ U tels que

n

(K\U) c Uy

On pose alors
n
Vi=Kn ﬂ Vi«
i=1
On sait que V C K donc V C K est compact. De plus, V C (U, Uy,)¢, et ce dernier ensemble est un
fermé, donc V' C (U, Uy,)¢ C (K \ U)¢. Comme V C K, cela signifie que V C U, et on conclut.

2. Soit E un espace vectoriel topologique localement compact. Soit U un voisinage compact de 0.
Alors %U est encore un voisinage de 0 par continuité de la multiplication scalaire, et

1
Uc@+30)
zcU

Comme U est compact, on peut extraire un sous recouvrement fini

N 1
UcU@+30), 2 el
i=1

Montrons que U C Vect(z1, ..., zy). Dans ce cas, pour tout z, comme + — 0 lorsque n — +00, on sait
que £ € U a partir d'un certain rang donc x € Vect(z1,...,zy).

Soit y € U, alors il existe i1 € [1,N] et &1 € U tel que y = x;, + %1 En itérant, on construit une
suite (ix)r>1 & valeurs dans [1, N] et une suite (¢);>1 & valeurs dans U telle que pour tout K,

K

_ €K . _ Liy,

y—SK+27KOUSK—E ok—1
k=1

Montrons que U est borné, dans le sens ol pour tout voisinage V' de 0, il existe A > 0 tel que
U C A\V. Soit V un voisinage de 0. Pour tout « € U, par continuité de A — Az, il existe A, > 0 tel que
x € AV pour tout A > ;. On peut de nouveau extraire un sous-recouvrement fini

M
Uc |V,
=1

donc U C AV ot A = max{Az,, ..., Azp, }-
On veut maintenant montrer la convergence de Sj vers y. Soit W un voisinage de 0. Comme
I’application
RxE—E
(p,u) = pu
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est continue, il existe n € R et V voisinage de 0 dans E tels que [—n,n].V C W. Or, comme U est
borné, il existe A > 0 tel que U C AV, donc si K est tel que 25 > %, alors ;—’g e W. Comme W est
quelconque, on en déduit que donc

Sk — y quand K — +oo.

D’un autre co6té, posons

Sk= 2 i
1<k<K,ip=i

pour tout i € [1, N] et K > 1, de sorte que pour tout K, Sir = SV, St ;. Soit Si_ la limite des sommes
partielles S%. Alors par continuité de I'application (T, ..., TN) — SN, Tiz; on a Sk — SN, Si z;
quand K — +o0.

Comme l'espace est séparé on a unicité de la limite de la suite Sx. Donc y = YN, S z; €
Vect(zy, ..., xN).

3. Comme F' est un sous-espace fermé de F, F' est un espace de Banach. Pour montrer que ¢ : f €
F — f' € FE est continue, on va donc pouvoir utiliser le théoréme du graphe fermé. Soit donc une suite
(fn)n d’éléments de F tels que f,, — f et ®(f,) = f, — g dans E. On veut montrer que g = f’. Pour
cela, il suffit d’écrire que pour z € [0, 1],

fule) = Fu0) + | "yt

puis de passer a la limite des deux codtés de I'égalité. Maintenant, comme ® est linéaire entre deux
Banach et que son graphe est fermé, elle est continue.
Il existe donc une constante C' > 0 telle que pour tout f € F, || f'||cc < C||f|lcc- Pour montrer que
F est de dimension finie, on va montrer que sa boule unité fermée B est compacte. Pour cela, on utilise
le théoréme d’Ascoli, dont les trois hypothéses sont vérifiées :
— [0, 1] est bien un intervalle compact de R.
— Soit z € [0,1]. Alors, |f(x)] < || flloo < 1 pour tout f € B, donc {f(z) | f € B} est relativement
compact.
— Enfin, pour tout f € B, ||f'|loc < C, donc les élements de B sont uniformément lipschitziens
(et en particulier, équicontinus).
On conclut grace a la question précédente.

Solution 3.  L’espace C*(Q)

1. Pour montrer que cet espace de fonctions est métrisable, il suffit de montrer que 'on peut se
contenter d’un nombre dénombrable de semi-normes. Pour ce faire, s’aide d’une suite exhaustive (K, ),
de compacts de €2, i.e. une suite de compacts tels que | J,, K, = Q et K, C K,;H. Pour construire une
telle suite, on peut poser

K, ={z € Qx| <netdzQ) >}

S|

Ensuite, il suffit de considérer les normes

flla= > Iflak.

la| <min{n,k}

La distance que I'on considére est alors
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Soit (fp)p est une suite de Cauchy pour d, alors pour tout n € N, (f,), est une suite de Cauchy
pour ||.|,. Comme l'espace C™™™k}(K,,) est complet pour || - [|,, on en déduit que folx, — gn
dans Cmin{"’k}(Kn). Par restriction, on voit alors que gn11|k,, = gn, €t on note g la fonction telle
que g|x, = gn (ce qui est possible vu la condition de compatibilité précédente). Alors g € C*(Q), et
| fp — glln = 0 quand p — oo : ainsi vu la définition de la distance, d(fy,g) — 0, et d est une métrique
compléte.

Remarque : On a utilisé le fait que si K est un compact de R?, alors C"(K) est complet pour tout
n € N. On le montre par exemple pour n = 1. Soit (f,), une suite de Cauchy dans C*(K). Alors (f,),
et (f,)p sont de Cauchy dans CY(K), donc il existe f,g € CO(K) telles que f, — f et fp — g. Soit
e > 0. Il existe N € N tel que pour tout p > N, [|f, — fnllcoxy < € et ||fy — fylleox) < €. Alors

folx+h) = fn(e+h)  fplz) - l‘)+‘fNﬂf+h) fn(x)
h h

fox +h) = fp(z)

i - Iiv(a)

—g(z)| <

+1fv(z) — g(@)]-
Soit ¢ tel que pour ||A]| <4,
o))

Alors pour ||h|| < 6, d’aprés l'inégalité des accroissements finis,

Ble D) —hie) 0

<2||fp = filleox) + 2¢

< 4e.

Il suffit alors de passer & la limite p — 4o00.

2. Soit N € N tel que 2~ N <e et feC®N)a support dans K2 \ KN+1 (c’est possible : on
choisit xy € KN+2 \ K41, alors B(xg,e0) C Kn12 \ KN+1 pour g9 > 0 assez petit, et une fonction
radiale réguliére a support dans B(zg,eq)). Alors f|k, = 0 et donc pour n < N, || Af]|, = 0. Ainsi,

d(\f,0) < 22 M+ Y2 <27 N <

n>N

3. Soit || - || une norme induisant la méme topologie. Comme {g;||g|| < 1} est un ouvert et contient
0, il existe € > 0 tel que {g;d(g,0) < e} C {g;|lg9]| < 1}. En particulier, pour tout A € R, ||A\f| <1 et
ainsi || f|| = 0, ce qui contredit que f est non nulle.

4. E = C2(f) est un espace métrisable avec la meme suite de semi-normes que C°(2) : || - |0k, -
On écrit E = JpenC%(Ky), ot (K,), est une suite exhaustive de compacts pour Q et CO(K,) est
I’ensemble des fonctions continues sur € & support dans K,. Si E était complet, alors d’aprés le
lemme de Baire, il existerait n tel que C°(K,,) (qui est un fermé de E) soit d’intérieur vide. On aurait
alors I'existence d’une fonction f continue & support dans K, et un ¢ > 0 tel que B(f,e) C C°(K,,).
Dans ce cas, B(0,¢) C CY(K,,). Par conséquent, pour tout g € C2(£2), il existe a assez petit telle que
ag € B(0,¢) c C°(K,) i.e. Supp(g) C K,, ce qui est contradictoire.

5. On se place en dimension 1 et on suppose que [—7 — 1,7 + 1] C €. Plagons-nous tout d’abord
dans le cas ot kK = 0 et posons

F = {g e C%);Supp(g) C [-m,7], lgllcopr, < 1}.

F est fermé : si g, € F et g, — g dans C°(R), il y a convergence uniforme sur tout compact, et
donc il y a convergence ponctuelle. En particulier g(x) =0si z ¢ [—m, 7| et g € F.
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F est borné : en effet, si g € F, g se prolonge a Q par 0 et lgllco@y < 1, et donc pour toute
semi-norme p, p(g) < 1.
Cependant, considérons les f, :  — Loc[_rq) sin(nx) € F pour n > 1. Alors pour n # m,

s
27 = / | sinma — sinnz|?dr < 27| f, — fllcof—r,x]-
—m

On ne peut donc extraire aucune suite de Cauchy de f,, et donc aucune suite convergente.
Soit maintenant k£ > 0 et

F ={gec);Supp(g) € [-m — Lw + 1], lgllerf—r 1,741 < 1}-

C’est un fermé borné dans C*(Q) pour les mémes raisons que précédemment.
On consideére ¢ € C* telle que @|;j<x =1 et @|jz/>r+1 = 0. Soit Ck, = [|¢[|ck. On considere

fulx) = mlknkqb(x) sin(nx).

Par la formule de Leibniz, on vérifie que f,, € F. Cependant, pour x € [—7, x|, comme ¢(z) = 1 et
¢ (z) =0 pour I > 1,

1
(k) —_— 1 J—
f(x) = 5%, sin(nz — km/2).

Par le calcul précédent, ||f7$’“) - fy(rf)||co[,7r,1,7r+1] > ﬁ (pour m # m) et donc on ne peut extraire de

(fn)n aucune sous suite de Cauchy dans C¥([—~m — 1,7 + 1]). F n’est donc pas compact.

6. On dispose d’un suite exhaustive de compacts (K, ), et de semi-normes

1flln = > 10°fllcox,)-

laj<n

Soit donc (fx)r une suite bornée de C*(2). Pour tout n, soit M,, tel que pour tout k, || fi|[n < M,.
Notons tout d’abord que pour tout n et tout |a| < n, (0 fi)r est une famille équicontinue de K, :
en effet d’aprés le théoréme des accroissement finis,

0% fi(x) — 0% fir(y)| < V(O fi)lleo (k)@ — y| < dMjgq1]7 — yl,

donc (9%fx)x est uniformément lipschitzienne. C’est également une famille bornée de C°(K,,).

Montrons que pour tout n, on dispose de o, et f" telles que fyo...00, k)|, — f" dans C"(Ky)
(quand k — o0), et f*|k, , = f* L.

On raisonne par récurrence. Tout d’abord, (fix)x est bornée, équicontinue de C°(K() donc par le
theoréme d’Ascoli, on peut en extraire une sous-suite og(k) telle que fo )|, = f© dans C°(Kp).

Par récurrence, on suppose que I’on dispose d'une extraction ogo- - -o0y,—1 telle que foo...00, (k)| K1 =
71 dans C" (K, _1) quand k — co. Alors cette famille est bornée équicontinue ainsi que ses dérivées
jusqu’a ordre n dans K, donc par le théoreme d’Ascoli appliqué & (fogo...oa,_, (k) )k €t ses dérivées,
on peut en extraire une sous suite faOo...an(k)]Kn — f™ dans C"(K,) lorsque k — oo. On a alors
"k, . = f*1, ce qui achéve la récurrence.

On considére finalement f telle que f[k, = f™ et gr 1= fryo00y(k)- Alors f € C*(Q) et (gr)r est
extraite de (fx)r. De plus, pour tout n, gx|x, — f™ = f|k, dans C"(K,). Ainsi, gy — f dans C*(Q).

*

Solution 4.  Autour du théoréeme de Hahn-Banach analytique
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1. Notons E = ¢*°(N) 'ensemble des suites bornées. Si a = {ay, }nen, est un élément de E, posons
p(a) := limsup,,_, ., an. Alors, pour A > 0, on a clairement p(Aa) = Ap(a), et p(a + b) < p(a) + p(b).

Notons F' C E le sous-espace vectoriel des suites qui convergent, et A : FF — R, a = {a,} —
limy,—, oo @n. On voit que A est une forme linéaire, et Va € F', A(a) < p(a). D’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, on peut donc prolonger A en une forme linéaire sur E notée L, et telle que Va € £°°,
L(a) < p(a) = limsup a,. Par ailleurs, p(—a) = limsup(—a,) = —liminf a,, donc p(—a) > L(—a) =
—L(a) prouve que l'on a, pour tout a = {a,} € E,

liminf a, < L(a) < limsup ay,.
n—+00 n—+00

2. 11 est clair que toute suite (ag)x € ¢' induit une forme linéaire continue sur ¢y via @, : (ug)p —
Sk aptg. On a |loq|| < |lalla. A présent, soit o € (cg)*. Posons ay, := ¢ (1), o 6, est la suite qui vaut
1 en k, et 0 ailleurs. Soit £, un signe de ay de sorte que p(exdx) = |ag|. Ainsi, pour tout M € N,

M M

dolal=¢ | Y erdi ) <llel-

k=—M k=—M

Cela prouve que a = (a)r € /' Or @ et @, coincident sur cqg, l’ensemble des suites nulles & partir
d’un certain rang. Donc ils coincident aussi sur ’adhérence de cqq, ¢’est-a-dire ¢o. Donc ¢ = ¢,.

Pour construire grace & Hahn-Banach une forme linéaire continue sur £*° qui ne se représente pas
a l'aide d’une suite de ¢!, on considére £y définie pour toute suite v convergente par fo(v) = limw,
et étendue a > grace & Hahn-Banach en une forme linéaire £ de norme 1. Si ¢ s’identifiait a un

u = (up), € ¢! via
+o0

L(v) = Z UpUp, U E LT,
n=0

on aurait u, = £(d,) = 0 pour tout n € N, et donc £ = 0, ce qui contredit [|¢| = 1.
*

Solution 5.  Unicité du prolongement dans le théoréeme de Hahn-Banach

1. Si 21 et 22 sont deux prolongements de ¢ de norme 1, alors leur milieu %(571 + 572) est de norme
supérieure ou égale a 1 (car il prolonge également ¢, qui est déja de norme 1 sur F'). Par l'inégalité
triangulaire, on trouve donc que %(Zl + gz) € S. Comme E* est strictement convexe, cela implique que
{1 = 0y, d’ou I'unicité du prolongement.

2. Posons F' = ker(¢; — ¢2) (qui est non réduit & {0} par hypothése), et ¢ la restriction de ¢; & F.
Chacun des ¢; constitue bien évidemment un prolongement linéaire continu de ¢.

La seule chose & montrer est que ’on a bien ||¢||z+ = 1. Pour cela, on va construire une suite (2, )y,
de F telle que (¢, z,) — 1 et ||z,]|g — 1 quand n — co. Comme le milieu de ¢; et f5 est dans S, on
commence par choisir une suite (y,,), de E, constituée de vecteurs de norme 1 tels que <%, Yn) — 1.
Autrement dit, on a

<£15 yn> + <€27yn> — 2

n—-+o0o
Comme /1 et £5 sont de norme 1, chacun des deux termes doit converger vers 1. On choisit alors u € E
tel que (¢ — lo,u) =1 et on pose
Tp = Yn — (01 — L2, yn)u,

qui vérifie les propriétés souhaitées, car ||z, — yn||z — 0.

3. Dans /!, on peut considérer x = (1,0,0,...) € ¢!, et on regarde f linéaire définie sur Ra par
f(x) = 1. Alors pour tout |A| < 1, £ = (1,\),...) € £*° = (£})* est un prolongement linéaire de f,
continu et de norme 1.
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Dans ¢°°, on peut considérer z = (1,1,1,...), et on regarde f linéaire définie sur Rz par f(x) = 1.
Alors pour tout k € N, £y, : n + Sp—y, € £} C (£*°)* est un prolongement linéaire de f, continu et de
norme 1.

*

Solution 6. Théoreme de Hahn-Banach invariant

1. Il y a plusieurs points & vérifier :

— L’application ¢ est bien définie car p est positive.

— Soit x € E, A € Ret u € C. On a p(u(Az)) = p(Au(z)) = |A|p(u(z)), et en prenant 'infimum
sur u, on trouve que g(Az) = |A|q(x).

— La sous-additivité de g est un peu plus délicate. Soient x,y € E, et deux suites {un} et {v,}
d’éléments de C telles que ¢(x) = lim p(u,(x)) et ¢(y) = limp(vy,(y)). Fixons n € N, et écrivons
Up = Zé\f:l tju(j), et v, = Zj]\il sjv(j) avec tj,s; > 0, Z;-Vzl t; = Zj]\il s; =1, et ul) vl sont
des produits finis d’éléments de F. Alors g(z +y) < p((unov,)(z+y)) < p(vn oup(x)) + p(uy o
vn(y)) (on a utilisé de maniére cruciale que F est commutative). Il suffit maintenant d’observer
que comme les s; sont positifs de somme 1,

M
p(on 0 un(x)) < D 55009 (un(2))) = plun()),
j=1

la derniére égalité provenant de la F-invariance. On procéde de méme pour y. Donc ¢(z +y) <
p(un(x)) + p(vn(y)), et en passant a la limite, on obtient la sous-additivité.

— Le fait que g < p se lit sur la définition de ¢, puisque l'identité est dans C.

— Enfin, six € G et u € C, on écrit u = Zé»v:l tju; comme ci-dessus. Alors

N N
plu(@)) = Lu(z)) = €| Y- tuP (@) | =D 0V (@) = Y t6(2) = (),
= : :

car on peut montrer par récurrence que £(u'9) (x)) = £(x), comme £ est F-invariante. Ainsi £ < ¢
sur G.

2. On applique le théoréeme de Hahn-Banach analytique & ¢ et ¢, pour obtenir une forme linéaire
sur F inférieure ou égale a ¢ donc a p, toujours notée £. Il faut montrer qu’elle est F-invariante sur F.
Pour cela, prenons z € E et u € F, et observons que, par définition de ¢, ¢(z —u(x)) < p(a,(z—u(zx))),
ol a, = %Zz;(l) u®* € C. Par conséquent,

o —u(a)) <p (£ - T < 200

n n - n

ou l'on utilise de nouveau que p(u(z)) = p(x) pour tout x. En passant a la limite, on trouve donc
que g(z — u(x)) < 0. Donc 4(x — u(z)) < 0, c’est-a-dire £(z) < ¢(u(x)), pour tout u € F, et z € E.
En répétant le raisonnement avec u(z) — x au lieu de x — u(x), on trouve donc l'autre inégalité, d’ou
I'invariance de ¢ sur E.
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