Indications pour le Td n° 2 d’EDP

AUTOUR DU FRONT D’ONDE

Séance du 10 octobre 2014

Solution 1.  Propagation des singularités pour l’équation des ondes

1. En prenant la transformée de Fourier de ’équation par rapport a la variable x, on

obtient
O+ |¢[2 = 0,
et donc on résoud ' '
i =" f1(€) + e (),

et fi1 et fo sont déterrminés par les données initiales. On obtient
sin(£[¢])

iy
On voit donc que @ est & décroissance rapide dans les directions ou f est a décroissance
rapide, et que si f € C™ alors u € C*°.

2. Comme [(1— X(f))sm (te) gia. € f(€) est a support compact,

a(t,€) = (o).

o [0 s g

est C™°.
3. f est & décroissance rapide sur le support de fr 1 — ¥ donc u%r e C.
4. En On écrit

Nyt
/w g f Yj +t\§|2ajei((m—y).§+t\£|)d£,

Sur le support de v le dénominateur ne s’annule pas pour z € U et y € supp(f). On a

T = 4 T 9(©)x(©)

<C(1+e)*
i‘x—y+t%‘ €] (14 1€D)

I ok
oLk

donc on peut dériver k — n fois sous 'intégrale. u}r est donc C'*°. On a montré

singsupp(u+(t)) C supp(f) —tX1(f).

De méme on a
singsupp(u—(t)) C supp(f) + tX1(f).

5. Soit 2o ¢ Uz e)ew r(s) (x + t|§|> Soit y € singsupp(f). Alors
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donc il existe un voisinage U, de y tel que pour toute ¢ € D(Uy) telle que ¢(y) = 1 on ait

zo ¢ Uy — t5(0f).

singsupp(f) étant compact, il existe un nombre fini de y tel que singsupp(f) soit recouvert
par les Uy,. On introduit une décomposition de I'unité ¢; telle que les ¢; sont a support
dans les Uy, et > ¢; = 1 sur un voisinage de suppsing(f). On décompose

F=> oif+71,

avec fe Cg°, et on consideére u; solution de Uu; = 0 avec la donnée initiale ¢;f et u avec
la donnée initiale f. Alors
u = Z u; + ﬂ,

avecu € C*. Comme xg ¢ Uy, —tX(¢; f), d’aprés la question précédente, xg ¢ singsupp((u;)+).
De méme z¢ ¢ singsupp((u;)—), donc pour tout ¢ on a xg ¢ singsupp(u;), donc xy ¢
singsupp(u).

*

Solution 2.  Transformée FBI et analyticité
1.On a ,
Plu(é, x) = F(e ™97 f(y))(€),

donc comme la transformée de Fourier est une isométrie sur L2 on a
_ —_ )2
HPtU(f,w)HLg = [l f ()l s,

et donc

1
/ |Ptu(é, 2)[*deda = / e~ 2m@=0” £ () 2dpdy = ;Hfup.
2

1 . - . ) 1 . .
Comme t17T est une isométrie, son inverse est donné par t27™, ce qui permet d’obtenir
une formule de représentation.

2. Soit h une fonction C° telle que h = 0 sur B(xg,d). On a alors

|PUR(te, )| < ||| / e ™ dy < Ce™*!
ly|>6
pour des constantes € et C' bien choisies.

3. Si f est analytique au voisinage de g, on peut prolonger f en une fonction holo-
morphe sur [zg — 20, x¢ + 26| + i[—24,25]. Grace au théoréme de Cauchy, on peut alors
remplacer Uintégrale sur y € R par une intégrale sur le chemin y + idx(y) ot x est a
support dans |zg — 29, z¢ + 20[ et vaut 1 sur [z¢ — 0, z¢ + d] on obtient la formule voulue.

4. On obtient donc
|Pru(té, x)| < Csupexp (& (—20¢|x(y) — w(z — y)* + 76°x()?))
y

On prend |£] > 4. Siy € [xg — §, 20 + I] alors

|Ptu(te, )| < Cexp(—26%t).
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Sinon, |y — xg| > 6, donc si |z — zg| < g, ona |r—y|> % et donc
(52
|Plu(té, x)| < Cexp <—7T4t> .
5. Pour tout « # 0 on a

/62mx527ra:v2£| (1 + iaxsgn(f))df

0
= (1 — zax)/ 627Ti15+27ra12§d€ 4 (1 4 zaa;) /OO eQﬂ’ixﬁfZWaaﬁfdg
— 0o 0

627ria:§+27raaz2

2mix + 2max3€

= (1 —iax) [

eZTria:f—27ra$2§ >
+ (1 +dax)

2mix + 2wax? .
=0

Donc D est supportée en 0. D peut donc s’écrire comme une combinaison linéaire finie de
6. Si f a support compact s’annule jusqu’a I'ordre 2 en 0, on a alors

1

Taz?

/ / (@) e 81 4 azsgn(e)|dede < / (@) —s (1 + |az])dz < oo,

donc on peut appliquer le théoréme de Fubbini et inverser les intégrales. D’aprés le calcul
précédent,
<D, f>=0.

D est donc d’ordre au plus 1. Si maintenant f s’annule jusqu’a l'odre 1, on peut écrire
f = f1+ fo avec f1 impaire et fo qui s’annule jusqu’a 'ordre 2 en 0. On a alors

<D,f>=<D,f >=0.

On peut donc écrire D = ¢d, et on calcule ¢ = 1.

6. On pose
hy = e 5@V py = e T3l
On a alors .
hy = P2 f(§,x), hy=P2g(§ ),
et
m(y)ha(y) = ¢ ™0 f(y)g(y),
donc

0~ t t
Pt(fg)({l?,tg) - hlh’?(tg) - /P2f(t§ - 77737)1329(77733)6177-
7. On découpe l'intégrale précédente en Iy + I3, ou pour I on intégre sur || < £|¢] et
pour I on intégre sur || > £|¢|. Si |n| < L[], on a [ — 2| > |g—‘, donc

t

P (16— )| = |PE£(5 (26 — 2), 2)] < Ces

et
| < Ce <2 / ha| < C'(1+t2)e 2.
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Si |n| > £]¢] on a de méme

t t t2 t
(P4 (,2)] = [P (55 2)] < Ce 7.

8. On peut écrire

@) = / il v)E2mae (1 4 ja(a — y)sgn(€)) f (y)dyde.

On veut prolonger holomorphiquement cette fonction au voisinage de 0. Pour z = z + iv
on peut écrire

[ i (1 (s — y)sgn(€)) o) dy
:€2ﬂiz£74ﬂ'iaxv|§\+2ﬂ'av2\£| /627riy§+47ravyi|§27ra£|(:ry)2(1 + CL(Z o y)sgn(i))f(y)dy
st dmianl€[ 2o €] (1 4 azsgn(€) P21 f (€ — 2av[¢], @) — dasgn(§) PPIIR(¢ - 2av(¢], @) )

pu h = yf. D’aprés la question précédente, h vérifie aussi A(zg) et il existe donc K, C, e
tels que pour |{| > K et x au voisinage de x

|P'f(t€, )] < Ce™',  |P'h(t€,x)| < Ce™,

Pour |v| <1 et a < ;& on obtient donc

izt manlel2mn’ el (1 4 azsgn(§) PXIE f(¢ — 2avlg], ) — dasgn(€) PXIEIR(E — 2ave], ) )|

< Cle—Qﬂv§+27rav2 —ealg| )

Pour v assez petit, et & proche de xg, le prolongement holomorphe est donc bien défini.

*
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