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Solution 1. Propagation des singularités pour l’équation des ondes
1. En prenant la transformée de Fourier de l’équation par rapport à la variable x, on

obtient
∂2t û+ |ξ|2û = 0,

et donc on résoud
û = eit|ξ|f1(ξ) + e−it|ξ|f2(ξ),

et f1 et f2 sont déterrminés par les données initiales. On obtient

û(t, ξ) =
sin(t|ξ|)
|ξ|

f̂(ξ).

On voit donc que û est à décroissance rapide dans les directions où f̂ est à décroissance
rapide, et que si f ∈ C∞ alors u ∈ C∞.

2. Comme
∫

(1− χ(ξ)) sin(tξ)|ξ| eix.ξ f̂(ξ) est à support compact,

1

(2π)n

∫
(1− χ(ξ))

sin(tξ)

|ξ|
eix.ξ f̂(ξ)dξ

est C∞.
3. f̂ est à décroissance rapide sur le support de fr 1−Ψ donc u2+ ∈ C∞.
4. En On écrit

u1+(t, x) =

∫
ψ(ξ)χ(ξ)

|ξ|
f̂(ξ)

n∑
j=1

xj − yj + t
ξj
|ξ|

i
∣∣∣x− y + t ξ|ξ|

∣∣∣2∂jei((x−y).ξ+t|ξ|)dξ,
Sur le support de ψ le dénominateur ne s’annule pas pour x ∈ U et y ∈ supp(f). On a∣∣∣∣∣∣∂lx∂kξ

 xj − yj + t
ξj
|ξ|

i
∣∣∣x− y + t ξ|ξ|

∣∣∣ ψ(ξ)χ(ξ)

|ξ|

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(1 + |ξ|)−k,

donc on peut dériver k − n fois sous l’intégrale. u1+ est donc C∞. On a montré

singsupp(u+(t)) ⊂ supp(f)− tΣ1(f).

De même on a
singsupp(u−(t)) ⊂ supp(f) + tΣ1(f).

5. Soit x0 /∈ ∪(x,ξ)∈WF (f)

(
x± t ξ|ξ|

)
. Soit y ∈ singsupp(f). Alors

x0 6= y − tΣy ∩ {|ξ| = 1},
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donc il existe un voisinage Uy de y tel que pour toute φ ∈ D(Uy) telle que φ(y) = 1 on ait

x0 /∈ Uy − tΣ(φf).

singsupp(f) étant compact, il existe un nombre fini de y tel que singsupp(f) soit recouvert
par les Uyi . On introduit une décomposition de l’unité φi telle que les φi sont à support
dans les Uyi et

∑
φi = 1 sur un voisinage de suppsing(f). On décompose

f =
∑

φif + f̃ ,

avec f̃ ∈ C∞c , et on considère ui solution de �ui = 0 avec la donnée initiale φif et ũ avec
la donnée initiale f̃ . Alors

u =
∑

ui + ũ,

avec ũ ∈ C∞. Comme x0 /∈ Uyi−tΣ(φif), d’après la question précédente, x0 /∈ singsupp((ui)+).
De même x0 /∈ singsupp((ui)−), donc pour tout i on a x0 /∈ singsupp(ui), donc x0 /∈
singsupp(u).

?

Solution 2. Transformée FBI et analyticité
1. On a

P tu(ξ, x) = F(e−πt(x−y)
2
f(y))(ξ),

donc comme la transformée de Fourier est une isomètrie sur L2 on a

‖P tu(ξ, x)‖L2
ξ

= ‖e−πt(x−y)2f(y)‖L2
y
,

et donc ∫
|P tu(ξ, x)|2dξdx =

∫
e−2πt(x−y)

2
f(y)2dxdy =

1

t
1
2

‖f‖L2 .

Comme t
1
4T est une isomètrie, son inverse est donné par t

1
4T ∗, ce qui permet d’obtenir

une formule de représentation.
2. Soit h une fonction C∞c telle que h = 0 sur B(x0, δ). On a alors

|P th(tξ, x)| ≤ ‖h‖L∞

∫
|y|≥δ

e−πty
2
dy ≤ Ce−εt

pour des constantes ε et C bien choisies.
3. Si f est analytique au voisinage de x0, on peut prolonger f en une fonction holo-

morphe sur [x0 − 2δ, x0 + 2δ] + i[−2δ, 2δ]. Grâce au théorème de Cauchy, on peut alors
remplacer l’intégrale sur y ∈ R par une intégrale sur le chemin y + iδχ(y) où χ est à
support dans ]x0 − 2δ, x0 + 2δ[ et vaut 1 sur [x0 − δ, x0 + δ] on obtient la formule voulue.

4. On obtient donc

|P tu(tξ, x)| ≤ C sup
y

exp
(
t
(
−2δ|ξ|χ(y)− π(x− y)2 + πδ2χ(y)2

))
On prend |ξ| ≥ δ. Si y ∈ [x0 − δ, x0 + δ] alors

|P tu(tξ, x)| ≤ C exp(−2δ2t).
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Sinon, |y − x0| ≥ δ, donc si |x− x0| ≤ δ
2 , on a |x− y| ≥ δ2

4 et donc

|P tu(tξ, x)| ≤ C exp

(
−πδ

2

4
t

)
.

5. Pour tout x 6= 0 on a∫
e2πixξ−2πax

2|ξ|(1 + iaxsgn(ξ))dξ

= (1− iax)

∫ 0

−∞
e2πixξ+2πax2ξdξ + (1 + iax)

∫ ∞
0

e2πixξ−2πax
2ξdξ

= (1− iax)

[
e2πixξ+2πax2

2πix+ 2πax2ξ

]0
−∞

+ (1 + iax)

[
e2πixξ−2πax

2ξ

2πix+ 2πax2

]∞
0

= 0

Donc D est supportée en 0. D peut donc s’écrire comme une combinaison linéaire finie de
δ(n). Si f à support compact s’annule jusqu’à l’ordre 2 en 0, on a alors∫ ∫

|f(x)|e−2πax2|ξ||1 + axsgn(ξ)|dxdξ ≤
∫
|f(x)| 1

πax2
(1 + |ax|)dx <∞,

donc on peut appliquer le théorème de Fubbini et inverser les intégrales. D’après le calcul
précédent,

< D, f >= 0.

D est donc d’ordre au plus 1. Si maintenant f s’annule jusqu’à l’odre 1, on peut écrire
f = f1 + f2 avec f1 impaire et f2 qui s’annule jusqu’à l’ordre 2 en 0. On a alors

< D, f >=< D, f1 >= 0.

On peut donc écrire D = cδ, et on calcule c = 1.
6. On pose

h1 = e−π
t
2
(x−y)2f, h2 = e−π

t
2
(x−y)2g.

On a alors
ĥ1 = P

t
2 f(ξ, x), ĥ2 = P

t
2 g(ξ, x),

et
h1(y)h2(y) = e−πt(y−x)

2
f(y)g(y),

donc
P t(fg)(x, tξ) = ĥ1h2(tξ) =

∫
P

t
2 f(tξ − η, x)P

t
2 g(η, x)dη.

7. On découpe l’intégrale précédente en I1 + I2, ou pour I1 on intègre sur |η| ≤ t
2 |ξ| et

pour I2 on intègre sur |η| ≥ t
2 |ξ|. Si |η| ≤

t
2 |ξ|, on a |ξ − η

t | ≥
|ξ|
2 , donc

|P
t
2 f(tξ − η, x)| = |P

t
2 f(

t

2
(2ξ − 2

η

t
), x)| ≤ Ce−ε

t
2

et
|I1| ≤ Ce−ε

t
2

∫
|ĥ2| ≤ C ′(1 + t2)e−ε

t
2 .

Cécile Huneau 3 DMA 2014/2015



Si |η| ≥ t
2 |ξ| on a de même

|P
t
2 (η, x)| = |P

t
2 (
t

2

2η

t
, x)| ≤ Ce−ε

t
2 .

8. On peut écrire

f(x) =

∫
e2πi(x−y)ξ−2πa(x−y)

2|ξ|(1 + ia(x− y)sgn(ξ))f(y)dydξ.

On veut prolonger holomorphiquement cette fonction au voisinage de 0. Pour z = x + iv
on peut écrire∫

e2πi(z−y)ξ−2πa(z−y)
2|ξ|(1 + ia(z − y)sgn(ξ))f(y)dy

=e2πizξ−4πiaxv|ξ|+2πav2|ξ|
∫
e−2πiyξ+4πavyi|ξ|−2πa|ξ|(x−y)2(1 + a(z − y)sgn(ξ))f(y)dy

=e2πizξ−4πiaxv|ξ|+2πav2|ξ|
(

(1 + azsgn(ξ)P 2a|ξ|f(ξ − 2av|ξ|, x)− iasgn(ξ)P 2a|ξ|h(ξ − 2av|ξ|, x)
)
,

pù h = yf . D’après la question précédente, h vérifie aussi A(x0) et il existe donc K,C, ε
tels que pour |ξ| ≥ K et x au voisinage de x0

|P tf(tξ, x)| ≤ Ce−εt, |P th(tξ, x)| ≤ Ce−εt,

Pour |v| ≤ 1 et a ≤ 1
4K on obtient donc∣∣∣e2πizξ−4πiaxv|ξ|+2πav2|ξ|
(

(1 + azsgn(ξ)P 2a|ξ|f(ξ − 2av|ξ|, x)− iasgn(ξ)P 2a|ξ|h(ξ − 2av|ξ|, x)
)∣∣∣

≤ C ′e−2πvξ+2πav2−εa|ξ|.

Pour v assez petit, et x proche de x0, le prolongement holomorphe est donc bien défini.

?
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