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Solution 1. Calcul de deux intégrales oscillantes
1. La forme (y, x) 7→ y.x est bien une forme quadratique non dégénérée, et a ∈ Am

donc l’intégrale est bien définie au sens des intégrales oscillantes. Soit φ ∈ C∞c (Rn) qui
vaut 1 au voisinage de 0. On a

1

(2π)n

∫
e−iy.xa(y)dydx = lim

ε−→0

1

(2π)n

∫
e−iy.xa(y)φ(εx)φ(εy)dydx.

On fait le changement de variables η = εx, εζ = y, et on obtient

1

(2π)n

∫
e−iy.xa(y)φ(εx)φ(εy)dydx =

1

(2π)n

∫
e−iη.ζa(εζ)φ(η)φ(ε2ζ)dζdη

=
1

(2π)n

∫
a(εζ)φ(ε2ζ)φ̂(ζ)dζ

−→a(0)φ(0) 1

(2π)n

∫
φ̂(ζ)dζ = a(0).

2. On fait le même changement de variable que dans la question précédente et on
remarque ∫

ηβe−iη.ζφ(η)dη = (−i)βDβ
ζ φ̂(ζ).

?

Solution 2. Paramétrice d’un problème elliptique
1. On a 1−χ(ξ)

P (ξ) u(x) ∈ A
−m donc

∫
eix.ξ 1−χ(ξ)P (ξ) u(x)dxdξ a un sens au sens des intégrales

oscillantes.
2. On a

− ix

|x|2
.∇ξeix.ξ = eix.ξ

et donc, comme sur le support de u on a x 6= 0, en faisant n + 1 − m intégrations par
parties on obtient

|
∫
eix.ξ

1− χ(ξ)
P (ξ)

u(x)dxdξ|

≤C
∫
U
|u(x)|dx

∫ ∣∣∣∣∂n+1−m 1− χ(ξ)
P (ξ)

∣∣∣∣ dξ
≤C ′‖u‖L2

∫
1

(1 + |ξ)n+1
dξ

≤C ′‖u‖L2
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Le théorème de Riesz nous dit donc que T s’identifie à une fonction de L2(U).
3. En faisant p intégrations par parties supplémentaires, on voit que ∂αT avec |α| = p

s’identifie aussi à une fonction de L2(U). Ainsi T s’identifie à une fonction de Hm(U) pour
tout m et donc à une fonction C∞(U). Comme c’est valable sur tout ouvert ne contenant
pas 0, T ∈ C∞(Rn \ {0}).

4. On a

< P (D)T, u >=

∫
eix.ξ(1− χ(ξ))u(x)dxdξ = u(0) +

∫
eix.ξχ(ξ)u(x)dxdξ

donc
P (D)T = δ + r,

où
r =

∫
eix.ξχ(ξ)dξ ∈ C∞.

5. Soit φ ∈ C∞c (B(0, ε)) telle que φ = 1 au voisinage de 0. On a

P (D)(φT ) = δ + φr + [P (D), φ]T.

Comme [P (D), φ] = 0 au voisinage de 0, [P (D), φ]T ∈ C∞, donc on peut choisir φT comme
paramétrice.

?
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