Correction du Td n° 4 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTIONS

Séance du 7 mars 2014

Solution 1.  Petit calculs de convolutions
1. Soit ¢ € D(R).

<H ,p>=—-<H¢ >= —/0 ¢ (z) = ¢(0).

2. @ §, est a support compact, il n’y a pas de probléme pour calculer :
(0q % H)' = (84 * 80) = a,

donc (04 * H)(x) = 13>4. On peut aussi remarquer que (d, * 9)(z) = ¥(x — a).
e On calcule : 0’ x1 = (6% 1) =1"=0.
o [] faut remarquer que si m > n, xmé(()n) = 0 (calcul sur une fonction test). Par ailleurs,

on calcule pour ¢ € D(R) :

(@65, ) = (657, @™ () = (a™) ™ (0)
= (~1)"Crmlp ™ (0) = (~1)" AP (0) = (~1)" AT, ).

Et ainsi, xm(S(()")

que :

= (—1)’"A?5(()n_m). On va donc supposer que m < n et p < g. On a alors

$m5(()n) " xp5(()!I) _ (_1)m+pA:LnA55((Jnfm) » 6(()qu) _ (_1)m+pA:LnAg5én+q*mfP)'

® (Ijgp) * Lf,q)” ne fait intervenir que des ditributions de &', il n’y a pas de probléme.
Ensuite :
(]l[a,b] * I[[c,d])” - I[/[a,b] * ]l/[c,d} - (5(1 - 55) * (56 - 5d)

Or 4, * 6y = 054 donc

(ﬂ[a,b] * ﬂ[c,d])” = 6a+c + 5b+d - 5a+d - 6b+c~

e T x 1 est une distribution bien définie car T' € £'(R). Ensuite :

(T*]l,w):(T,ﬂ*@/J):(T,]l*l/)):/w-(T,]l).

Ainsi, T+ 1 = (T, 1)1 est une distribution constante.
e T x exp est bien définie comme précédemment. On calcule :

(T  exp, ) = (T, exp + ) = (T, z — / exp(y — )b (y)dy)

= / Y(y)eVdy(T, exp(—z)).
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Et donc T *x exp = (T, exp(—x)) exp.
On peut aussi voir directement que (T xexp)’ = T xexp, donc on a que T xexp = C exp.
Ensuite, on calcule :

C = (T % exp)(0) = (T, exp) = (T, exp(—1)).

3. (1x0")xH =0«H =0et 1x(6'«H) = 16 = 1. Ainsi, si deux des trois distributions
ne sont pas a support compact, on n’a pas nécessairement 1’associativité de la convolution.

4. On veut en fait :

¥ (0p —01) =u —u(-— 1) = 4.

u:Z%.

keN

Ceci donne I'idée de choisir :

Calculons alors ¢), * Ljo,1) = da * (do — 01) = da — da+1. Donc, si on note T;, = >0k
alors :
TTL * ]]_[071] = 50 — 611 — 50.

Comme T}, — u, u* Ljg 1) = do-
*

Solution 2.  Approximation de lidentité et convolution dans LP

1. Comme ¢, € D, y — |d(z —y)|"/PlY(y)| € L} et :

oz = p)l[v )| = ¢z — )" ¢z — )Pl (y)].

On intégre en y et on applique Holder :

[ 1ot = wlivwds < ot =1 ([ 1ot - wlivty >\pdy)l/p.

Bien str, ||¢(x —-)||z1 = ||¢||z1 et donc (par Fubini-Tonelli) :

T A / / 6z — ) |liy)Pdydz
= lolln/s! [ 16¢ —llslow)Pdy = 615 101

Ce qu’il fallait démontrer.
2. Comme |||z = 1, et Supp(dp,) C B(0,1/m) :

(6m * ) () — () = / o) (=)~ Sy

Donc :

Ve € R™, |om « f)(z) — f()| < sup  [f(z) = fy)|-

y:ly—z[<1/m

Comme f est continue, sur K compact, elle est uniformément continue sur K + B(0,1/m)
compact et SUP c K B(0,1/m):|y—z|<1/m |f(z) = f(y)| = 0.
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Maintenant, soit € > 0 et g € C.(R") tel que ||f — g||z» < €. On vérifie que les calculs
de 1. s’appliquent si on a seulement ¢ € LP. Alors :

[fm * (f = g)llLr < Nomllallf = gllr <e.

Ensuite, vu que Supp(¢m, * g) C Supp(¢m,) + Supp(g) C B(0,1) 4+ Supp(g) = K (compact
fix¢), on a [|pm*g—gllL~ — 0 et donc ||¢pm*g—glrr = ||dm*9—gllLe(x) — 0). Finalement,
pour m assez grand :

[6m * [ = fllee < ||om(f = gllee + dm * g = gllr +1lg — fllLr < 3e.

Et donc ||¢m * f — fllzr — 0. Pour L, il ne peut y avoir convergence (sur les compacts)
que si f est continue. Si f € Cj, il y a convergence uniforme.

On voit facilement que ¢, * f est C*° (dérivation sous le signe somme). Ensuite, soit
X € D(B(0,2) tel que x|p,1) = 1. On pose fyum(z) = x(x/n)(¢m * f)(x) € D. Bien
sur, pour tout m, fnm — ¢y * f dans LP, donc par un argument diagonal si on pose
fn = fum),m avec n(m) tel que || frm)m — &m * fllLe < 1/m, on a que f, — f dans LP.
Ainsi, D est dense dans LP (et SH = Cy).

3. Soit a tel que p =aq’. On a :

[6(x — Y W) = lo(x — y)|*|¢(x — )| (y)]-
Et par Holder :

oz = )Y (@)ldy < ¢z = )| 3u | [ 160z = )T (y)|"dy l/q-
/ ’ )

On pose ¢ = /||| e, alors Y?dy est une mesure de masse 1, donc on peut appliquer
P'inégalité de Jensen (avec x — /9 convexe car ¢ < 1)

(1ot Wu(wij) < [ 16ta =l

Mais p = aq’ donc a/p=1—1/q, (1/p—a/p)r =1 et (1 —a)r = p. Donc :

¢ ()" < ||¢||‘i2||¢||2§q/ [¢(z —y) Pl (y)|dy.
Enfin, en intégrant en z, avec Fubini-Tonelli :

+ +
16 ¥lzr < ol ™™ = I8l 1] La-

On conclut par densité de D dans les espaces LP, L9 (avec la méme estimée).
*

Solution 3.  Fonction test
1.Ona (uxH,) = tux(6—0,) = L(u(z)—u(z—a)), donc siu € C* alors uxH, € C*F1.
2.0na [uxHydx = [u(y)Hy(z — y)dzdy = [u(y), car [ Hy(z —y)dz = 1.
3. Il suffit de vérifier que H,,*x H,, est continue, et d’appliquer la question 1. Le support
de Hyy * ... % H,, est inclus dans la somme des supports, c’est a dire dans [0, ag + ... + ay).
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4. On calcule
1

(Hgy % ... Hy, ) = ————— (8 — 84) % .. % (6 — Oay_1)* Hoj % ... Hy,,.
ag...a;—1

On a donc 27 termes de la forme
Oq * Heo; x...% Hg,,,
or [[Hy, * ... ¥ Hy,|lpee < ||Ha, 2o |Hajyy * - % Ha, |1 et on a ||H,

d’aprés la question 2 et ||Hy,[/r~ < i

41 *..*HanHLl =1

5. On montre d’abord que u, est de Cauchy dans Lin fty.

[ — Upsn| = [Un — Up * Hopp oy * oo Hy |

.y / Hapor % oo Hoy (1) (i (2 — ) — tn () ]

< / Hyppo % oo Ha o ()1t o ]y

angr, O A Y| < apg1+ ... + apqp on obtient

Comme sur le support de Hy,,

2
‘Un — Upgn| < (@ng1 + oo+ Apg)-
apal

Comme la somme des a; est convergente, u, est de Cauchy dans L*°. On procéde de la
méme maniére pour les dérivées. u, converge donc uniformément vers une fonction C*°, a
support dans [0, > a;]. L’intéret de cette construction est de nous donner des bornes sur
les dérivées de u.

6. Une telle fonction serait analytique, ce qui empéche d’étre a support compact.

7. Soit ¢ une fonction plateau. On pose g, = bngb(i)% On veut montrer que pour €,
assez petit, et @ < n

lg) < 27"
Sur R—| — €; €n], gn est identiquement nulle donc l'inégalité est vérifiée. 1l suffit de
montrer que, pour €, assez petit, elle est aussi vérifiée sur | — €,; €,][.

Par la formule de dérivée des produits :

@ N (@)L (2 2"
iz <m>—bn§;(s>e# () eam

Dong, lorsque |z| < €, :

“ x 1
9@ < ler Y () ‘¢<8> (£) \ . -
—\s en)| (n—a+s)!

La fonction ¢(*) est uniformément bornée sur R (car elle est & support compact). Pour
tout a < n, le terme précédent tend donc vers 0 uniformément en z lorsque ¢, — 0. En
particulier, si on choisit €, asse petit, on peut avoir ||g£{l)|\OO < 27" pour tout a < n.

Pour tout a@ € N, la série Zgﬁla) converge alors normalement. La fonction f est donc

n

de classe C*° et, pour tout « :

£ = gl
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z"

*r au voisinage de 0 donc g&a) (0)=b,sia=mnet0

En effet, pour tout n, g,(x) = b,
sinon.

Solution 4.  FEquations différentiellelles

1. L’application F': Rt x R — R, (z,y) — = + y est propre. Donc la convolution de
deux éléments de D/, est bien définie. De plus si u,v € D/, alors le support de u * v est
inclus dans I'image de F', c’est & dire dans R™.

2. Il suffit de faire le cacul :

(6 — Ado) * (H(t)eM) = 6+ (H (t)e) — Ado * (H(t)eM)
= (00 * (H(t)eM))' = A(H (t)e
= (H(t)eM) — NH (t)eM
= e + NH ()M — A(H (t)e.

Mais bien siir, dpe = d.

3. On pour n = 1, c’est la question précédente. Ensuite, ¢’est une récurrence :

(6 — Ado) * (H(t)ﬁ) = <H(t)(tz_1(f)t!>/ —A <H(t)(tz_1e§!>

tnfle)\t tn726)\t t’nfle)\t tnfle)\t tn726)\t

_ 50m 4 H<t>m + H(mm -~ AH(t)m = H(t)m.

Ce qui assure I’hérédité de la récurrence.
4. On considére 'EDO Y, ary™ (t) = 6o. Alors on peut réécrire I'équation Y, apu®(t) =

do sous la forme :
(Z ak(—56)*k> xu = dp.
k

C est algébriquement clos, donc :
> an(—6)" = Hi(8' — Xid)™.
k

On conclut donc que :

*—1
Lk _ ‘ tni—le)\it

k
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