Indications pour le Td n° 4 d’EDP

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Séance du 24 octobre 2014

Solution 1. Inégalité de Garding raffinée
On est dans les conditions pour appliquer I'inégalité de Garding. On a donc

Re(Op(a)u, u) = Aljul,y — Bllull® ..

Par ailleurs
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On a donc B
(A= BEe)|[ul> 5 — ;KIIUII;Ly < Re(Op(a)u, u).

Pour ¢ assez petit, cela donne 'inégalité voulue.
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Solution 2. Somme assymptotique de symboles
1. Comme a; est d’ordre m; on a
09075 < C sup (1+[g)y™ e Yk sup  (1[g))m IR < 00 (g )T IAL
&;l¢[=A k<|8] B<ejlg|<A
Il suffit de choisir £;C" < 2%
2. La somme est localement finie donc a € C'*°.

3. Soit N tel que
0997 (a— > aj)| < C(1+ ¢y,

J<N
On peut ensuite écrire
Q—Zaj:a— E a; + Z a; + E (a; — aj).
i<k JEN k<j<N i<k

Le premier terme est dans S™* d’aprés le choix de IV, le second terme est dans S™* car
pour j > k les aj sont S™* par hypothése, et le dernier terme est dans S™°°.

Cécile Huneau 1 DMA 2014/2015



*

Solution 3. Inversion des opérateurs elliptiques
1. On écrit

Op(b) — Op(V') = (Id — Op(t')Op(a))Op(b) — Op(¥)(Id — Op(a)Op(b)) € Op(S™*).
2. On a Op(a)Op(b) = Op(ab) + Op(S~1) = Id + Op(S~°), donc
la(@, €)b(x,€) — 1] < C(1+ €))7,

donc pour £ assez grand

< la(z, §)b(z, £)]-

N | =

Comme b € S7 on a de plus
b(z, &) < C(A+[Eh™™,

ce qui permet de conclure.
3. On a Op(a)Op(b) = Op(ab) + Op(S~1), et Op(ab) — I € Op(S~°°).
4. On pose By, = Op(b)R*, et on choisit B tel que B ~ Y By,. On vérifie que B convient.

Solution 4.  Opérateurs locaux

n

1. On a, comme m < —3

|Pu(zo) — Pug(xo)| < [[P(u—ug)lg-m < flu—ullL2,

donc en passant a la lipite quand & — oo on obtient Pu(xzg) = 0, donc P = 0.
2.Sikm < —%, comme P est d’ordre km, P* = 0. Or P* = Op(p(z, k)*)+Op(SF™~1),
doc soit P € Op(S™>°), soit P = 0. D’aprés la question précédente, dans les deux cas P = 0.
3. La localité implique que u — Pu(xg) est supportée en . C’est donc une combinaison
linéaire finie de 5;(5?.

4. Adfy...Adfi P est d’ordre m — k < 0 et est local donc Adf;...AdfP = 0.

5. On peut montrer le résultat par récurrence sur k. Si P est d’ordre m < k + 1, alors
Adf P est d’ordre m — 1 < k, donc AdfP = Z\a|§k¢—1 a?‘(:c)Do‘. Or en xg, on a d’aprés la
question 3 P(u)(zo) = > 5<n b%6%. On a donc pour tout u

D (uf)y=f > Y rDu+ Y af(z)Du

IBI<N IBI<N la|<k—1
donc P =}, /<4 @a D, et on calcule ag = P(1) € C*, a1 = P(z) — apz € C™.....
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