Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n°5

CONVEXITE — THEOREME DE KREIN-MILMAN

Séance du 27 février 2017

Solution 1.  Echauffement

Soit ¢ une forme linéaire sur X*, continue pour la topologie faible-x. Montrons que /¢
est Pévaluation o, en un point x € X*. En effet, ¢~1(] — 1,1[) est un ouvert faible-* qui
contient 0. Donc il existe des points z1,...,zxy € X, et € > 0 tels que

N
(€ X* | |gu, ()] = ()| <e} c €1 = 1,1]).
j=1

Donc ﬂ;vzl ker g, € £71(] — 1,1[), et c’est méme un sous-ensemble de ker, puisque /
est bornée, donc nulle, sur le sous-espace de gauche. Ainsi, par le lemme des noyaux,

{= Zév:l Ajpz; = Pz, oU l'on a posé x 1= 37, \jx;.
*

Solution 2.  Convezes fermés fort et non fermés faible-x

1. Comme pour tout u,v € £>°, et A > 0, on a liminf A\u = Aliminf u, et liminf(u +
v) > liminfu + liminfv, on voit que C est convexe. D’autre part, il est clair que le
complémentaire de C' est ouvert pour la topologie uniforme, donc C' est un fermé fort. Par
contre, considérons la suite «" € C' définie par u = —li<,. On voit que u" X 1, mais
—1 ¢ C. Si C était fermé faible-*, °C' contiendrait tous les u" pour n assez grand, ce qui
n’est pas le cas.

2. Par définition de la non-réflexivité, il existe une forme linéaire ¢ € E** fortement
continue qui ne soit pas de la forme ;. Le noyau d’une telle forme est fermé fort dans E*.
S’il était fermé faible-x, ce serait le noyau d’une forme linéaire continue pour la topologie
o(E*, F), donc d’une évaluation ¢,, d’aprés l'exercice 1. Par le lemme des noyaux, 1) =
Ay = g : c’est absurde.

Solution 3.  Sur L'(]0,1])

1. Soit f € L([0,1]) tel que | f|lz1 = 1. Soit 6 € [0,1] tel que fo |f| = 3. On pose
(t) = f(t) sit € [0,6], 0 sinon et h = f — g. Alors ||2g][p1 = 1 et ||2h]|z1 = 1. On a
= 1(29+2h), f # 29, et f #2h (car 6 ¢ {0,1}).

2. Supposons L!([0,1]) isométrique & l'espace dual X* d’un espace vectoriel normé
X. Alors d’aprés le théoréme de Krein-Milman, la boule unité de X, notée By, en tant
que convexe compact (pour la topologie faible-x), est I’enveloppe convexe de ses points
extrémaux. En particulier, Bx admet des points extrémaux. Or la propriété d’étre un
point extrémal est préservée par isométrie (en fait, méme par isomorphisme). Donc By
admet des points extrémaux, ce qui n’est pas le cas.

g
f
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3. 1l est clair que toute suite {a;} € ¢! induit une forme linéaire continue sur cq via
©a : {ur} = Sk agur. On a |l@q|| < |lalp. A présent, soit ¢ € (co)*. Posons ay := ¢(d4),
ou Jy est la suite qui vaut 1 en k, et 0 ailleurs. Soit ¢ un signe tel que @(exdr) = |ak|.
Ainsi, pour tout M € N,

M M

S larl =0 D ewdr | < el

k=—M k=—M

Cela prouve que a = {a;} € /1. Or ¢ et ¢, coincident sur cgg, I’ensemble des suites nulles
a partir d'un certain rang. Donc ils coincident aussi sur ’adhérence de cqg, c’est-a-dire cg.
Donc ¢ = ;.

Solution 4.  Matrices bistochastiques

Il est clair que les matrices de permutations sont des points extrémaux de B,,. Supposons
en effet que 'on ait P =tM + (1 —t)N, ou P est une matrice de permutation, M, N sont
des matrices bistochatiques, et ¢ €]0,1[. Les matrices M et N étant a coefficients positifs,
si p;; = 0, on doit nécessairement avoir m;; = n;; = 0. De méme, les coefficients de M et
N étant < 1, si p;; = 1 on doit avoir m;; = n;; = 1. On en déduit que M = N = P, ce qui
prouve que P est un point extrémal de B,,.

Soit maintenant M € B,, qui n’est pas une matrice de permutation. Il nous faut montrer
que M n’est pas un point extrémal de BB,,. Puisque M n’est pas une matrice de permutation,
il existe un coefficient m;, ;, €]0, 1[. Comme M est stochastique, il existe un indice ja tel que
mi, j, €]0,1[. De méme, ‘M étant stochastique, il existe un indice iz tel que m;, ;, €]0,1].
On construit ainsi par récurrence une suite (j1,1i1, j2,i2, . . .) telle que les coefficients m;, j,
et my, j,,, sont éléments de ]0, 1[. L’ensemble des indices étant fini, il arrive un moment
ou l'un des indices, de ligne ou de colonne, est répété.

On peut donc supposer que la suite (i1, j1,%2,...,Jr+1 = j1) Vvérifie la propriété pré-
cédente, quitte & avoir commencé par le premier indice qui se répéte. On construit alors
une matrice B en posant b;, j, = 1,b; j,., = —1 (pour 1 < k < r), b;; = 0 sinon. Par
construction, la somme des coefficients de chaque ligne ou colonne de B est nulle. On en
déduit que si a > 0, les matrices M + aB et M — aB sont bistochastiques. De plus, on
peut choisir « assez petit pour que ces matrices soient & coefficients strictement positifs.
Comme M est le milieu du segment [M + aB, M — «aB], il s’ensuit que M n’est pas un
point extrémal de B,,.

Le théoreme de Krein-Milman nous dit que B, est ’enveloppe convexe de ses points
extrémaux. Ceux-ci étant en nombre fini, on en déduit que toute matrice bistochastique
est une combinaison convexe de matrices de permutations.

*

Solution 5. Le théoréme de Stone- Weierstrass complexe via Krein-Milman

1. Soit A = A. C’est une sous-algébre fermée de C°(X,C). Soit E une partie A-
antisymétrique. Comme A sépare les points, F est un singleton : si F contenait deux
points = # y, on pourrait trouver f € A telle que f(x) # f(y), et alors f + f € A, est
réelle, et sépare x et y. Donc toute partie A-antisymétrique maximale est un singleton.
Si maintenant f € C°(X,C), notons E = {x} une partie A-antisymétrique maximale, et
choisissons g € A telle que g(x) # 0. Alors h := f(m)g € A, et sa restriction a E égale f|.

g(x)
D’aprés le théoréme de Bishop, f € A, et donc A = C(X,C).
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2. K est convexe, car c’est I'intersection de deux convexes : la boule unité de dual de
CO(X,C), et At. K est également faible-* compact, car d’aprés le théoréme de Banach-
Alaoglu, la boule unité de M(X,C est compacte pour cette topologie, et A est fermé
faible-*, en tant qu'intersection de fermés faible-+. Si K = {0}, alors A+ = {0}. Donc A
est dense; or A est fermée, donc A = C%(X,C), et donc g € A.

3. Observons déja que ||u|| = 1. Comme A est une algébre, o/||o|| et 7/||7| € A+ et
sont de norme 1. Par ailleurs, p = o+ 7 = ||o]| mon ||7'H”:—”, qui est bien une combinaison
convexe car

o+ Il = [ 300+ il + 30 = Dl = [ dll = 1.

w

1+ f _
G‘f@u+fmm0d“‘o

ce qui veut dire que f est constante p-presque partout sur £, (notons ¢ sa valeur). Prouvons
que cela implique que f est constante partout sur E,. En effet, sil existe z € E,, tel que
f(z) # c. Donc, grace a la continuité de f, il existe n > 1 tel que u(Bx(z,1)) = 0. Dés
lors, E, \ Bx(z, 7) est un compact qui supporte u, ce qui contredit la minimalité de E,.

Etant donné h € A, réelle sur E,, notons f = 2 HhH . Alors f € A et f vérifie les
conditions ci-dessus, donc f| E, est constante, c’est-a-dire que hl E, est constante, et donc
E,, est A-antisymétrique.

Ainsi, p = o/||o]|, et donc

4. Pour tout 4 € K extrémal, on a vu que E,, = supp p est A-antisymétrique. Soit g
comme dans le théoréeme. Si E,, C E, une partie A-antisymétrique maximale, g|p € Ag,
donc il existe g € A tel que g|g = §|g, et par définition de E,,,

(g,m:/ gdu=/ gdu=/ édu=/ gdu =0,
X B, B, X

puisque § € A et u € A+. Mais {v € M(X,C) | {(g,v) = 0} est convexe et fermé faible-x,
donc il contient 'adhérence de ’enveloppe convexe des points extrémaux de K, c’est-a-
dire K (grace au théoréme de Krein-Milman). On en conclut que {v € M(X,C) | (g,v) =
0} = AL, Par Hahn-Banach, g € A = A (sinon, on pourrait séparer g de A par une forme
linéaire, qui serait nulle sur A et non nulle sur ¢ : c’est précisément ce qui ne peut pas
arriver).

Solution 6.  Un contre-exemple ¢

Pour tout k € Z, notons ¢y, : f +— fo% f(x)e~**dz. Chaque @, est une forme linéaire
continue pour la norme uniforme, et A = Mo ker(¢x), donc A est un sous-espace fermé
de C°(]0,27]). De plus, A est stable par multiplication, car on sait que, pour f, g continues,

et k<0,
§ SOJ ‘Pk —J ) 0.
JEZ

Bien entendu, A contient la fonction constante. Enfin, A sépare les points, puisque si

T £ €W si x # y modulo 27r. Mais A n’est pas stable par conjugaison complexe. D’ailleurs,
A n’est pas dense : dr2(e7*, A) =1, donc Vf € A, ||f — e || < 1.

*
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