Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n°5

DISTRIBUTIONS

Séance du 12 mars 2018

Solution 1.  Echauffement
La fonction f : z + |sin(z)| € L, on peut donc la considérer comme un élément de
D'(R). Soit ¢ € C*(R) a support compact. On a

(") = () = [ Isin(a)l¢ (@)

(2k+1)m (2k+2)m
= Z/ ) sin(z) ¢’ (SU)d.’Ef/ ' sin(z) " (z)da

kez ’ 2k (2k+1)m
(2k+1)w (2k+2)7
= ( / cos(x)¢ (z)dx + cos(x)@’(x)dx)
keZ 2k (2k+1)m
(2k+1)m (2k+2)7
= Z ( sin(x)p(z)dx —i—/ sin(x)go(m)dw)
keZ 2k (2k+1)m

+ p(2km) + 20((2k + 1)7) + ©((2k + 2)7).
D'ou f" = —|sin(z)| + 4> rez Okr-
*

Solution 2. Quelques exemples de distributions
1. Soit ¢ € C°(R), et supposons que supp(¢) C [-N, N] =: K, avec N € N. Alors

[, )| < Nligllen ey

La formule pour u définit donc bien une distribution, d’ordre au plus IV sur le compact
[—N, N].

Supposons que u est d’ordre fini, disons Np. Posons K := [Ny — 2, Ny + 2]. Il existe
donc une constante Ag telle que pour toute fonction ¢ € C* a support dans K,

s 0} < Axcllpl o

Montrons que cela ne peut pas arriver : soit x une fonction lisse telle que X(NOH)(O) =1,et
supp x C [—3, 3]. Pour m € N, posons ¢, () = x(m-(z—(No+1))). De la sorte, pour tout
m>1, o (k) =0si0<k< N, et o™ (Ny + 1) = mM+1. Done |(u, )| = mMo+L,
Or
HSOWLHCNO < CmNov
K

ott C' > 0 ne dépend pas de m. Donc Ym € N, mM+1 < Cm™No, ce qui est absurde.

2. La fonction z s eV/*” € D(R% ) car étant donné un compact K de R, el/e® ¢
CY(K) (en particulier, localement intégrable). Par contre, considérons ¢ une fonction lisse
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a support dans |1, 2[, positive, d’intégrale 1, et la suite ¢y (z) = 27¥¢(kz). Alors on voit que
¢ — 0 dans D(R). En effet, tous les ¢y, sont a support dans le méme compact K = [0, 2],
et pour tout m € N,

107 dxllco. = 27 k™07 ¢llco. — 0 quand k — oc.

Mais 1
(o) = [ e onlande > 2k o o

+

Solution 3.  Distributions réguliéres

1. L’hypothése se reformule ainsi : pour tout ¢ € D,

| fo+1(6) =0,
R

Soit maintenant y € D, positive, d’intégrale 1. Soit g une primitive de f, donc de classe
C!. On a également, par intégration par partie, l'égalité [ fé + Ty(¢’) = 0. On en déduit
que pour tout ¢ € D, (T —T;)(¢") = 0, ce qui signifie que (T'—T,)" = 0. Supposons montré
que les distributions de dérivée nulle sur R sont les seules constantes : on trouve ainsi que
T =Ty +c,ouceR DoncT s’identifie a g + ¢, qui est C! sur R.

Soit a présent T € D'(R) telle que 77 = 0. Montrons que 7' est constante. Pour tout
¢ € D(R), on a T(¢') = 0. Donnons-nous x € D(R) fixée, positive, d’intégrale 1. Si
¢ € D(R), soit ¢ € D(R) définie par

veeR 0@ = [ (o)~ ([ ¢)xw)a

Observons que c’est seulement parce qu’on lui a retranché sa moyenne qu’une telle « pri-
mitive » de ¢ est toujours une fonction test. De la sorte, ¢ = ¢’ + ([g @) x. Alors T'(¢) =
(Jg #) T(x), et donc T s’identifie & la distribution constante égale a T'(x).

2. Posons g(x) = exp(— [y a(t)dt). C’est une fonction C'*°. On peut donc calculer

(gu)'(¢) = —(gu)(¢') = —u(g¢’) = u(g'd — (99)").

Mais ¢’ = —ag, donc u(g'¢p—(g¢)") = (au+u')(gd) = fg¢. Cela prouve que (gu)’ s’identifie
a la fonction continue fg, et donc gu s’identifie & une fonction C'. Comme g ne s’annule
jamais, v aussi est O,

3. Classiquement, D(Q2) est dense dans LP si p < oo (on peut considérer la régularisation
par convolution avec une approximation de l'identité), donc T : D(2) — R peut étre
étendue en une application T continue sur LP, avec la méme inégalité (grace a la complétude
de R). Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe f € LY telle que T(¢)) = Jo fo
pour tout ¢ € LP, donc pour tout ¢ € D(€2). En identifiant, on obtient 7' = T}.

4. On va appliquer le résultat précédent. On introduit x € D(]0, 1]), positive, d'intégrale
1. Soit maintenant ¢ € D(]0,1[). Comme précédemment, il existe ¢ € D(]0, 1[) telle que

¢ =1 + (fol ¢> X. Ainsi,
T(6) = T(W) + (/01¢>T(x) = [0+ (/O¢) ().
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Mais T'(x) est une constante C, et \fol ¢| < ||¢]l 2, par Cauchy-Schwarz. Enfin, ’fol f@/)‘ <
Il z2]|%] 2. 11 reste donc & estimer |12 en fonction de ¢. Pour cela, on a
x
V@) =2 [ W Oued < 2],
Quand on intégre en x, entre 0 et 1, on obtient [[¢]|2, < 2||¢/| 12][¥|| 2, dou ||¢]|z2 <

2[|¢'|| 2. Et donc

<201+ lIxllz2) ¢l z2-
L2

1
1l < 2H¢— (/0 ¢)x

Ce qui permet de conclure que

T(@)] <201+ [Ixlle2 + [ TOODI 2

Par 1., T s’identifie donc & u € L2(]0, 1]).

Ensuite, considérons v € C1([0,1]) avec v(0) = 0. Comme précédemment, pour x €
[0,1], [v(z)? < 21| z2|v]| z2. Done ||v|| L= < %(”’UHLQ +|v'||z2). On raisonne maintenant
par densité : D est dense dans L?, soit donc v, € D(]0,1]) telle que v, — f dans L.
En reprenant les estimées précédentes, on voit que si pour z € [0,1], up(z) := [ vn(t)dt,
alors wu,, est de Cauchy dans L?(]0, 1[), puis dans C°([0,1]) griace a Pestimée précédente.
Donc u,, converge vers u. Par continuité de la dérivation au sens des distributions, on a
que @ = lim, 00 v, = f. Donc @ et u difféerent d’une constante (voir la question 1.), et
ainsi u € CY([0,1]).

*

Solution 4.  Distribution dont le support est un point

1. Notons K = B(0,2). Il existe C' > 0 et m € N tels que pour toute fonction ¢ € C°
a support dans K, on ait
|(u, &)| < Cll@llep-

A présent, si ¢ € C° quelconque, écrivons ¢ = @ + (1 — ). Comme suppu = {0},
(u, (1 = ¥)p) = 0. Alnsi, [(u, )| < CllYpller < Ca(v, m)||¢llcr. Done u est d’ordre fini.

2. Par construction, supp(l — #,) C R" \ B(0,r/2). Si ¢ € C(R"™), on a encore
supp(1 — ¢,)¢p C R™\ B(0,7/2), et donc par définition,

(u, (1 =¢r)9) = 0= (u,$) = (Yru, §),

d’ou le résultat.

3. Soit € > 0. Il existe un voisinage K. de 0 tel que si |a| = m,
Vee K, |(D%)(z)| <e.
Montrons par récurrence descendante sur || que
VBeN", |8l <m, Ve e K, [(Dp)(z)] <en™ 18l|gm-I8l,

Pour |3] = m, c’est ce qui précéde. On suppose que le résultat est démontré pour |5| = k+1.
Soit 3 de longueur k. Alors

V(DP¢) = (0, DPp,...,08,, D).
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Donc par hypothése de récurrence, pour tout = € K,

n
Z 1, (DP0) ()] < - e(nfa])m =D < enpm=H|g (D),

On applique alors le théoréme des accroissement finis, avec D?(¢)(0) =0 :

|DPy(z) — DPp(0)] < |z . IV(DPe)(y),
ye |0,z

ce qui achéve la récurrence.
Soit 0 < r < 1 assez petit pour que supp(¢,p) C B(0,2r) C K. On calcule maintenant
par la formule de Leibniz

“Wr)@) = X can(D2 ) (5) (D7) (@)1

B<a

Or pour z € B(0,2r) C K., et |a] <m,

1D (rp) (@) < D CaplWllglai-ter - e(2n)m Wlpm-lol < Cn,mlel[Yllgper;

B<a

puisque r < 1. Bien siir, comme 9,¢ est nulle en dehors de B(0,2r), I'inégalité ci-dessus
reste valable sur R™. Finalement, en sommant pour tous les multi-indices de longueur
inférieure & m, on obtient

[rellem®ny < C(n,m)|llcpe.

Il suffit de faire tendre e — 0 pour obtenir le résultat.

4. Soit K le support de . Comme u est d’ordre m, il existe Uz tel que pour toute
fonction ¢ a support dans K, [(u, ¢)| < Cf(HqﬁHcg- Maintenant,

|<u7 90>| = \(Uﬂﬁr@ﬂ < C}}H¢r¢”€% -0

quand r — 0. Donc (u, @) = 0.

5. On a montré que N, ker 5(()k)

u € Vect{é(()k) | k€ [0,m]}, ce qui est le résultat recherché.

C keru. Par le lemme des noyaux, on en déduit que

*

Solution 5.  Valeur principale de %

1. Par la formule de Taylor, ¢(x) = ¢(0) + 21 (z) avec p € C®°(R) et ||| e < ||¢']| Loo
(puisque ¢(z) = ¢'(0,), avec 0, €]0, z[). Ainsi,

/: (b(;)dx - /1 = / bz —¢(0)Ine + /:@D(x)dx

Un calcul similaire pour [~ montre que le terme en Ine disparait. La limite existe et vaut

donc
/ Molac + Y(z)dx
jz|>1

z lz|<1

Cette distribution n’est pas d’ordre 0, sinon elle apparaitrait comme une mesure. Plus
précisément, soit x une fonction C* a support compact, positive, et égale a 1 sur [—1,1].
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On définit la suite ¢, : z — arctan(nz)x(x). C’est une suite de fonctions continues a
support compact telles que ¢,,(0) = 0 et [|¢n|lco < C, mais les (vp(L), ¢,,) divergent :

(Vp(i),¢n> = 2/000 Wx(x)d:n = /OOO arCtin(m)X(a:/n)al:c — 0.

Par contre, 'expression de v assure que c¢’est une distribution d’ordre au plus 1.

2. La fonction x — log |z| est bien localement intégrable. Calculons, pour ¢ € C°(R),
—€ +o0o
(log a1, &) = lim | log(~a)(0)da+ [ log(a)ef (w)do
e=UJ/—c0 €

T <10g(5)(¢(—5) —b(e)) — / ) / o f)dx)

e—0 —00 X

= —(vp(1),9),

z
car comme ¢ est dérivable en 0, on a ¢(e) — ¢(—¢) = O(e).
3.0n a
(zvp(3),0) = (vp(3),20)

~ lim < _O: é(x)dz + / ” ¢>(a:)da;)

e—0
- [ o=

Cela prouve que zvp(2) = 1.

4. Si u est comme dans 1’énoncé, on a xu — xvp(%) = 0. Cela signifie en particulier que
supp (u - Vp(%)) C {0}. On en déduit (voir I'exercice précédent) qu’il existe cg, . . ., ¢, tels
que

n
u—vp(l) = Z cj(s((]J).
j=0
On a donc également Y 7 cjxdéj) =0. Or 2dp =0 et pour j > 1:

(235, 8) = (8, w6) = (=) (w6)(0) = j(=1)7 ¢V 1(0) = (55", ).
Comme la famille (d¢, 0, . . .) est libre, cela entraine que ¢; = 0 pour j > 1. Ainsi
u—vp(L) = cydo.

5. Remarquons que pour a > 0, on a

a—2 _ JZQM T ! xa¢($)_¢(0) z 1xxa72 T
e 20) = [ TP da+ [ el "0+ 9(0) [ alal* e

|z|>1 T - z -1
—_——
=0
En appliquant le théoréme de convergence dominée a chacun des deux termes restants,
on voit que (z|z|*"2,¢) — (vp(1),¢) quand a — 0 (avec a > 0), ce que l'on voulait
démontrer.
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Solution 6. Support et ordre

1. Soit ¢ € C*(R). 1l existe alors ¢ € C®(R) telle que ¢(z) = ¢(0) + ¢'(0)z + ¥ (z)z>
Alors le terme d’ordre n de la somme vaut

0y

1
Jj=1 J

s le?/ ) _ 6(0) = ¢'(0) log .

Jj=1

Or il est bien connu que que Y7 ; % —logn — ~, et la série qui reste est convergente car
est bornée sur [0, 1] : de la sorte, u(¢) est bien défini. Ensuite, comme on a [[9)[| Lo ([0,1]) <
Cl|¢" || L=, puisque grace a la formule de Taylor avec reste intégral, on trouve explicitement

v@) = [ 0=y

On en déduit que |u(¢p)| < C(||¢||Le + [|@”||L), et u est donc d’ordre au plus 2.

2. Soit K = {0} UU2,{1/j}. Bien str, S C K car si z ¢ K, il existe un voisinage V'
de x ne rencontrant pas K, et toute fonction test a support dans V annule u, d’aprés les
formules ci-dessus. D’autre part, pour tout j € N*  en choisissant une fonction test ayant
son support dans |1/j —e,1/7 + €[, on voit que 1/j € S. Or S est un support, donc est
fermé et ainsi, automatiquement, 0 € S. Finalement, S = K.

3. Un calcul direct montre que u(¢x) = k, mais comme 05 ¢r(1/j) = 0si a > 0 et quel
que soit j > 1,
Zsup |04¢ ()| = sup |¢p ()] = 1.
= 01‘6 €S

On ne peut donc pas avoir k < C pour tout k& € N. Cela prouve que la connaissance
du support d’une distribution ne permet pas de se retreindre & ’étude des fonctions sur
celui-ci.

4. Si u était d’ordre 1, on aurait une relation du type

u(@)] < Clllellzoe + 1l¢l| o).

On introduit donc comme suggéré le « cut-off » de la primitive seconde d’une fonction test :
soit ¢ € C°(]0, 1), positive, d’intégrale 1. Soit ¢ € C2°(] — 1,2[, 0 <9 < 1 et Yjgq = 1.

On pose e
2) /0 /0 (kt)dtdy.

Alors ||¢g||pe < % et ||[¢Yp]lne < % Le membre de droite dans l'inégalité supposée est
ainsi majoré par C'/k.
D’autre part,

k)Zin(l/@ Z¢k 1/i) + Z Vi (1/4).
=1 i=k+1

Remarquons que, par une simple inégalité triangulaire, on voit que |1y ()] < ||¢||po2?/2
si z € [0, 1]. Donc

> hk(1/4)

i=k+1

< Cllollz=1/k.
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Enfin, sur [1/k, 1], comme t — ¢(kt) s’annule, v est affine de pente 1/k, et donc

S (1) = (e () + (- 1)) = () + 2 w0 (3).

Comme [y, (2)| S [|@]|L=2?, ke(1/k) = O(4). Cela prouve que

Zwk( ) logk

d’ou la conclusion.
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