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Solution 1. Solution élémentaire du laplacien
1. On calcule

∆(|x|α) =
N∑
i=1

∂

∂xi
(axi|x|a−2) = (Na+ a(a− 2))|x|a−2.

2. Sur cB(0, ε) on a ∆|x|2−N = 0 et donc pour tout φ ∈ D

0 =

∫
cB(0,ε)

∆(|x|2−N )φ =

∫
cB(0,ε)

(∆φ)|x|2−N +

∫
∂B(0,ε)

(φ
∂

∂n
|x|2−N − |x|N−2 ∂

∂n
φ).

En prenant la limite quand ε −→ 0 on obtient∫
(∆φ)|x|2−N = limε−→0

∫
∂B(0,ε)

(φ
∂

∂n
|x|2−N − |x|N−2 ∂

∂n
φ).

On conclut donc car au sens des distributions < ∆|x|2−N , φ >=< |x|2−N ,∆φ >.
3. On remarque∫

∂B(0,ε)
φ
∂

∂n
|x|2−N = (2−N)

∫
∂B(0,ε)

φ|x|1−N −→ (2−N)|SN−1|φ(0)

∫
∂B(0,ε)

|x|N−2 ∂

∂n
φ −→ 0.

4. Si f est une distribution à support compact, alors u = |x|N−2 ∗ f est bien définie
comme convolution d’une distribution et d’une distribution à support compact et on a

−∆(|x|N−2 ∗ f) = (−∆|x|N−2) ∗ f = (N − 2)|SN−1|f,

donc 1
(N−2)|SN−1| |x|

N−2 ∗ f est solution de −∆u = f au sens des distributions. Ensuite, en
dehors de supp(f) + 1, u est égale à

(χ(|x|)|x|N−2) ∗ f,

où χ(r) est une fonction qui vaut 1 pour r > 1 et 0 au voisinage de 0. En effet, si g ∈
D(RN \ (supp(f) + 1)) on a

< u, g >=< |x|2−N , f ∗ g >=< |x|2−Nχ(|x|), f ∗ g >

car supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g), qui ne contient pas B(0, 1). (χ(|x|)|x|N−2) est C∞

donc (χ(|x|)|x|N−2) ∗ f aussi.
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On montre maintenant que u tend vers 0 à l’infini. Soit k l’ordre de f (f est à support
compact donc d’ordre fini). On a

|u(x)| = | < f,
χ(x− .)
|x− .|N−2

> | ≤ C sup
i≤k,y∈supp(f)+1

|∂i( χ(x− .)
|x− .|N−2

)| → 0.

5. On raisonne comme dans les questions 1 et 2 en remarquant ∆ln(|x|) = 0 surR2\{0}.

?

Solution 2. Fonction de Green pour le demi-espace : le noyau de Poisson
1. Si y ∈ ∂Ω alors |y − x∗| = |y − x|, donc Φ(y − x∗) = Φ(y − x).
2. Φ(y − x∗) est C∞ pour y, x ∈ Ω donc ∆Φx = 0 sur Ω.
3. On calcule, pour x fixé,

− ∂G
∂νΩ

(x, y) = (n− 2)
1

(n− 2)mes(Sn−1)

(
yn − xn
|y − x|N

− yn − x∗n
|y − x|n

)
=

2

mes(Sn−1)

xn
|y − x|n

.

4. On procède par récurence, en remarquant∫
∂Ω

1

|y − x|
dSy =

∫
Rn−1

1

((y1 − x1)2 + ...+ (yn−1 − xn−1)2 + x2
n)

n
2

dy1..dyn−1

=

∫
Rn−3

(∫
R2

1

(y2
1 + y2

2 + ..+ x2
n)

n
2

dy1dy2

)
dy3..dyn−1

=

∫
Rn−3

(
2π

∫ r

0

rdr

(r2 + y2
3 + ..+ x2

n)
n
2

)
dy3..dyn−1

=

∫
Rn−3

π
n
2 − 1

1

(y2
3 + ..+ x2

n)
n
2
−1
dy3..dyn−1

Si n est paire, à la dernière étape on utilise
∫
R

1
1+x2

dx = π.
5. soit χ(yn) une fonction telle que χ(0) = 1. On calcule

u(x) = −
∫
g(y)

∂G(x, y)

∂ν
= −

∫
Ω
g(y)χ(yn)δyGdy+

∫
Ω

∆y(g(y)χ(yn))G(x, y)dy−
∫
∂Ω
G(x, y)

∂χg

∂ν

Comme G(x, y) = 0 pour y ∈ ∂Ω, le dernier terme vaut 0. Le premier est nul aussi car
∆G = 0. On a donc

u(x) =

∫
Ω

∆y(g(y)χ(yn))G(x, y)dy,

donc
∆u =

∫
∆y(g(y)χ(yn))∆xG(x, y)dy = 0.

Par ailleur u est C∞ sur Ω, et

|u(x)| ≤ ‖g‖L∞
2xn

mes(Sn−1)

∫
∂Ω

1

|y − x|n
dSy ≤ ‖g‖L∞ ,

donc u ∈ L∞Ω̄.
6. Soient z ∈ ∂Ω et ε > 0 fixé. D’après la continuité de g, il existe δε > 0 tel que

|y − z| < δε ⇒ |g(y)− g(z)| < ε .
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On se donne x ∈ Ω tel que |x− z| < δε/2. On a alors

|u(x)− g(z)| =
∣∣∣∣ 2xnnωn

∫
∂Ω

g(y)− g(z)

|x− y|n
dSy

∣∣∣∣
≤ 2xn
nωn

∫
∂Ω∩Bδε (z)

|g(y)− g(z)|
|x− y|n

dSy +
2xn
nωn

∫
∂Ω\Bδε (z)

|g(y)− g(z)|
|x− y|n

dSy .

– On montre que la première intégrale du membre de droite de cette inégalité est
inférieur à ε.

– On montre que si |y − z| > δ alors |y − x| ≥ |y − z|/2.
– On en déduit que la seconde intégrale est majorée par

2n+2xn‖g‖∞
nωn

∫
∂Ω\Bδε (z)

|y − z|−ndSy .

– On en déduit que la seconde intégrale tend vers 0 quand xn → 0.

?

Solution 3. Inégalité de Harnack
1. On remarque, pour r ≤ R,

R− r
R+ r

≤ R2 − r2

R2 − 2rR cos(θ − t) + r2
≤ R+ r

R− r

On multiplie par 1
2πu(a + Reit) et on intégre pour t entre 0 et 2π. On obtient, grâce à la

formule de Poisson

∀0 ≤ r < R,
R− r
R+ r

u(a) ≤ u(a+ reiθ) ≤ R+ r

R− r
u(a).

2. Soit R tel que ∀x ∈ K, B(x,R) ⊂ Ω. Il existe un recouvrement fini de K par des
boules B(xi,

R
2 ). Soit N le nombre de boules, on a alors, pour tout x, y ∈ K

u(x)
1

3N
≤ u(y) ≤ u(x)3N .

3. Soit z ∈ Ω. un(z) est une suite croissante, donc soit elle converge, soit elle tend
vers +∞. Si elle converge, alors l’inégalité précédente nous dit que pour tout y, un(y)
est bornée donc converge. Le théorème de Dini nous dit donc que la suite un converge
uniformément sur les compact. La limite u satisfait donc la propriété de Poisson donc est
harmonique. Si un(z) → ∞, alors l’inégalité de la question précédente nous dit que pour
tout y, un(y)→∞.

?

Solution 4. Estimation des dérivées d’une fonction harmonique
1. Si v est harmonique, la propriété de la moyenne peut s’écrire de manière équivalente

v(x0) =
1

|Br(x0)|

∫
Br(x0)

v(y)dy.
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Si u est harmonique, alors ∂u
∂xj

l’est aussi, donc

∂u

∂xj
=

1

|Br(x0)|

∫
Br(x0)

∂u

∂xj
dy =

1

|Br(x0)|

∫
∂Br(x0)

u(y)νj(y).

2. On remarque ∫
∂Br(x0)

νj(y) = 0

donc
| ∂u
∂xj
| ≤

∫
∂Br(x0)

(u(y)−m)νj(y) ≤ Cn
M −m

r
.

3. Par le principe du maximum, on a pour tout x ∈ Ω, m ≤ u(x) ≤ M . On applique
donc la question précédente pour tout r tel que B(x, r) ⊂ Ω. Comme d(x, ∂Ω) est le
suprémum de tels r on conclue.

4. Grâce à l’estimation précédente, si un est bornée, alors ses dérivées sont uniformément
bornées sur tout les compact (ainsi que les dérivées d’ordre supérieur, en remarquant que
sur les compact, ∂un est uniforment bornée et harmonique). On peut donc appliquer le
théorème d’Arzela Ascoli.

?
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