Correction du Td n° 6 d’Analyse fonctionnelle

FONCTIONS HARMONIQUES

Séance du 21 mars 2014

Solution 1.  Solution élémentaire du laplacien

1. On calcule

o' > 9 a—2 a—2
A(!J«"I):Z (azilx|*™%) = (Na+ a(a — 2))|2[*.

2. Sur ¢B(0,¢) on a Alz|>~N = 0 et donc pour tout ¢ € D
0= [ AP Me= [ @alP Y [ (@ P a2 ),
cB(0,¢) cB(0,¢) AB(0,¢) on on

En prenant la limite quand ¢ — 0 on obtient

0 0
22N _ ;. 9, 2N | N—20
JOORE <timeo [ (@il el )

On conclut donc car au sens des distributions < Alz|2~N, ¢ >=< [2|>7V A¢ >.

3. On remarque

0 | g 1-N N-1
n =@2-N 2 - N)|$ 0
/fBBm,e)%”x' ( )/8B(O,e)¢’x‘ — )3T e(0)

/ \:C|N_2ng5 — 0.
9B(0,6) on

4. Si f est une distribution a support compact, alors u = ||V =2 % f est bien définie
comme convolution d’une distribution et d’une distribution & support compact et on a

~A(zNPx f) = (<AY )« f = (N - 2)I8V S,

donc WMN‘Q * f est solution de —Awu = f au sens des distributions. Ensuite, en

dehors de supp(f) + 1, u est égale a
(x(J )|V 2) = f,

ot x(r) est une fonction qui vaut 1 pour r > 1 et 0 au voisinage de 0. En effet, si g €
D(RY \ (supp(f) + 1)) on a

<u,g >=<|e*N, frg>=<|a]Fx(zl), f * g >

car supp(f * g) C supp(f) + supp(g), qui ne contient pas B(0,1). (x(|z|)|z|V~2) est C>®
donc (x(|z])|z|N=2) * f aussi.
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On montre maintenant que u tend vers 0 & 'infini. Soit & ordre de f (f est & support
compact donc d’ordre fini). On a

x(@—.) x(@—.)
wz)|=|< f,———x=>|<C sup () = 0.
fu(=)l =1 |z — . [N=2 | igk,yesupp(f)+1| (\95— V= 2)|

5. On raisonne comme dans les questions 1 et 2 en remarquant Aln(|z|) = 0 sur R\ {0}.
*

Solution 2. Fonction de Green pour le demi-espace : le noyau de Poisson
1. Siy € 09 alors |y — x*| = |y — x|, donc ®(y — z*) = ®(y — x).
2. d(y — z*) est C*° pour y,z € Q donc AP* = 0 sur .
3. On calcule, pour z fixé,

_%(ZE ) =(n—-2) 1 yn—xn_y”_x; - 2 n
DG DY) = (n—2)mes($" 1) \Jy —z[N  |y—=[")  mes(I"1) Jy —a|*

4. On procéde par récurence, en remarquant

1 1
/ ——dS, / wdy1..dyn—1
o0 [y — | Rro—1 ((y1 — 1) 244+ (Yn—1 _xn—l) +x2)
1
/ / 3 2 dyldyg dyg..dyn_l
Re-3 \Jr2 (¥ 4+ 93 + .. +a2)2

rdr
/ / 2 PN dyg..dyn_l
Rn—3 0 T +y3++xn)2

= —dys..dyn—1
/uwr L(y3 + .. +w2) ! "

Si n est paire, a la derniére étape on utilise fR 1Jr%dm =T.

5. soit x(yn) une fonction telle que x(0) = 1. On calcule

u(z) = —/g(y)w = —/QLCJ(y)X(yn)5@/@dy+/Q Ay(g(y)x(yn))G(x,y)dy—AQ G(x,y)%

Comme G(x,y) = 0 pour y € 99, le dernier terme vaut 0. Le premier est nul aussi car

AG = 0. On a donc
/ Ay (9(5)x(un))G (@, y)dy,

donc

Au = /A X(yn))AzG(z,y)dy = 0.

Par ailleur u est C°° sur €2, et

2z, 1
< - ds, < o,
)| < Nl ot | =S, <l

donc u € L*>Q.
6. Soient z € 082 et € > 0 fixé. D’aprés la continuité de g, il existe . > 0 tel que

ly — 2| < 6. = |g(y) —9(2)| <e.
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On se donne z € ) tel que |z — z| < d:/2. On a alors

2xn/ 9(y) —g(2)
u(x) — g(z)] = ds
| ( ) g( )‘ nwn Joq h:__yvl Y
< 2xn/ \g(y)—g(Z)ldSer?%/ Ig(y)—g(Z)!dSy.
nwn JoonB; (z) 1T —y" nwn Joo\Bs.(z) 1T —y|"

— On montre que la premiére intégrale du membre de droite de cette inégalité est
inférieur & e.

— On montre que si |y — z| > 6 alors |y —z| > |y — z|/2.

— On en déduit que la seconde intégrale est majorée par

2n+2
Wn OO\ Bs.. (z)

— On en déduit que la seconde intégrale tend vers 0 quand x,, — 0.

*
Solution 3. Inégalité de Harnack
1. On remarque, pour r < R,
R—7r R? — 2 R+

< <
R+r ~ R2—2rRcos(0 —t)+r> — R—r
On multiplie par iu(a + Re™) et on intégre pour ¢ entre 0 et 27. On obtient, grace a la
formule de Poisson

R—ru
R+r

R+r

(a) < ula+re?) < -

V0 <r < R,

u(a).

2. Soit R tel que Vx € K, B(z, R) C . Il existe un recouvrement fini de K par des
boules B(x;, %) Soit N le nombre de boules, on a alors, pour tout z,y € K

u(a?)?)i < u(y) < u(x)3".

3. Soit z € Q. u,(z) est une suite croissante, donc soit elle converge, soit elle tend
vers +o0. Si elle converge, alors l'inégalité précédente nous dit que pour tout y, uy,(y)
est bornée donc converge. Le théoréme de Dini nous dit donc que la suite u, converge
uniformément sur les compact. La limite u satisfait donc la propriété de Poisson donc est
harmonique. Si u,(z) — oo, alors I'inégalité de la question précédente nous dit que pour
tout y, un(y) — oo.

*

Solution 4.  Estimation des dérivées d’une fonction harmonique

1. Si v est harmonique, la propriété de la moyenne peut s’écrire de maniére équivalente

olan) = ! o(y)dy.

By (z0)| J B, (20)
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Si u est harmonique, alors 73“ lest aussi, donc
b
J

ou 1 ou
[ dy:/ w\y)vily).
e " Bo@o)] Jown 00 Y [Belao)] o, oy ")

(o))

2. On remarque

donc

/ vily) = 0
OBr(z0)
ou

M —m
< [ () - mir) < €
Zj 0B (z0)

r

3. Par le principe du maximum, on a pour tout x € Q, m < u(z) < M. On applique
donc la question précédente pour tout r tel que B(z,r) C . Comme d(x,00) est le
suprémum de tels r on conclue.

4. Grace a I'estimation précédente, si u,, est bornée, alors ses dérivées sont uniformément
bornées sur tout les compact (ainsi que les dérivées d’ordre supérieur, en remarquant que
sur les compact, Ou, est uniforment bornée et harmonique). On peut donc appliquer le
théoréme d’Arzela Ascoli.
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