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Solution 1.  Echauffement

Pour ¢ € D(R), on a (), ) = —¢'(0). Supposons que d soit une mesure, et notons
K = [—1,1]. Il existerait alors une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ a support dans
K, 118, 0 < Clélle

Soit donc ¢ € D(R), positive, & support dans K, et telle que ¢'(0) = 1. Notons
¢n(x) :=1(nx) pour n € N. On voit que ¢, reste a support dans K pour tout n > 1, que

6ulles. = ¥llcs . et enfin que
(00, ¢n) = =9, (0) = —ny’(0) = —n,
ce qui contredit I'inégalité ci-dessus lorsque n — +oc.

*

Solution 2.  Fonctions C' par morceaux
Soit ¢ € D(I). On note I =Jap, an+1] (avec éventuellement ag = —oo et a1 = +00),
et on calcule

(150) =~ | 4
) _Z/W

. N
3 [ o= Sl —0) - (e + )]
i=0 " %i i=0
N
= (Tp,p 0) — Z[(f¢)(ai+1 —0) — (f¢)(a; +0)],
=0

ou 'intégration par partie s’est faite sur des intervalles du type [a; + €, a;+1 — €], avant de
faire tendre e vers 0.
En utilisant le fait que ¢ est a support compact, on peut réorganiser la somme :

N

> (o) (air1 —0) = (f)(a; + 0)]

1=0

M= 1=

@
Il
—

[(f¢)( —0) = (f¢)(ai + 0)]

(f(a; +0) — f(a; —0))p(a;)

o

@
Il
=

(f(ai +0) = f(ai —0)){da;, P)-
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Ceci conclut la preuve.

Solution 3.  Fonctions lipschitziennes
Supposons que f € L®(R?) est lipschitzienne. Pour tout 1 < j < d et h € R, on pose

mfixe f(z,. o zjm1, 2+ bz, .., T4).

Si € R? on a donc |7'}be(a?) — f(x)] £ Ch (quitte & changer la norme sur R?). Pour
¢ € D(R) et h > 0, on a d’une part

/) (Thf(w)h— f<x>> o(@)da

<c [ @lds = Clolu.
Rd
et d’autre part,

i f(z) - flz 7, 6(x) — ¢(x

grace au théoréme de convergence dominée. Cela signifie que

|<a’t] fa ¢>| < CH¢HL1(Rd)a

et donc 0, f € D'(RY) se prolonge en une forme linéaire continue sur L'(R?). Grace au
théoreme de dualité, on voit que O, f s’identifie alors a une fonction L sur R<.

Réciproquement, si f est bornée sur R? et que toutes ses dérivées partielles, au sens
des distributions, s’identifient a des fonctions bornées, montrons que f est lipschitzienne.
Soit ¢ € D(R?), positive, a support dans Bga(0,1), et telle que Jga¥ = 1. Pour n > 1,
la suite des fonctions ¢, : x + n~%)(nx) constitue donc une approximation de 1'unité.
Posons f, 1= f % ¢n. Alors f, € C®(RY). D’autre part, pour tout 1 < j < d, on a
O, fn = (Ox; f) * ¢n, donc en notant

C:= o, 10l

on trouve que pour tout x € R4

0s,0(0)| = | [ 00,100l ~ )y <C [ ou(o =)y =C.

D'ott |0z, fallzee < €, uniformément en n > 1. De méme, || f,[[r < |[f|| L. Le théoréme
des accroissements finis classique, pour les fonctions lisses, assure donc que Vn > 1, Va,y €
R,

[fn(x) = fa(y)] < Cllz —y]. (*)

En faisant tendre n — 400 dans le membre de gauche, on trouve que f est lipschitzienne.

Remarque : Pour voir ce dernier fait, la meilleure idée est d’appliquer le théoréme d’Ascoli
a la famille {f,}, en se placant sur les compacts B(0, N), N € N. Alors la famille est
équicontinue (grace a la borne uniforme en n dans l'inégalité (x)), et elle prend ses valeurs,
en chaque point € B(0, N), dans le compact [—|| f||ze, || f||z>]. Donc on peut extraire de
{fn} une sous-suite qui converge uniformément sur B(0, N). Il suffit de faire une extraction
diagonale pour trouver une sous-suite {nz} et une fonction g € C°(R%) telle que

e = 9
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uniformément sur les compacts de R?. Cela implique en particulier que fn, — g dans
D', donc que g = f, puisqu’on sait que f, — f dans D’. Ainsi, pour tout z € R%,
fne () = f(x), et on peut passer & la limite dans ().

*

Solution 4. Pseudo mondémes
1. La fonction = — (24)% est dans Li

2. Ecrivons ¢(x) = ¢(0)+x1p(x), ¥ € C® et ||1)]| 1= < C||¢'||L. On découpe l'intégrale

enl:

Les deux derniers termes admettent une limite quand e—=0 (car 14+ a > —1). Posons
donc A = —¢(0)/(1 + «). On obtient donc la formule demandée, avec

pe)(6) = 2+ [ (o) - o0 + [

L’ordre de cette ditribution est non nul car sinon, pf(z9) apparaitrait comme une mesure.
Mais f(z) =« +1 “x (ou x est une fonction plateau au voisinage de 0) est continue, avec

(R) si et seulement si v > —1.

f(0) = 0, mais fE x®f n’admet pas de limite quand € — 0. Par contre, on voit que

Ipf(2%)(8)] < Clldllzee + Call ¥l + Csll@ll < CllllL> + [|¢]lL),

donc pf(z%) est d’ordre inférieur ou égal a 1.

3. Il faut cette fois développer a l'ordre m :

m—1 (k)
o) = 3 Tk (e,
k=0

avec ¢ € C™ et |||~ < CH(ﬁ(m)HL“"

On trouve que

m—1
e a+m ¢(k)(0) a
/8 ¢ / + w( dx+zk'(k+1+a)(k+1+ o +/

Et donc, comme o +m > —1,

o0 1 (k) ( = ™0
P = [t | w( Z¢ )d +Zk'(lf+§—)%a)

4. 11 faut calculer pf(z)(¢). On fait une intégration par partie dans I’expression pré-
cédente, et on trouve que pf(z$) = apf(:v?ffl). Ainsi, par récurrence, 'ordre de pf(z9)
est la partie entiére de a.

5. Lorsque o — v, || = |ap| = m (au moins pour « assez proche de «p). Ainsi,
les deux expressions pf(z$)(¢) et pf(z5°)(¢) sont constituées des mémes termes, ot I'on
a remplacé « par «p. Ensuite, on a convergence terme a terme (par exemple, grace au
théoréme de convergence dominée), d’out pf(z§) — pf(z°) au sens des distributions.
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6. On calcule comme précédemment :

k=0
| me2 (k) (m—1)
“m ¢ (0) —m ¢~ (0)
= j T ¢(.%') + kEZO m(gk-H — 1) + m Ine.

(puisque In(1) = 0). Et on a donc (tous les termes sont bien définis) :

= ¢W(0)

pf(z3™)(¢) = /1 T am(w)de + kgo Kl(k+1—m)

R 2 M (0)
—1—/0 T <¢(x)— kz:% i xk>

Cette expression assure donc qu’il s’agit d’une ditribution, d’ordre au plus m. En fait, on
calcule la dérivée comme avant :

—(m+1)

_1\ym (m)
pf(z1™)" = —mpf(z ) + M.

m!
Et par récurrence, on obtient que l'ordre est m.
Pour la convergence : si & — m par valeurs inférieures, la partie entiére de —« est m. Si

« — m par valeurs supérieures, la partie entiére de —a est m — 1, mais elle est aussi valable

. . #(m=1)(0)
avec m. En comparant les termes, on voit que tous convergent, sauf le dernier m=D(m+a)’
qui diverge dés que qﬁ(m*l)(O) # 0. Ainsi les pf(z™) ne sont pas limites de pf(z}®).

*

Solution 5.  Propriété de la moyenne

1. Grace a un développement de Taylor-Lagrange a l'ordre 2, on sait que, pour tous
z,h € RY, il existe 7, €]0,1[ tel que f(z + h) = f(z) + df(z) - h + 2d>f(x + m,h)(h, h).
Maintenant, comme h +— f(x) et h +— df (z) - h vérifient la propriété de la moyenne, on a,
pour tout r > 0 assez petit,

1

|0B(0,7)| Jap(0,r)

En faisant un changement de variables pour ramener la sphére de rayon r & la sphére unité,
on trouve, grace a la bilinéarité de d?f, que

& f(x + 1,0)(0,0)do = 0.

/ P f(x + Toro)(o,0)do =0,
8B(0,1)

pour tout 7 > 0 assez petit. Mais d?f(z + T,o70) — d?f(z) uniformément sur B(0,1)
quand 7 — 0 (par continuité de d?f), donc on a

/ d?f(x)(o,0)do = 0.
9B(0,1)

Or il existe une base orthonormale de R? dans laquelle la matrice de d?f(x) est diago-
nale. Notons d?f(z) = diag(a1,...,a,). Dans cette base, I'égalité ci-dessus s’écrit

0= / > ajhidhy...dhg = a;- / hidhy...dhg = C - tr(d’f(z)),
lAlI2=1 j=1 j=1 [|h|I2=1
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ot C > 0. Finalement, on trouve que tr(d?f(z)) = Af = 0.

2. Soit ¢, une approximation de l'identité & support dans B(0,1/n) (cf. les exercices
précédents). Soit x € Q, r > 0 tels que B(z,r) C €, et soit N assez grand pour que
B(z,r+2/N) C Q. Alors on peut définir la convolée f,, = ¢, *f aux points y € B(z,r+1/N)
pour n > N. En reprenant les résultats sur les approximations de 'identité, on voit que
fn — f uniformément sur B(z,r 4+ 1/N) (au sens des fonctions continues). D’autre part,
fn € C®(B(x,71)) et vérifie, grace au théoréme de Fubini, pour tout p < r,

! 1
TH T hoten "7 = BT hotasy Joo ) 07 = e
Pn(y)
- 0Bz o)l dod
/B(O,le) 0B (z, p)| Jon@—y.p) fo)dody

- | On(y) f(z —y)dy

B(0,1)
= fu(x).

(la troisiéme égalité vient de la propriété de la moyenne sur f). On peut reprendre ce
calcul pour tout y € B(z,r) avec les rayons convenables. Ainsi, f, vérifie la propriété de
la moyenne dans l'ouvert B(z,7), et comme elle est réguliére, on a —Af,, = 0.

Vu la convergence f,, — f et la continuité de la dérivation dans D', on en déduit I'égalité
au sens de D'(B(xz,r)) (c’est-a-dire, quand on teste contre des fonctions de D(B(x,r)) :
—Af = 0. Ceci étant vrai pour tout B(z,r) C , en utilisant un théoréme de partition de
I'unité, on a l'égalité —Af = 0 au sens de D'(Q).

3. Etant donnéé f € C™ telle que Af = 0, en utilisant le fait que V|z|? = 2z et
Alx|? = 2n, on a, en intégrant par parties,

[ t@dr=g [ @GP - )

B(0,r) 2n JB(or)

:l/ frda—l/ Vf-xdx
n JoB(0,r) n JB(o,r)

" 1 of 1
~n d _7/ 7952—7“24-*/ z|? — r2)Af.
n/C()B(Oﬂ')f 7 2n oB(0,r) 8T<‘ ’ ) 2n B(O,T)(’ ‘ ) f

Le terme du milieu vaut 0, car on est sur le bord; le dernier également, car Af = 0.
On note F : r WIB(OM f(z)dx. Comme |B(0,7)] = r"|B(0,1)|, on a F'(r) =

m faB(o,r) fdo — m fB(O,r) f(z)dz, et donc le calcul précent prouve que
rF'(r) =nF(r) —nF(r) = 0.

Fest C1) et F(0) = f(0), d’out 'on déduit que F(r) = f(0). Ce calcul peut étre réitéré en
tout point d’un ouvert sur lequel A f = 0, donc f vérifie la propriété de la moyenne sur cet
ouvert.

4. Soit maintenant 7" € D’ tel que AT = 0 au sens des distributions. On a alors
OnxT € C® et A(¢py, *T) = ¢, x AT = 0. Le calcul précédent nous dit donc que ¢y, x T’
satisfait la propriété de la moyenne, et par ailleurs, ¢, *T' — T au sens des distributions.
Notons f, = ¢, * T. En considérant des fonctions ¢, , comme dans I'indication, et en
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calculant en coordonnées sphériques,

T

e = [ gter= [ [ 6 () fute g s
—ca [ 0 () fulw)p2dp
= C() - fulw)

En passant a la limite n — oo, on obtient donc f,(x) — %(T, ¢z). La convergence
est uniforme sur les compacts, car la constante qui sort dans le calcul précédent ne dépend
pas de z, et parce que (fn, oz r) = (T, P * Gzr), €t On * Gzr — Py, uniformément en x
sur les compacts, dans toutes les normes CF.

*
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