Correction du Td n° 8 d’Analyse fonctionnelle
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Solution 1. Préliminaires

1. L’égalité est vraie pour u € C!. On approche ensuite u € H'(§2) par des fonctions
C' et on montre qu'il y a convergence des deux cotés de I'égalité.

2. On approche la fonction (x); par des fonctions C! et on conclue de méme en mon-
trant la convergence des deux coté de I’égalité.

*

Solution 2.  Régularité elliptique

1. Si u est solution faible, pour tout v € H'(R™) on a

/Vu.Vv+/uv:/fv.

On applique cette égalité avec v = D_j Dpu, et aprés changement de variable et intégration
par partie on obtient
[1DrVull gz < Cllfll 2l D-nDhul| 2.

Or pour tout v € HY(R™) on a ||Dpv||z2 < C||Vv| 2. En effet
1
|Thv(z) — v(z)| < \/ h.Vv(z + th)dt|,
0

donc

1
[ 1mvta) = v@Pde < bP [ [ 9ot )P < PV
R™ JO

2. On peut supposer h = ee;. Soit ¢ € D(R™). On a

/(Dhﬁju)qﬁ = /ajuD_hqﬁ — /8juai¢

quand ¢ — 0. On a donc, en utilisant la question précédente
| [ ovidyul < Clolus

donc 9;0ju € L2
3. Le raisonnement précédent nous dit que 9;0;u € L? si on n’a pas i = j = 1. Mais
comme

Ot = Au — ZBJZU,
=2

on peut conclure.
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Solution 3.  Premiére valeur propre du laplacien
1. Soit f,g € L?, et u = (—A)~!f. Par définition,

(=A)7'f,9) = (u, (=A((=2)"g) = (—Au, (=A)'g) = (f,(=2)9),

donc (—A)~! est auto-adjoint. De plus comme (—A)~1(B2(0,1)) C Bp1(0,C), c’est un
opérateur compact. Enfin,

(=2)71 f) = (u, (~Aw) = [Vulf2 2 0,

donc c’est un opérateur positif.

On sait donc qu’il existe une base de vecteurs propres de I'opérateur compact auto-
adjoint (—A)~! sur L2(9). Soit (e,)n cette base et (i), la suite décroissante de valeurs
propres associées. Celles-ci sont toutes strictement positives par positivité de 'opérateur
et tendent vers 0 (voir Thm 4.7 du cours). On conclut en posant A\, = 1/ .

2. Tout d’abord, comme —Ae,, = Ae,, on voit que

”V€n||%2 = )‘nHEnH%? = An.

/VenVem = —/Aenem = )\n/enem = A\On,m,

donc ey, est une base orthogonale pour H}(£2). Soit uw € H}. u =3, ane,. Alors

lull7o =Y ok, IVuli =D Ao,

Comme A, est une suite croissante, on en déduit que

D’autre part,

IVulZ = A flullz..

avec inégalité stricte si u n’est pas dans ’espace propre associé a Aj.

3. Par l'exercice 3 du Td n° 8, |f| € H}, V|f| = (L0 — 1y<0)Vf. En particulier,
Ml = 1et [VIflllzz = |V flr2. Ainsi, | f] réalise également 'optimum dans 'inégalité
de Poincaré, ce qui entraine par ce qui précéde que |f| € Ej,.

4. Soit f € E)y,, alors comme —A|f| = A1|f| > 0, | f| est sous harmonique (et C*°, par
régularité elliptique). On a donc que pour tout point z € 92 pour ¢ < d(zx,90N),
1

B0l Jo, 100 < 1£1(2)

(Rappel : étant donnée g € C™, en utilisant le fait que V|z|? = 2z et A|z|?> = 2d, on a (au
point 0) :

_1 2 _ 2y = X 1 .
/ g(z)dr = 54 / g()A(|z|* — r*)dz = - / grdo pi / Vg - xdx
B(0,r) B(0,r) oB(0,r) B(0,r)
=5 [ a3 [ PP+ g [age -2
d d or d
aB(0,r) aB(0,r)
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Le terme du milieu vaut 0 car on est sur le bord. Si Ag <0, le dernier est négatif, et

/ g(a)dz — 2 / gdo < 0.

B(0,r) OB(0,r)

On note F : r — w(i(lwa(o,r)g(x)dx' Comme |B(0,r)| = r"*|B(0,1)|, on a F'(r) =

m faB(o,r) gdo — W fB(o,r) f(x)dz, et donc F'(r) < 0. F est C', et F(0) = ¢(0),
d’ot 'on déduit que F'(r) < g(0). Ce calcul peut étre en tout point d’un ouvert sur lequel
Ag < 0, d’on I'inégalité mentionnée.)

Supposons que f s’annule en z, alors f s’annule sur B(x, €). Par connexité de 2, f = 0.

Sie, f € E),, soit x € Q tel que e(z) # 0. Il existe A tel que f(x) — Ae(x) = 0. Par ce
qui précéde, vu que f — e € Ey,, f —Ae =0. Ainsi dim E, = 1.

5. Par ce qui précéde, |e1| € E), donc |e;| = Ae1 (|A| = 1) et donc que e; est de signe
constant (presque partout).

Si Q = B(0,1), pour toute rotation R, Re; vérifie également —ARe; = A\ Re; donc
il existe Ag tel que Re; = Age;. On a bien str que [Ag| = 1 donc Ag = £1 (e; prend
des valeurs réelles). Comme (pour d > 2), SO, est connexe et que R — Ar est continue,
Ar = cste = 1. Ainsi, e; = Rej et e est a symétrie sphérique.

*

Solution 4.  Opérateurs de Hilbert-Schmidt
1. Par définition, (T™ fylen) = (fp|Ten), donc | T* fpl|2 = >, |(fp|Ten)|?. Ainsi,

DT HIP =D 1l Ten)P =D 1l Ten)? =Y I Tenll?,

n

car (fp) est une base hilbertienne de G (tous les termes son positifs, ce qui autorise é
faire les calculs). Etant donné une autre base hilbertienne (€,) de H, on a également que
S Ten|? =3, IT* flI%, ce qui entraine que Y, ||T€,||* < oo et 'égalité demandée.

2. Soit u, une suite bornée de H. Quitte & extraire, on peut supposer que u, — u
dans H-faible. On note u, = ), an mem. Par convergence faible, on a que pour tout m,
Qpm — am quand n — oo, et que u = Em amem. Comme la suite u,, donc u, — u, est
bornée, il existe C' tel que pour tout n,

Z |anm — am|2 < C.
m

Par continuité de T, Tu,, = >, anmTem. Soit € > 0, il existe M tel que > <1/ [|[Tem||? <
e/C, et N tel que pour n > M,

9
> lanm = anf? < =

— 2 .
P 171
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Alors

2
T — Tul)* = || (anm — am)Tem
m
2 2
< Z |anm — am||Teml|| + Z |nm — am|||Tem|
m<M m>M
< Z |an,m_am|2 Z ||T€mH2+ Z ‘an,m_am‘z Z HTemHz
m<M m<M m>M m>M
93 93
< i I Ths + O % < 2e.
17135 ¢

Donc Tu,, — Tu dans H fort. T est donc compact.
Réciproquement il existe des opérateurs T compacts mais qui ne sont pas de Hilbert-

Schmidt : par exemple la multiplication M, avec a, = Hﬁ (n>1).

3. Vérifier en prenant des produits scalaires avec e,

4. Soit T" un opérateur de Hilbert-Schmidt, on pose Te, =), anmem et

K(x,y) = Z am,nen(x)em(y).

Alors K € L*(Q x Q) car T est de Hilbert-Schmidt (| K|3, = dnm az, = IT|%g < 00).

Par construction, Tk vérifie que pour tout p,q, (Tkepleq) = apq et donc Tke, = Tep. Tk

est continue sur L?((2) et coincide avec T sur Vect(e,,) qui est dense, donc est égal a T'.
Supposons que T'f = [ K1f = [ Kyf. Alors 'opérateur é associé a K; — Ky est nul

donc 0 = HTKI,KQHLQ = ||K1 — KQHLQ et K1 = Ko.

*
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