Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n° 8

CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS

Séance du 28 mars 2018

Solution 1.  Echauffement
1. Soit ¢ € C°(R).

(H',¢) = —(H,¢) = — /0 " (@)da = $(0) = (60, ).

2. @ §, est & support compact, il n’y a donc pas de probléme pour calculer
(0g % H) = 64 % H = 84 % 50 = 04,

donc (6% H)(x) = Ly>q. On peut aussi remarquer directement que (6, %) (x) = ¢¥(x —a),
et donc
(H 60, 9) = (H,00 % ¢)) = (H, (- + a)) = (Loza, ¥).
e On calcule : §) 1 = (dp x 1)’ = 1" = 0.
e [l faut remarquer que si m > n, a;mé(()n) = 0 (on fait le calcul explicite sur une fonction
test, grace a la formule de Leibniz). Par ailleurs, on calcule, pour 1 € C2°(R),

(@™d5”, ) = (65, & p(x)) = (—1)"(z™4)™(0)
_ <—1>”(”) (g (0) = (—1)m AT (50, ),

Ainsi, :cmé(()n) = (—1)mA7,?5(()nfm). On va donc supposer que m < n et p < ¢g. On a alors

xméé”) % :L,p(;(()fI) — (71)m+pA:lnA55(gn7M) % 6(()qu) _ (71)m+pAnmAg5(()n+q*mfP)

)

puisque pour tous 7, s > 0, (5(()” * 5((35) = (8 * 0g)rt9) = (5(()T+S).

® (Lpgp * 1jeq)" ne fait intervenir que des ditributions de £’, il n’y a pas de probléme
pour définir leur convolution. Ensuite,

(]l[a,b] * I[[c,d])” = I[/[a,b] * ]l,[c,d} = (6(1 - 61)) * (56 - 5d)

Or 0y * 0y = 04y (voir plus haut), donc

(Lia g * Liea)” = Oate + Obtd — Oatd — Ope-

e T'x 1 est bien définie en tant que distribution, car T € £'(R). Ensuite,

<T*n,¢>:<T,11*¢>:<T,1*¢>:/R¢-<T,1>.

Ainsi, T+ 1 = (T, 1)1 est une distribution constante.
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e T'x exp est bien définie, comme précédemment. On calcule

(T s exp,b) = (Teexp ) = (T [ @ uly)y) = [0(w)e (T exp(—a))dy.

Et donc T * exp = (T, exp(—2x)) exp.
On peut aussi voir directement que (T xexp)’ = T xexp, donc nécessairement T s exp =
C exp, pour un C' € R. Ensuite, on calcule

C = (T'* exp)(0) = (T, exp) = (T’ exp(—x)).
3. En dérivant ’égalité, on voit qu’on veut en fait
wx (8o — 61) = u — Tu = 4.

Ceci donne l’'idée de choisir :

u:Z%.

keN
Calculons alors 0/, * L] = da * (do — 01) = 64 — Sa+1. Donc, si on note T;, = Y"1 ., la
somme se télescope, et on a
T, * 1[071] =9y — 6n — do.
Comme T;, — u (dans D’), u* 1jg 1) = do.

*

Solution 2. Dérivées successives des fonctions test

1. On peut écrire H, sous la forme

1
Ha = 1pa)-
a

On a (u* Hy) = Lux (8g — 64) = L (u(x) — u(z — a)), qui est de classe C* si u € C*. On a
donc prouvé que u x H, € CF+1.

2. On a [pu* Hydr = [[u(y)Ha(z — y)dedy = [pu(y)dy, car [p Ho(x — y)dx =
Lrretde = 1.

3. 1l suffit de vérifier que H,, * H,, est continue, et de raisonner par récurrence, en
appliquant la question 1. On a

1 ap 1 x r—agp
Hoy * Hyy (z) = /Oﬂ[o,aﬂu—y)dy: ( /0 10,0y (4)dy — /0 n[o,al]@)dy),

apal apal

qui est bien une fonction continue en x.
Par ailleurs, le support de Hg, * ... * H,, est inclus dans la somme des supports,
c’est-a-dire dans [0, a0 + - - - + ay).
4. Soit j < n. On calcule
(Hgy * ... % Han)(j) = ———(00 = 0ag) ¥ * (00 — Oa;_,) ¥ Ha; * ... % Hg,,.
ao ... a]—l

On a donc 27 termes de la forme

Ox % Hg; % ... x Hg,, Kk€R.
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Chacun est majoré par ||[Hy, * ... * Hq, |10 < [[Hojllzoo||Ha,py * -+ % Ha, |1, et comme
ona |[Hg;,, *...% Hy,|[f1 = 1 d’aprés la question 2, et que d’autre part ||Hg,|[ze < a%-?
on peut conclure. L’autre majoration fonctionne de méme.

5. On montre d’abord que u, est de Cauchy dans L. On utilise ’associativité de la
convolution, et la positivité des Hy :

[un (@) = wpsn ()| = |un(@) — un * (Happy * ... % Ha, () (2)]
- ’/RHQ”+1 * ook Hy o (9) (un (2 —y) — un(z))dy

< /R Ho o k. oox Hy, ()| e lyldy

Sur le support de Hg, | *...* H, on a |y| < apy1 + ... + apyk, donc on obtient

An4k

2
Hun - uk+nHL°° < (an+1 + ...+ an+k)-
apaq

Comme la somme des a; est convergente, cela prouve que {uy} est de Cauchy dans L.
On procéde de la méme maniére pour les dérivées.

Ainsi, on a montré que u, converge uniformément, ainsi que toutes ses dérivées, vers
une fonction C*°, dont le support est inclus dans [0, ax], 0l as := Y ; a; (en particulier,
u est & support compact).

6. Par la formule de Taylor, un fonction vérifiant de tels encadrements sur ses dérivées
pour o < 1 serait analytique, ce qui ’empéche d’étre a support compact par le théoréme
des zéros isolés. En revanche, si a > 1, on peut appliquer la construction précédente avec
an, = n~% (qui est sommable) : ainsi, pour tout a > 1, il existe des fonctions C2° dont les
dérivées n-iémes sont uniformément majorées par 2"(n!)®.

*

Solution 3.  Equations différentielles linéaires

1. Soient S, T € D, et ¢ € C®. Alors S est a support dans R_, et S % ¢ dans
R_ + supp(¥)) =: X. L'important est que Ry N X est compact. Soit y une fonction test
qui vaut 1 au voisinage de Ry N X. Alors

(T * S,9) = (T, 5 x9) = (T, x(S *)),

donc T % S est bien définie. De plus, son support est inclus dans Ry, puisque si ¢ est
supportée dans R_, alors X CR_, et donc x =0 et (T % S,) = 0.

Ainsi D!, forme une algébre d’élément neutre dy. L’associativité se démontre comme
dans le cours.

2. Il suffit de faire le calcul :
(8 — No) * (H (t)er) = 6h  (H(t)eM) — Ao * (H (t)eM)
= (0o * (H(t)e™))' — AH(t)eM
= (H(t)eM) — XH(t)eM
= doeM + NH (1) — NH(t)eM.

Mais bien sir, dpe = dp.
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3. Pour n =1, c’est la question précédente. Ensuite, c’est une récurrence :

tnfle/\t t’nfle)\t ! tnflex\t
5y — A Ht)—— ) =H{t)—— ) — M H{t)——
6=+ (10— ) = (0555 ) - (H05=T,)
tn—lekt tn—z At tn—le)\t tn_leAt tn—Qe)\t

= o,y T HWO gy F HOA Ly = MO 5 = H O o

qui vaut (&) — Ad)*~ "~ par hypothése de récurrence. Cela assure 'hérédite.
4. On considére I’équation différentielle ordinaire a coefficients constants 3™ azy®) () =
f(t). Alors on peut réécrire Péquation S apu®) () = & sous la forme :

(Z ak(—éé)*k> *xu = dg.
k

Introduisons le polynéme P = Zszo apX*. Comme C est algébriquement clos, on le fac-
torise en produit de facteurs de degré 1, soit P = B[];(X — Aj)"/, et donc

> ar(—00)" = 8- de; (8" — Aj0)".
k

On conclut donc que :

. =1 1 i —LeAst
X I R =)

Solution 4.  Equation de Volterra

1. D’aprés la question 1 de 'exercice précédent, la convolution T} * S est bien définie.
D’autre part, si ¢ € D(R), alors T, x ¢ — T * ¢ dans D, et donc

(8% Ty, @) = (S, Tj  ¢) — (S, T x¢) = (S*T, o).

2. On peut montrer cette propriété par récurrence sur n. Sin = 1, il n'y a rien a
montrer. Si & présent n > 1, et x € [0, al,

n—1 1$n
+

pdy < M —.

: n.

K@) < [CIK@ =)l Ky < [ M-
0 0 (n——l)

3. D’aprés la question précédente, K*" est localement bornée, donc localement inté-
grable, et s’identifie donc & une distribution. Fixons ¢ € D(R), et soit a > 1 tel que
supp ¢ C [—a, a]. Alors pour tout n > 1,

xn—l

a an
K </ M!'—|¢(x)|dx < M'—
o) < [ M ol < ol
en majorant z par a sous l'intégrale. Cela prouve que la série >°(—1)"(K*", ¢) est absolu-
ment convergente, et donc que > (—1)"K*" converge au sens de D’. En notant L sa limite,
on voit que

(L, @) < ™1l
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et donc par dualité, L s’identifie & une fonction localement bornée.
Enfin, notons que, si NV € N, on trouve par un argument de télescopage que

N
(50 + K) * <50 + Z(—l)n[{*n> =8 + (—1)NK*(N+1)-
n=1

Or d’apreés I'inégalité ci-dessus, K*V+1 — 0 dans D’ quand N — +o00. D’aprés la question
1, on peut donc passer a la limite, et trouver le résultat cherché :

((50+K)*((50+L):50.

4. Notons K (z) = H(x)eM pour z € R. C’est une fonction localement bornée & support
dans R4. On a clairement, pour presque tout x,

3o+ )+ f(a) = £(@) + [ X ()

Puisqu’on a affaire a des fonctions localement intégrables, I’égalité au sens presque partout
est équivalente & I'égalité au sens des distributions. Soit & présent L comme ci-dessus. On
peut poser

f=(+1L)xg,

qui est bien une solution de I’équation fonctionnelle. Comme f(z) = g(z) + [3 L(z —
y)g(y)dy, cette fonction f est bien localement intégrable.

*

Solution 5.  Régularisation par polyndémes

1. Soit ¢ € C*(R™) a support compact. Supposons que supp ¢ C B(0, R). On calcule,
grice au changement de variables u = kz,

P 6) = /B(O,R) Pe(@)g(z)de = k™ /B(o,k}z) B (%) ¢ (%) du

1 |u|? (u)
- 1- ) du.
/2 /B(DJCR) ( kn+2> ¢ k du

Ensuite, on rappelle que si y € [0, p|, alors
1
< —= (%)

e_y_(l_z)p Te(p-1)

En effet, on considére f:[0,p] > R,y —e ¥ — (1 — %)p, et

flly)=—eV+ 1 =L =e¥ (exp((p—1)In(1 — L) +y) - 1).

Donc f” ale signe de g(y) := (p—1)In(1— %) +y.Org'(y)=1- %, g est donc croissante
sur [0, 1], décroissante sur [1,p[. Comme ¢(0) = 0 et g(y) — —oo quand y — p—, il existe
un unique ¢, (¢, > 1) tel que g > 0 sur [0, ¢, et g < 0 sur [¢p, p[. De plus, ¢, vérifie

(p—1)In (1 - jﬁ’) = —¢p.
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Finalement, f atteint son maximum en ¢, (puisque f(0) =0, f(p) =€ P, on a aussi f >0
sur [0,p]), et on trouve

flep) =e % — PIO=T) _ =t _ 5T — ot (1 — e_”%) < e_cpz%.
(car ¥ > 1+ y pour tout y € R). Et finalement, comme y — ye ¥ atteint son maximum
1/e en 1, on obtient (x).
Maintenant, avec y = |u|? et p = k"2, pour k > R? et u € B(0,kR), [u]* < |kR]? <
k"2 et on en déduit :

o 5) o el
B(0,kR) knt2 k B(0,kR) k

= e(k”+12 —1) /B(O,kR) 'gb (%>

Enfin, on voit que ¢(u/k) — ¢(0) lorsque k — 0o a u € R™ fixé, et la domination

kn

du = e(knt2 — 1)

[@llr — 0.

e $(u/k) L p(o k) (u)] < €717 ||| o0

permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée. Ainsi,

/B(O,kR) e (%) du — (/n €_|u|2du) $(0) = 72¢(0).

Finalement, on a bien :

(P, ¢) = ¢(0), P — do.

2. Soit T une distribution a support compact. On identifie alors P, & un élément de
D'(R™), de sorte que la convolution T * Py est bien définie. De plus, on a directement

D(an+2+1""’2kn+2+l) (T « Pk) _ T " (D(Qk‘n+2+l,...,2kn+2+1)Pk> = 0

donc T * Py est un polynoéme.
Ensuite, vu que pour ¢ € C*°(R) a support compact, T'x ¢ € C°(R),

(T * Py, ¢) = (Pi, T ¢) — (T 6)(0) = (T, ¢).
Et ainsi on a prouvé que T * P, — T dans D'(R").

*
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