Corrigé d’analyse fonctionnelle
TD n° 8

DISTRIBUTIONS : SINGULARITES ET REGULARISATION

Séance du 25 mars 2019

Solution 1.  Echauffement
Pour ¢ € D(R), on a (§),¢) = —¢'(0). Supposons que §;, soit une mesure, et notons K = [—1,1].
Il existerait alors une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ a support dans K, (), ¢)| < C|l¢|| co.-
Soit donc 1 € D(R), positive, a support dans K, et telle que ¢'(0) = 1. Notons ¢, (x) := ¢ (nx)
pour n € N. On voit que ¢, reste & support dans K pour tout n > 1, que ||g0n||c% = H@DHC%, et enfin
que
(B pn) = —p(0) = —na'(0) = —n,

ce qui contredit 'inégalité ci-dessus lorsque n — +oo.
*

Solution 2.  Distributions réguliéres

1. L’hypothése se reformule ainsi : pour tout ¢ € D,
|t im0,

Soit maintenant y € D, positive, d’intégrale 1. Soit ¢ une primitive de f, donc de classe C'. On a
également, par intégration par partie, 'égalité [ fo + (T,,¢’) = 0. On en déduit que pour tout ¢ € D,
(T — Ty, ¢") =0, ce qui signifie que (T'—T,)" = 0. Supposons montré que les distributions de dérivée
nulle sur R sont les seules constantes : on trouve ainsi que T' = Ty + ¢, ott ¢ € R. Donc T' s’identifie &
g+ c, qui est C! sur R.

Soit a présent T € D'(R) telle que 77 = 0. Montrons que T est constante. Pour tout ¢ € D(R),
on a (T,¢') = 0. Donnons-nous x € D(R) fixée, positive, d’intégrale 1. Si p € D(R), soit ¢ € D(R)

définie par
Ve eR, (z) = /_; (w(y) - </R 90> x(y)) dy.

Observons que c’est seulement parce qu’on lui a retranché sa moyenne qu’une telle « primitive » de ¢
est toujours une fonction test. De la sorte, o =9 + ([ @) x. Alors (T, @) = ([ ¢) (T, x), et donc T
s’identifie & la distribution constante égale a (T, x).

2. Posons g(z) = exp( [y a(t)dt). C’est une fonction C*°. On peut donc calculer
((gu)', ) = —{gu, ¢') = —(u, 9¢") = (u, g’ — (g¢)')-
Mais ¢’ = ag, donc
(u,g'0 = (99)') = (u,agp = (9¢)') = (au + ', 90) = (£, 99) = (9, ¢).

Cela prouve que (gu)" s’identifie & la fonction continue fg, et donc gu s’identifie & une fonction C*.
Comme ¢ ne s’annule jamais, v aussi est C'. De plus, «/ + au — f s’étend par densité en une forme
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linéaire continue sur C°([0,1]) donc on a [y |u/ + au — f|* = 0, ce qui signifie que u est une solution
au sens classique.

3. Classiquement, D(2) est dense dans LP si p < oo (on peut considérer la régularisation par
convolution avec une approximation de l'identité), donc T : D(2) — R peut étre étendue en une
application T' continue sur LP, avec la méme inégalité (grace a la complétude de R). Par le théoréme
de représentation de Riesz, il existe f € L9 telle que T fQ fe pour tout ¢ € LP, donc pour tout
¢ € D(2). En identifiant, on obtient T" = T}.

4. On va appliquer le résultat précédent. On introduit x € D(]0, 1[), positive, d’intégrale 1. Soit
maintenant ¢ € D(]0, 1[). Il existe une primitive ¢ € D(]0,1]) de  := ¢ — (fo <p) x:(x) =[5 @

Ainsi,
aw»=@w®+(fgyﬂwz—éﬂw+<[¢)@w»

Mais (T, x) est une constante C, et | fol o] < |l¢ll 2, par Cauchy-Schwarz. Enfin, ‘fol fzp‘ < |fllz2 ¥l p2-

Il reste donc & estimer ||¢||;2 en fonction de ¢. Pour cela, on voit par Cauchy-Schwarz que |92 <

||| 72, et donc
1
ot < o= ([ #) .

ce qui permet de conclure que

< (L [Ixllz2)lleell 22

(T, o) < (X4 lxllz2 + KT, x) Dllell 22

Par 3., T s’identifie donc & u € L?(]0, 1[).

Ensuite, considérons v € C1([0, 1]) avec v(0) = 0. Comme précédemment, pour z € [0, 1], [v(z)| <
|v'|| 2, donc ||v||pe < ||v']|2. On raisonne maintenant par densité : D est dense dans L2, soit donc
vn, € D(]0,1]) telle que v, — f dans L?. On voit alors que si pour z € [0, 1], un(z) := [ vn(t)dt, alors
uy est de Cauchy dans L2(]0,1[), puis dans C°([0, 1]) grace & I'estimée precedente Donc w,, converge
vers une fonction @ dans C°([0, 1]). Par continuité de la dérivation au sens des distributions, on a que
@' = lim,, o v, = f. Donc @ et u différent d’une constante (voir la question 1.), et ainsi u € C°([0, 1]).

Solution 3.  Fonctions lipschitziennes
Supposons que f € L™ (Rd) est lipschitzienne. Pour tout 1 < j < d et h € Ry, on pose

mfix— flz,.. oz, @+ hoxjg, . 2q).

Si z € RY on a donc ‘T}jlf(l’) — f(z)] < Ch (quitte & changer la norme sur R?). Pour ¢ € D(R) et
h > 0, on a d’une part

T f(x) = f(z)
/Rd ( - ) o(x)dx
et d’autre part,

(@) — f(z) (@) — ()
O i G S

grace au théoréme de convergence dominée. Cela signifie que

(0, £, )| < Cllél 11 may,

SC/!ﬂ@M:CWMu
]Rd
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et donc 9., f € D’ (R%) se prolonge en une forme linéaire continue sur L'(R?). Grace au théoréme de
dualité, on voit que J,, f s’identifie alors a une fonction L sur RY.

Réciproquement, si f est bornée sur R? et que toutes ses dérivées partielles, au sens des distributions,
s'identifient & des fonctions bornées, montrons que f est lipschitzienne. Soit ¢ € D(R?), positive, &
support dans Bpa(0,1), et telle que [, = 1. Pour n > 1, la suite des fonctions ¢, : 2 — n~%p(nz)
constitue donc une approximation de I'unité. Posons f, := f * ¢,. Alors f,, € C®°(R%). D’autre part,
pour tout 1 < j < d, on a 0y, fr = (0, f) * n, donc en notant

C:= g?gxdllaxjfllm,

on trouve que pour tout xz € R?

| fu(2)] = '/Rd Ou; f(y)ion(x — y)dy‘ < C/Rd on(z —y)dy = C.

D'ott |0, fullzee < C, uniformément en n > 1. De méme, || fu|[zeo < || f| L. Le théoréme des accrois-
sements finis classique, pour les fonctions lisses, assure donc que Vn > 1, Vz,y € R%,

[fu(@) = fa(y)] < CVd|z =yl (%)

En faisant tendre n — +o0o dans le membre de gauche, on trouve que f est lipschitzienne.

Remarque : Pour voir ce dernier fait, la meilleure idée est d’appliquer le théoréme d’Ascoli a la famille
{fa}, en se plagant sur les compacts B(0, N), N € N. Alors la famille est équicontinue (grace a la
borne uniforme en n dans 'inégalité (x)), et elle prend ses valeurs, en chaque point x € B(0, N), dans
le compact [—||f||zee, || f]|zo<]- Donc on peut extraire de { f,,} une sous-suite qui converge uniformément
sur B(0, N). Il suffit de faire une extraction diagonale pour trouver une sous-suite {n;} et une fonction
g € CO(RY) telle que
Jrw = 9

uniformément sur les compacts de R%. Cela implique en particulier que fn, — g dans D’ (Rd), donc
que g = f, puisqu'on sait que f, — f dans D’(R?). Ainsi, pour tout z € R%, f, (z) — f(z), et on
peut passer a la limite dans (x).

Solution 4. Pseudo mondémes

1. La fonction = — 2% est dans L. (R) si et seulement si o > —1.

2. Ecrivons ¢(z) = ¢(0) + x(x), ¥(z) = fol p(tx)dx € C®(R) et ||¢||pe < ||¢'|| L. On découpe

I'intégrale en 1 :
fe') 1 1 00
/ xagz::/ :Bo‘cp(O)+/ :U1+a1l)+/ %
5 € € 1

1_€a+1 1 " 00
= 0+/x > +/ z%p.
PO =7 i W B

Les deux derniers termes admettent une limite quand ¢ — 0 (car 1 + a > —1). Posons donc A =
—(0)/(1 4+ «). On obtient donc la formule demandée, avec

1 [e'e)
(%), 0) = 2 4 /0 2 (p(x) — (0)) + / %,
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On voit que si supp(p) C [-M, M],

1

1
[pE(@3), 0)l < (17 + Ml + /0 2 ¢ Iz < Cullipllze + 1¢'llze),

donc pf(x§) est d’ordre inférieur ou égal a 1.

L’ordre de cette ditribution est non nul car sinon, pf(z9) apparaitrait comme une mesure. Mais
considérons une fonction plateau y égale a 1 sur un voisinage [—1,1] de 0, et f(z) := = +1 *x. Alors
f est continue, avec f(0) = 0 car —1 — a > 0, mais f; x*fdx > f; %dm pour € < 1 n'admet pas de
limite quand € — 0.

3. Il faut cette fois développer a ’ordre m

—_

m—

o) (0

)xk + ™ (x),
k=

[e=]

avec (z) = [y 0T otr)de € C(R) et [[¢] = < o™ 2.
On trouve que

00 m— . ga—i—k—f—l 1 N 00
= + T :L'da:—i—/ xz%p(x)dx.
/E I; U atkt1 /5 ¥(@) | e@)
)
On pose Ay, = _<p<’;€!(0) ﬁ pour k € [0, m — 1]. Comme a + m > —1, le reste correspondant a une

limite pour € tendant vers 0 qui permet de définir

1 m=1 (k) 00
7% _ ¥ (0) k / e
7l a+k—|—1)+/ (gD(m) ; oL dx + . TP

=0

m—1

k=0

4. 1l faut calculer pf(z%)(¢'). On fait une intégration par partie, et on trouve que pf(z9) =
apf(z$1). En effet,

/ xp(x)dr = —/ ar® Y (z)dx — e%p(e),
IS 1>

mais e%p(e) n’a pas d’ordre entier dans son développement asymptotique. Par unicité du développement
asymptotique en € lorsque ¢ tend vers 0, on peut identifier les termes d’ordre 0 qui sont les parties
finies.

Ainsi, l'ordre de pf(z9) est au plus la partie entiére de —ov.

On peut montrer que I'ordre vaut exactement m := |—a]. Sinon, elle s’étendrait & C™~1(R), donc
on peut considérer une fonction f € C™ 1(R) & support dans [0,2] et telle que fim=1) — g—a=m gyy
0,1]. Alors —a —m > 0 donc f(™=1(0) = 0. De plus, pf (x4 ™™ D= — (¢ + m — 1)(a +m —
2)...(a+ 1)pf(z9) donc en posant ¢, = (@ +m — 1)(a+m — 2) (a4 1),

ca(Pf(x), f) = (=1)" " (pf (2§ ), fm D)
— m— f(m 1)(0) ! o+m— (m—1) (m—1) > a+m—1 g(m—1)
= [ @) - f D) + [t ),
Comme f(™=1Y(0) = 0, on obtient

(1) e (ph(a2), f) = /D gt fn =) (g) 4 /1 * getmet gl

1 2
> / xa-{—m—l + / xa—i—m—lf(m—l)
0 1

= —’—007
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puisque ao +m — 1 < —1 et le terme de droite est borné.

5. Si a > —1, on conclut directement au moyen du théoréme de convergence dominée la convergence
[ avp(x)da — [T a0 p(x)dz lorsque a tend vers ay.

Si o < —1, lorsque o — ap, |—a) = |—ap] = m (au moins pour « assez proche de o). Ainsi,
les deux expressions (pf(z7),¢) et (pf(z5°), ) sont constituées des mémes termes, ot I'on a remplacé
« par «. Ensuite, on a convergence terme a terme (par exemple, grace au théoréme de convergence
dominée), d’on pf(z%) — pf(z°) au sens des distributions.

6. On calcule comme précédemment :

-1

1 m (k)

k=0
1 . 2 ®) (0 . (m=1)(Q
= [ Xt e+ e

(puisque In(1) = 0). Et on a donc (tous les termes sont bien définis) :

00 m—2 (k) 1 m—1 (k)
p(a™)(¢) = /1 x—mw<x>dx+;w+ /O e (@(x)— *”ka)xk).

+1—m Pt

Cette expression assure donc qu’il s’agit d’une ditribution, d’ordre au plus m. En fait, on calcule la
dérivée comme avant :

o —(m -1 md(m)
(™) = —mpf(ay ") ¢ C 00

Et par récurrence, on obtient que l'ordre est m.
Pour la convergence : si —a — m par valeurs supérieures, la partie entiére de —a est m. Si —a — m
par valeurs supérieures, la partie entiére de —«a est m — 1, mais la formule est aussi valable avec m.

. . (m—1)
En comparant les termes, on voit que tous convergent, sauf le dernier (nf )

=D m+a)’ qui diverge dés que
w(m_l)(O) % 0. Ainsi les pf(x;m) ne sont pas limites de pf(x;a),

*

Solution 5.  Représentation d’une distribution

1. Soit ¢ € CZ (). Notons Q(z) = {y € Q | y < z;, @ € [1,d]}. 1l faut remarquer que par
intégration composante par composante, on a :

() = (~1)* /Q oy

En particulier, |o(z)] < [, 0 |(Le)(y)|dy, ce qui donne la deuxiéme inégalité.
D’autre part, par le théoréme des accroissements finis (dans la direction z;), on a que pour chaque
i€ [1,d] :
[@llzee < al|Or, ol oo

On en déduit [0y, p|| L= < a® Y| Ly||p. Puis, par une récurrence immeédiate, pour tout || < m,
107l 2o < @l LIl oo
Finalement, en utilisant encore une fois que |||/~ < a?||Ly| <, on voit que si |3] < m, alors

I gl| oo < ™IV L7 oo,
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et ainsi

lllm < Ca®™ || L™ @ oo

2. On avuen 1. que |||z~ < a?||Ly||r~ pour ¢ € Co (), done L : CF(€2) — Ci(€2) est injective,
et donc L™ : C2(Q) — C(2) également, ce qui justifie la définition.
K étant compact, il existe m € N et C > 0 tels que
Vo € CR(Q), KT, 9)| < Cllgllm-

On choisit ce m. Si ¢ = L™ty alors
(T )] = | Fons L™ 0) = (T, 0)] < Cllpllm < CCom /Q L™ glde < O, /K () de.

(remarquons que supp(¢) C supp(y) C K) : le m choisi convient.

3. Le théoreme de Hahn-Banach s’applique en voyant T},, comme une forme linéaire définie sur un
sous-espace vectoriel de L!(K) : elle s’étend en une forme linéaire continue sur L'(K), que 'on note
encore T,.

T, se réalise alors (par dualité) comme un élément de L®(K), i.e. il existe g € L%°(K) tel que :

W € LYK, (T, ) = /K .

En particulier, si ¢ € C3(2), on a :
(T, ) = (T, L) = /Kg(LmHSO)-

On prolonge g par 0 en dehors de K et on définit

fa)= [ [ sty

Alors f : R™ — R est continue, et n intégrations par parties donnent :

(T, ) = (—1)" / F(2) (L™2) (2)d.

Ceci est exatement ce que 'on veut, avec a« = (m +2,...,m + 2).

4. 11 existe un ouvert U tel que K C U C U C V. On applique le résultat précédent. Il existe une
fonction f contine sur €2 telle que

Vo e Cp (), (T,¢) = (—1)'“/Qf(w)(8°‘¢)(w)dw- (1)

La constuction du 3. assure que a; < m + 2 pour chaque i € [1,d].

Quitte & multiplier f par une fonction continue & support dans V' valant 1 sur U (cela ne modifie
par (1)), on peut supposer que f est & support dans V.

Soit x € D(R2) une fonction a support dans U, valant 1 sur un voisinage ouvert de K. Alors par
(1) (et la formule de Leibniz), on a : pour tout ¢ € D(Q),

(T, ¢) = (T, x¥)
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ce qui est ce que 'on veut, avec
fs= (_1)|a|+lﬁlcaﬁf3afﬁx.

5. Il existe des compacts K; (en nombre dénombrable) et des ouverts V; tels que K; C V; C Q,
Ui K; = Q, et tout compact de £ n’intersecte qu'un nombre fini de V;. Par exemple, si (Q;); est une
suite exhaustive de compacts de (Qi C Qi+1 et U;Q; = Q), on peut poser K; = Qiy1 \ Qi et
Vi=Qit2\ Qi-1).

On associe a cette décomposition une partition de 'unité +; (supp(¢;) C Vi et >, ¢; = 1, la somme
étant localement finie). On peut donc appliquer le résultat précédent a chaque ;7 : il existe un nombre
fini de fonctions continues f; o & support dans V; telles que :

GT = 0% fian

On pose fo = >.:21 fi,a, ol les sommes sont localement finies (vu le choix des V;). Ainsi, f, est continue
sur €2, et le deuxiéme point est vérifié.

Enfin, comme ¢ =) . ;¢ (pour ¢ € D(2)), et que la somme a un nombre fini de termes non nuls,
onaTl =5 T => 0"fa.

Si ordre de T est fini et vaut m, alors par 4., pour tout V;, ;T est & support compact (inclus
dans V;) et d’ordre m. Par conséquent, pour tout « tel que |a| > d(m + 2), on peut choisir f; o, =0, et
donc f, = 0.
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